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CALCUL     INTÉGRAL. 

■  '     '  ■  Il  '  I, 

jSiOus  avons  expliqué  dànâ  la  feâion  Jpré- 
cédente  les  principes  généraux  du  Calcul  Inté- 
gral ,  nous  allons  maintenant  en  faire  rapplica- 
tion  à  la  Géométrie. 

SECTION     II. 

Des  ufages  du  Calcul  Intégral  dans  la  Géométrie^ 

1^.  Selon  ce  qu'on  a  dit  vers  le  commence- 
ment de  la  feâion  précédente  ^  la  différentielle 

de  jr*  eft  mx*"'  dx  8cfon  intégrale x^jfe  trouve 
en  augmentant  Vexpajant  de  x .  £une  unité  ,&en 
divifant  par  dx  ^  ^  par  cet  expo  font  ainfi  aug'i 
mente ^  i?efi  ce  quz  nous  appellerons  la  règle  fon-^OK 

Tome  m  K        ^^' 


m-^ 


a    Cours  de  MxxHénfATiQtJBs. 


*■  ■  «  I 


âamentale.  Là  di&rentieUe  de^  eft    ~4 
&  S— ^^ — /  ^   ~repréfcnte  la 

X  X,     X         ^  ' 

rentîelîê  Hû  rogarîtlime  hyperbolique  de  x ,  ou 

A  X 

la  différentielle  de  L.  x  de  fprte  que  S.  — =Ly« 

X 

L»  diâi^rentielle  de  ^  *  eft  ^*d  ji:  H-  x  dy  ,8c 
S  (  y  dJt  ^t^  xdy)  ^^ssy  x\x  &  y  penvtat 
repréfenter  dans  ces  formules  des  variables  quel- 
cionques  y  (impies  ou  composes  ,  comme  oti 
voudra  ;  donc  (i  une  différentielle  peut  fe  ré- 
duire par  ffibffittttion  à  (|uelqu'uhè  dte  àesffor^ 
mules  générales  de  différentielles ,  on  en  trou- 
vera tout  d'un  coup  rintégrale ,  en  faifant  les 
mêtaesfubftitutîipna^lans  l'intégrale  commune  de 
cet'té  formule  g^érale  ;  c'eft  ainfi  quVn  compa- 

TSfnf  la  diffâ'entléllô  mu^jf^*  da-h-nx^a"^*  dif 


av^  la  (bliatile  d^  métne  t(fèc9yAsc 
^  dj  ».oti  trouve  q^en  fubftituSiAt  i^  pour  y 
&  ai'^  pour  «»  ejle  fe  réduit  à  la:  différentielle 
propofee  **  ;  d  où  Ton  copctlud  ^e  .faîf^t-  les 
mêmes  fubftitutions  dans  y  x ,  intégrale  de  ydx 

-4-  X  dy-f  Ton  aUrrf  ii*  *".  podr  1  btégrale  de 
la  différentielle  propofée    :  on  voit  de  même 

que  S-   —2-7-  ^ 


^'  ,  .     l  l.i.é.  .é      .     .       .     ..  ,t.     ff  '        f^  ly,      .  >   .    ..^.       Ail      ^^      . 

.  *  En  reli&nt  les  cmhmdi<^mens'  de  b:fcât£>n  pté'^ 
féièjXtC'9  OU'  com^remdÀ mut  cela  facHotnent* 

^"^CiSLT  alors  on  doit  {uÉttitucr  hix      iic  vourix 

k  nu       du  pour  ij* 
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L.  î*.  a*.  *  :  car   en   fubftituant  ç"*.tt'   au 

dx 

lieu -de  x  ^  Ist  différeptielle  —  fe  réduit  à  la  dif- 
férentielle   propofée  ;   d*où    Ton  conclut    qu'en 

fubftituant  auffi  i'^.  u*    au  lieu  de  x  dans  L.x 

ix 
qui  eft  rintégrale  de  ,   Ton  aura  L.  j  "  u  • 

pour  rintégrale  de  la  différentielle  propofée.  Mais 
ce  moyen  d'intégration  qui  eft  (ouvent  utile ,  n  eft 
pas  toujours  facile;  parce  quon  n'a  pas  de  mé* 
thode  fûre  pour  les  cnoix  des  formules  &  pour  les 
fubftitutions.  Nous  donnerons  dans  la  fuite  d'autres 
méthodes. 

On  peut  intégrer  toute  formule  dont  la  quan- 
tité hors  du  (igné  (qui  indique  une  puifTance ,  ou 
une  racine  )  eft  la  différentielle  de  la  quantité  fous 
le  %ne. 

,Par  exemple  ,  l'intégrale  de  i2ax^  ^d  x  x, 

%  3 

(b  +  ax^)  eft  =?=  (  fr-4-a  jc*>  :  car  en  fub- 
ftituant b  -4-  a  x  ♦  au  lieu  de  a;  ,  m  —  i  au 
lieu  de  2,  4  ax^  dx^au  lieu  de  d  x  ^Sc  m  au 

lieu  de  3 ,  l'on  aura  mx'^"*  dx  égal  à  la  dif- 
férentielle propofée  ,  8c  x''  =  (b^^ax^)  j; 
€*eft-à-dire ,  que  dans  ce  cas  on  trouve  ITnté- 
grale  en  augmentant  l'expofant  de^  la  quantité 
fous  le  (îgne  d'une  unité  ,  &  divifant  par  cet  ex- 
pofant  9c  par  la  différentielle  de  la  quantité  fous 
le  ligne* 


*  L  -  défigne  ici  le  logarithme  hyperbolique* 
Tomt  IV.  ♦ 


■ 
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if^^fmg^-r'^^-'i^m 


On  peut  intégrer   algébriquement  *  ou  par 
logarithmes,  toute  quantité  binonae  **  de  cettQ 


p 


forme  ax^.d  X  •  (  i  -h  g,  jr"  )  ,  toutci  les  fois 

que  p  eft  un  nombre  entier  pofîtif.  Car  en  élevant 
le  binôme  à  la  puiiTance  p ,  l'on  aura  un  nombre  p 

•j-  I  de  tenues  ,  qui  étant  multipliés  par  ax'^  ^djf 

feront  tous  de  cette  forme  cx^  •  dx^Sc  feront  tou3 
intégrables  algébriquement ,  fi  l'expofant  r  eft  dit 
férent  de  —  i  ,  &  par  les  logarithmes ,  lorfque  cet 

çxpofant  fera  =  -^  i.    Si  p  ±s=s  2.  »  Ton  aura 

0  -^gx')  ==fc*^aig,*"  4- g*x»%  Mul- 
tipliant chacun  de«  termes  de  cette  quantité  pa¥ 

4ix^dXf  on  trouve  ahb x*  dx  -^  2lgax'^  '*'  "^* 
•Haggx"'*"*'^^,  Uintégrale  du  premier  termQ 

ç|l ,  par  la  règle  fondamentale , 


m  -+-  1 

m  «f-  0-4*  I 


cellç  du  fécond  terme  eft ; — ^- — r  ^ 

m  -f-  «  -h  I 

Celle  du  troifieme  qui ,  en  faifant  zn--^  m  tE=  r 

Je  A^Œ  ==  c ,  devient  cjr\  dx.  fera a:"*"  '.  Si 

r=====  «-^ï  j  Ton  a  S, c,  jc'  dx  =  S.cx  -*  rf* 


«ni^P 


*  C'cft-i-dire  1  trouver  pour  intégrale  une  expre/fion 
s]gçbrique  qui  ne  contienne  ni  logaiichmes  ni  fuites  in« 
finies,  ni  aucune  quantité  non  algébdque. 

*  **  Ccft-à-dirc ,  dont  la  quantité  complexe  U  pUlS 
f  Qmppfçç  cfi  une  puiiTunçe  d'un  binomCi 
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pc=Sc =  cL.ar.  Si  agg^=i  c  ==  i,  Fon 


'  «. 


«  1 


'cdx.       dx  ^  ^    d  X         •  ^ 

axiw =s»  —  &S.  c-*— =L.  *.  On  voit 

XXX 

bien  alfément  que  fi  la  quantité  fous  le  ffgnc 
étoît  un  trinôme  ,  un  quadrinbme  ,  ou  un  po- 
linoxnê  quelconque  d'yn  nombre  £m  des  •  term^ 
&  p  un  nombre  entier  pofitif  en  élevant  le  po^ 

ly  nome  à  b  puiilance  ^  &  *  multipliant  enfuite 
chacun  des  termes  par  ax*^.'  d x ,  fon^^auroît 
une  diâerentielie  intégrable  9;puiique  chacun  des 
termes,  de  cette  différentielle  feroit  intégrable. 

Oh  peut  intégrer  toute  «quantité  bin'ome  tlont 
l'expoiant  de  x  hors  du  ,  binôme  étant  aug- 
menté dune  unité*  ef):  égal  à  rexppfant  de  x 
dans 'te  binôme  quelque  foît  l'expofànt  p,de 
la  quantité  fous  le  CgnerAinfiTfî  m  ===  n  ^^  ï, 

'  Fofi^ufa^\3c*"*.  dk'  (b'^^gx'  ):(A)matt« 

la drfl&ence  de  i-+-*g^Ji^'^eft=5=gii^:e?**  dx. 

Augmentant  d'une  unité,  Texpofajnt  n  de  la 
quantité  fous  le  figne  ,  divifant  par  lâ'dMî^ren* 
tielle  de  la  même  quantité ,  &  par  Tes^pofân; 

aînfi  augmenté^  Ton  aura  S.  ^x»"'.  îxx 


£a  e&t  »  iBft  difiiSreftflaot!:  cette  quantité^  Ton 
trouvera  la  difiérentielle  À. 

On  peut  intégrer  tbùté  dîtféreritiéîle  binôme 
dans  lâq;u^e  rexp.ofapt  flfela  quantité  hors  du 
fijgpe  :étant  augmenté  /tf  une.  unité  ;  éft  divifible 

A3 


i"  **-        '    ^  •  ••  .    t  .  -  'J        * 
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I  I        ■  Il  -,  I      .11  »ll|  I  >ll»^i— — Ml 

par  r4^xpofant  de  h  quantité  ibus  1^  .figqe ,  & 
donne  un  membre  entier  po(îtif«  Soit  la  di£fé- 


fais  (>  4^  jr  y-  )f  5;?=»3:5  ou  i  -+-^jp*5=^  ^f] 


donc  h  .<pf<f reptielle  .prQpofée  deviçndia  X  A  ) 


Maui|;enant  h  -■^  r.- ■    .  .,  ■■    ■       = — : r 

«omtm^ wtjbr , ou  oi  fi  m  cft=ao,  J^g^^f^ 
tité  J^u$  Iç  lîgpie  m  fera  t=s  î  .  *  S,  1;^.  4  t 

■  j»  -  :    .       •  .• 

cobftant —         ■  ■'">  donnera  fiiltégrale  cheis 
cW«x|MMipé6  ta  f ,  ifc  fobftit«9Dt  là  véetar 

49 S  T==  .<^'  -^  «if* ''  ).  »  ^"o*»  ?H?  ï*int^^ 


'  '  ■  I  -^  ■  ■*  ...       --. — .^^ 
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m  ^  à  la  puiflânce  m  ^  &  eA  général  puifque  m^+'t 
eft  le  quotietit  de  Texpcfant  de  x  nors  du  (igné  ^ 
en  augmentant  d  une  uhité ,  par  l^expofant  de  x 
fous  le  fîgne^  toutes  les  fois  que  m  h-  l  fera  uti 
nombre  entier  pofîtif ,  m  -+-  i  — - 1  k=s  m  fera  un 
•  liombre  entier ,  ou  o^  &  la  quantité  fous  le  (igne  m 
fera  ou  '=r  i  ^  ou  fera  réduâible  à  un  nombre,  fini 
de  termes  ;  donc  on  pourra  toujours  intégréf 
toute  différentielle  binôme  qui   fe  trouvera  df^é 

ce  cas.  Si  m  •  n  -+-  iz  *—  i  ==  n  *—  i  ,   ou 

fi  m  ==^  o  5  Ton  aura  x*'^^  d  x  ^  qui  fera  la 
diflTérentîelIe  de  la  quantité  fous  le  ligne  à  un  mul- 
tiplicateur confiant  près  :  donc  toutes  les  foi^ 
que  la  quantité  hors  du  figne  eft  la  différent 
tielle  de  la  quantité  fous  le  (igne  ^  à  un  multl-- 
plicateur  conftant  près  ,  la  différentielle  binomt 
eft  intégrable. 

Soit  la  iifférèmielle  cx^ dx .(f^'+^x^)!;  Je 

vois  qu  elle  eft  intégtable  ,  parce  qu  en  aug- 
mentant l'expofant  3  de  i  ,  )*ai  4  qui  ,  diyi(é 
par  a  ^  donne  un   nombre    entier    po(itif  =  2« 

Faifant  donc  (/»-+-  x*)  7  =  j',  //*  -f-  x"- 

e  =-  a  9  te  fubftituant  ces  valeurs  dans  la  traiif« 

formée (A)  cidelïus  ,  Ton  a  -^ .  ?  »  i  ;j^   X  ' 

I  ^ 

(  ^  J  —  /-  )  ;  car  ici  m  -f-  T  s=s  2  &  m  =  i^ 
&  négligeant  le  multiplicateur  conftant ,  il  vient 

S.  /*    ?  ^  d  î  =3  -^ -=^  î-^  Multipliant 

TomeiK  A4* 
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cette  quantité  par  —  ,  Ton  a  "Tr'?^""  s  /*  ?* 

(ubfUtuant  la  valeur  de  7. 

Il  y  a  des  difFérentielle!i  qui  ne  paroifTent 
pas  fe  trouver  dans  le  cas  dont  on  vient  de 
parler  ,  &  qui  peuvent  néanmoins  y  être  ra- 
menées en  changeant  Texpofant  de  la  variable 
fous  le  fîgne  de  pofitif  en  négatif,  ou  de  né- 
gatif en  pofitif.    Par   exemple  ,  la   différentielle 

ix.  (b^^xx)      ^^=x''.dx.(b  +  x^)     » 
devient  en  divifant  par  x^  dans  le  binôme ,  & 
multipliant  hors  du  binôme  par  la  quantité  ;r^ 

élevée  à  l'expofant  -—  du  figne  (voyez  le  calcul 

des  radicaux  dans  la  première  partie  de  cet  ou- 

vrage.)  devient  ^  dis-je ,  x*^^  àx  .{i-K \ 

»E=x""*  •  Jjr.  (  I  H- fcjr""*  )      *.    Maintenant 

en  augmentant  —  3  d*une  unité  ,  Ton  a  —  J  -^- 1 
c=  —  2.  Mais  en  divifant  —  2  par  —  2  le  quo- 
tient I  eO  un  nombre  entier  pofitif  ;  donc  la 
différentielle  propofée  eft  intégraole. 

Si  X  afifeâoit  les  deux  termes  du  binôme  ; 
il  feroit  facile  de  rendre  un  de  ces  termes  entiè- 
rement confiant.  Par  exemple ,  fi  Ton  avoit  x^  àxy, 


{bx -4-  gx  ^  )  ,  je    diviferoîs  les  deux  termes 
^u  binoBie  par  x,  ic  je  multiplierois  la  quan- 
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tité  hors .  du  figne  par  le  quarçé  de  x ,  parce 
que  X ,  fous  le  figne  2  ,  eft  égale  à  j:*  ,  &  fau- 

rois  xK  dx.(  b  -+-  g  x'-y  qui  eft  intégrable  , 


puiique ==  3. 

^  .      .  .    < 

Kemarque.   Lorfqu'une  difierentielle  eft 

.a&âée  d'un    multiplicateur  .ou  d'un  divifeur 

confiant  »  on  peut  en  intégrantnégUger  le  muir 

tiplicateur  ou  le  divifeur ,  pourvu  qu'on  le  re« 

mette  enfuite  dans  l'intégrale. 

La  différentielle  5.  {aix — xdx).  (  2ax — x^  )  * 
eft  intégrable  par  la  règle  fondamehtale ,  parce 
•  que  la  quantité  hors  du  figne  eft  la  différen- 
tielle de  la  quantité  fous  le  figne  ,  en  multî- 
'pliant .  cette  différentielle  par  f;  donc  en  aug- 
'  mentant  d'une  unité  lexpofent  7 ,  &  divifant 

par  ^  H-  i  =:  {,.&  par2^id;c  —  Q,xi  x. 

(  différentielle  de  la  quantité  fous  le  figne  )  ^  l'on 


aura  l'intégrale  cherchée  =à=  (  2.ax  —  xx^  *' 
En  général ,  quelque  foit  le  polinome  fous  le 
figne  ,  on  poui'ra  toujours-  intégra  par  la  re^le 

*  fondamentale  ^  toutes  les  fois  que  U  quantité 
hors  du  figne  fera.  la  différentielle  de  la  quan- 

*tité  fous  le  figne  9  quand  même  cette  différen- 
tielle feroit  multipliée  ou  divifée  par  une  quan- 
tité confiante:  (}e^  principes  fiippofés  ,  appli-* 
quons  le  Calcul  Intégral  à  la  Géométrie.  -Nous 
commencerons  par  les  Sur&ces. 

2.  Problème.   Trowtr  la,  différenu  des 

furfaces  des  courbes  ^  en  fuppofant  les  ordonnées 

perpendicutétirès  aux  abcijfes.  *  'Sok  '  A  P  :=  x. 

PM=r;f.,(Fig.l"^),P/>  =  MR=i*, 

m  K  =s  dyyïe  iteâangle  P  p  A|  R^eft  ^^xsy  dx. 


■■■ 


&  le  triangle  M  m  R  =r  ^  (i  x.  i^  ;  donc  le 

tropeze Pp  t/im^=ry  dx-h-j.  d  x.  dy=ydx: 

Car  f  dx.iy,  infiaiment  p^tit  du  fécond  or* 
dre,  difparoit  devant  y  d  x  infinimeiit  p^tif: 
jàvL  premier  ;  .or  le  trppe^e  P M  m ^  eft  lelé- 
ment  de  la  furtace  A  m  pi  donc  S.  y  d  x  eft 
^1  à  cettç  /urface.  li  pe  s*agii  donc  que  d'in- 
tégrer f  élément  y  dx.;  ppur  cela  on  fobfti- 
tuera  dans  cette  forapule  la  valeur  de  y  exprimée 
T>ar  une  fonâion  de  x  ^  prife  de  l'équation  de 
la  courbe  ,  cq^ih?  on  va  4e  voir  dws  ie$  exem- 
fies  fuivaiis. 

Si  A  Mm  jefï  une  ligne c)rojite ,  T^ axtf^  f élé- 
iKOt  d^  r^^  d  un  .triangle. 

:;A  B  C  (  Fig.  ^.  ).  Soir  À  D  ==  a  )a  liautei^ 

4lii  triangle  ^  fe  b^fe  JB.C  ,= b ,  Fubciffe  AP==^r» 

jf ordonnée  M  ^  parallèle  à  1^  bafe  .=  y  l  ^ 

Aippoiant  une  autre  ordonnée  Nn  infiniment 

*  proche  l'élémci^t  de  JTalre  fera  ==  y  i  x  =?= 

tin  il  M  N.  en  ^ifiwit  P p  ^=?À  x  9X9$  .tmngtçs 

j^blable^  A  9  C  »  A  M  fit  «yftnt  teut?  han* 

tèucs  projiortiomielles  à  leurs  rb^fes  «  Tob  a  À  D 

S=3stf;BC==fc::AP=*:Mm?=y==- — 1 


a 


'       h  X  d  X  h  x^ 

-idqoc  7  i  *  =?==  — ' — r  9i  S*  yd^ 


'Si  AP  devient  =  AD  ,  Ton  aura  x  =  a^ 
•  èc  Faire  du  triangle  ===  ■    -  ■    » — a  ;  c'eft- 

.  jà^dire  faire  ji'uo  triangle  eft  4gal  »  produit  de 
.  ià  moitié  d^  {k^  bafe  p^.fa  bautQujr  ^  ce  qui  ^'^c* 
n  car^ie  avccoa  faV  .a  àk  dsw  Ja.Qdpmétofi. 
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■  4*  Problème.  Trouver  la  furface  £une  Pa~ 
rabfiU  ordinairt  A  f^.  (  Fig.  i*".  )  Pw  la  na^ 

tureaeIacourbe,Jooa;'*=jP*4^=s=p»*»  * 

il    t    j 

idonc  §.  jr  «(  *  =?=  S.  p*xMx^=:=illl 

?l!*il£.=i,  ^  X  ,  tfeft-à-dire  que  raiw 

d'une  demie  Parabole  A  M  P  eft  égale  aux  deux 
tiers  diii  produit  de  Tordonnée  ,8c  de  Tabcinè.    . 
CoAOUAiB£.  Donc  Tefpace  «xt^rieur  B AM 

l».  \pROB;fEM£«  Trouver  Pefpacjs  a*  g  MP , 
xotnpris  entre  deux  àrdonnées  parâhêUfuit^.  Soit 
A  i.  ==  a,  ,ag  i=±=i  b  ^  aV  *='  *  ,  l*élé|neot 

îfa 

*on  aura  y  *  ==^  (  a-H^r)  , 


de  cet  efpace  Tera  =  y  à  x  ^  mais  i  caufe 
dêAP==a4-x,I*< 


»  I 


U  ff^le  fonjlanientale  O)  )  ==r  f.|p  *  (^-rf-i*^)  x 
•<  4nHJr  ),Uoui  avons  dit,  dans  Jfi  fe^on  p|:p- 
xédeaie  »  qu'il  £^p|t  ajoûtçir  ^e  conf^ntf  à 
.  FintégialerSi  oous  fijfim  fmP  99^4^9!?  "^^^  ^  , 


l^on    aura    }  fi'  (a-^ x  )Har^x)-f^Ç(6) 
pQW  riat^fsrit^  c^mpl^tte^  ^ouir  .^ét|i(fimaer  Ja 

rép^ài  4^iM*ifô.==Q,,«e4fWiW^ç^^i«tégi;^e 
Bdçvientsfp"^  4^-+-CqùIdoltétre==ô; 


«ta 
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M» 


I 


donc  }p  *  a  '-4-Ci=o ,  ouC5=rO  —  fp  *  «  *  ; 


donc  1  aire  cherchée  eft  ==  jp  ^   (a  -f-  *  )  * 

i     i  1  l 

—  ]p^  a^.  En  effet  j  p  *.  (  a  -fi.  x)^  exprimé 

r^ire  entier^  A  P'M  9  tandis  qu'on  demande  cette 

aire  .moins  Taire  Aga  ;  or  Taîire  agX=s^  p*  a*== 
II 

jp^  A^  a  =  j  t.  ^.^pulfq^u'^n  fàîlant  tf  A  ==jr, 

X  1^  II 

Ton  auroit  a  g  ==  b  ==  p  *  jc  *  ===p *  a». 

En  général  pour  trouver  la  confiante  C  qu'on 
doit  ajouter  à  l'intégrale ,  on  fera  x  =  o  ;  fi 
valors  par  la  nature  de  la  queflion  l'Intégrale  doit 
^étre  =5  o ,  &  qu'elle  foit'efFedivement  =  o  , 
l'on  aura  C  =  o  ;  ainfî  dans  le  troiOeme  Pro- 
blème l'aire  parabolique  a  été  trouvé  =^y  ^% 
qui  en  fai(ant  x=iO ,  devient=o  ;  donc  C  =o. 

Si  l'intégrale  doit  être  =B.  Ibrfque  x  =0 ,  la 
.  confiante  qu'pn  doit  ajouter  ,  doit,  rendre  cette 
intégrale  =  JB  ;  c'efl-  à-dîré  que  fî  Fintégrale  eft 
S  -H  D ,  l'on  doit  avoir  B-f-D  -4-0  =  B,  ou 
D-l-C = p,  ou  C  ==—  p.  Si  Ton  avoit  B-^D 
'  pour  intégrale ,  l'on  auroit^  —  D  -t-*  C-=:B , 
ou —  P-+-^C==  ô,  ou  Ç=t=-HD  ;  donc  la 

•  conjlante  C  qu^on  doit  ajoâter ,  e/?  égale  à  la  dif* 
fértnct  de  Vintégrale  que  î^én  a' dans  la  fuppofi- 

'  tion  de  X  ===  d  y' avec  celle  qu^oW.  doit  savoir  dams 
cette  mtmefvtppofitioH'y  en  prenark  cette  diffefenjce 

•  Avec  unfi^neç(^mwe.,  ..,..,  •.. . , . . 
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Dans  Texcmple  ci-defTus ,  lorfque  x  ==  o  , 
Ton  doit  avoir  fintégrale  B  =  o  ,  tandis  que 

i         i  .  i         î  V 

Ton  a  \p^a^  i  donc  C := — j p^  a^. 

Si  dans  la  fuppofition  de  x  =s  b ,  l'intégrale 

devoit  être  =B  ,  &  qu'eUe  fût  =B±D  , 

ronauroit  B±D-+-C  =  B,  ouC  =  q:D; 

Ainfi  la  confiante  C  fe  trouve  aufli  en  prenan^ 
avec  un  figne  contraire  la  différence  de  finté- 
grale que  Ton  a  en  fuppofant  x  ==  b  atec  celle 
que  Ton  doit  avoir  cmns  la  même  iiippofition  ; 
lorfque  C  devra  être  =  o  ^  on  n'en  fera  pas 
mention, 

6.  Problème.  Quarnr  *  toutes  les  courbes  dont 

* 

Téquation  e/î  y  a  "  "  *  ==  x  " ,  Cr  qui  peut  rer- 

préfenter  Us  paraboles  &*  les  hyperboles  de  tous 
les  genres  ,    entre   leurs  aJfymptoteL   L'on  a  y 

*"*  *" 

^=5  — -- — : , .S*  y  d  jc  ==  .S.  ■  ^  ■, —  m   d  X  == 


-JC**" 


: ^  ^  dofic8*il  s'agît  des-  parabole j ,  & 


(m  --H- 1)  a' 

queTefpace commence  àTorigine des  x,  énfaîi- 


j^m-^i 


iSainit  x=ï=o,ron  a  ■;     ■  "==^0,  ce  qtiî 

(m  -4-  I  )a"-' 

doîrétre;  dans  ce  cas  la  confiante  *C  eft=o. 
Si  m  eft  négatif,  ce  qui  arrive  dans  les  hyper- 


•  *  Quarrer  &'trouvfcr  la  fuiface  font  ici  'dey  termes 
fynonymes* 
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boles  de  tout  les  genres  ^  5  I^oh  a 


=  ? :-^L- SiAV^x=^ô 

(  K^.  4*  ) ,  en  fuppofant  ni<Cty  Pâite  fêta  =î=e 0. 
Si  Taire  commence  au  point  P ,  auquel  on  fu|^ 
pofe  X  =^  F=^^  Taire  P  M  S  R  doit  s  evanooif^ 

lorfque 4r=  i  ;  donc  alors  — — — — .  -f-  C 

es=o,  ou  Css=3 >  &  faire  eft 

alors  === — 


I  — m  t  — m 

On  peut  remarquer  que  dans  cettjç  hyper* 
bole  ,  Tefpace  infiniment  long  À  B  F  M  P .  htu^ 
du  côté  de  TaflRrmptote  A  B  eft  fini ,  &  Tefpacê 
fitué  du  côté  de  R  eft  infini.  Car  eh  fuppofant 

x=:b^ cetefpace efta=a   *    '■  *^î    (  en  âî- 

c 

fent  1  — -ins=s c)  Quantité  finie 5  mais  en (up- 

poiant  X  =d  00 ,  cet  efpace  eft  aoc^J — — 

rela  vient  de  ce  que  ta  courbe  Vdpproche  plils 


*  Car  alors  on  ajr.  a         «»  «      ,  ou    — ^^ 

^I  »  »•+- 1 

==jj;;-oujr.-   «  e=||  équation  qui  peut  repré- 

senter toutes  les  hyperboles  entre  leurs  aflymptot'cà' 


CXliCUI.    iNTlSrG^KilE.  if 


rapidement  de  Tâflymptote  A  fi  que  de  laflymp* 
tote  A  R  :  pour  te  faire  çoncevotir ,  fupdfôiâ 

«==  I  &m=s  — -  -j-,  in  +  I  fera=  j.  fie 
Téquation  fera  y .  i  =  x   *=3     {  ==  ~  ; 

donc  lei  ordonnées  P  M  ==  A  D  fôrit  en  faifod 

mverfe  d^  racines  cubes  dés  jt  ^  ou  de  V£ 

donc  les  D  M  ==  A  P  qui  désignent  les 
ordonnées  par  rapport  à  lailyniptote  AJS, 
{ont  eii  raifon  inverie  des  cube^  des  abcifles 
A  D  =  y^  Au  contraire  5*il  s-agit  de  Taf- 

fymptoté  A  R  ,   Ton  a  P  M  ===  >  — =^  \    L 

la  courbe  ^àpf^rbcHef  dohc  plus  rapideinént  d'ùdâ 
deis  aflymptbtés  qui^  <fe  Paafre  y  tk  cela  arrivé 
àUflfi  dans  toutes  les  hy pérBol^s^,  e^^ëptiî  fh/f^â^ 
èolé  ordinaire* 

Si  7?i  >  i  ;  on  pourra  cjqWitte*  iWf  ^ti^ 
en  ajoutant  une  confiante  de  cette  manière  ; 


û-^^ 


C 7 j>     ^,,  •  Si  cette  intégrale  doit 


i*évanoiiîr  en  fàifaht  x  =±=  o ,  1  on  aura  C  =1^:2 

■  1 —  ==  00.     Cela  arrive  aînfi 

(m  —  !)•©*-' 


ppfera  une  abciflè  APC  petite  que 
dra  ==  fr  ;  &  c*eft.  de  Tordionnée  correfpon^ 
dante  P  M  •  ^u'il  faut  commencer  à  compter 
Tefpace  P  M  S  R  ;  dans  ce  cas  cet  efpace  fera 
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=  o ,  lorfque  x  =  fc  ;  donc  C — ,^;__j.  j,^-. 


•-^'  .« 


►  -  • 


Si  X  c=  00,  le  dernier  terme  difparoit  ,  & 
Ton  a  l'efpace  infiniment  long   PMSR  ==3 

—    ,  ^,^     ;  &  parce  que  en  prenant  le$ 

abciflès  fur  une  des  aflymptotes  ,  Ton  a  dans 
toutes  les  hyperboles  ,  excepté  les  vulgaires  ; 
m  <1  I  j  &  en  les  prenant  fur  l'autre  ,  Ion  a 
m  ^  1 9  un  des  efpaces  aflymptotiques  fera  fini 
&  Pautre  infini ,  comme  on  Ta  déjà  dit. 

7.  Problème.  Quarrer  l^hjperbole  équila^ 
tere  entre  fes  ajjymptotes.  Quoiqu'on  ait  déjà 
féfolu  ce  problème  ,  en  réfolvant  le  précédent, 
nous  croyons  devoir  le  réfoudre  dune  autre 
manière  ;  foit  y  x  ==  a  a  Téquation  de  la 
courbe  5  Ton  aura  3  en  faifant  a  =  I  ,y  x  ==1» 

I  d  X 

y  = ,  S.y  d  x=S. =  L.  x  ,  & 

X  .  X     .  ' 

* 

ajoutant  une  confiante  ,*  Ton  a  L.  x  -+-  Ç.-  pour 
Taire  B  A  R  S  F  qui  doit  être  =  o ,  lorfque., 
x=  o ,  donc  C H-L  •  0=0,  ou  C=  — L*o  ; 

donc  Taire  cherchée  ==rL  •  x — L  •  0==  L  •  — 

o 

(  car  par  la  nature  des  logarithmes  ,  le  loga- 
rithme du  quotient  eft  égal  au  logarithme  du  di- 
vidende moins  celui  du  divifeur  )  ;  ainfi  en  fai« 
fantx  =  i=:AP,  Tefpace  APMFB  fera 
infini ,  en  confidérant  o  comme  une  quantité 

infinimen£ 


iMta 
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infiniment  petite  &  Yuppofaot  b  finie  quoique  ex*- 
trexxiement  petite. 

On  peut  voir  par-là  que  les  logarithmes  hyper- 
boliques tirent  leur  origine  d  une  hyperbole  équi- 
latere  dans  laquelle  la  piuflance  a  a  feroit'^=^  i. 

8.  Problème.  Trouver  Paire  P  M R  S  com- 
prife  entre  deux  ordonnées  ajfymptotiquts  P  M ,  R  S. 
SoitAP=i,PR  =  x,RS==j  ,  par  la  na- 
ture de  rhyperbole  équilatere ,  en  faifant  aa  =  i  » 
Ton  a  y  X  i  b  -f-  x  )  ==  a  *   ==:  i  »  y  =» 


,  S.ydji=S*    ^  y       :;=i=s    a  a  . 


b^x'  ^'^ b^x 

la  .(b  — f-a:  )  =  L .  (  i  H-  X  )  -4-  C  ,  en  ajou- 
tant une  confiante  ,  &  parce  que  en  faifant 
X  =  o  ^  Taire  cherchée  doit  être  ==  o  ,  Ton 
a  L .  fc  -»-  C  ■=  o ,  C  =  —  L  .  fr  ;  donc 
Taire  cherchée  eft  =  h.  (  b  h-  x  )  —  L  •  i  • 
Si  X = b  y  Ton  aura  Taire  cherchée  =^=  L".  a  b  — - 

2  b 
L.  t  =  L    ,-   ==  L.  a.  Si  X  =  3^5  Ton 

a  L  .  (  t  H-  X  )  3=  L  .  4  b  —  log.  b  ,  & 

Taire  P  M  R  S  ==?  L .  -^ ,  &  en  fuppofant  fuc- 

ceflivement  x  =^  b  ^  j  ^f7^>  &c. ,  ou  les  ab- 
ciilès  AP=  *5AR  =^2A,Ar=45, 
A  î  =-  8  b  ,  &c.  En  progreffion  géométrique , 
les  aires  P  M  S  R  ,  V  U  f  r  ,  &c,  ou 
h  •  2  y   L.4,L.8y    &c.  feront  en  pro- 

greflîon  arithmétique  *.  Et  (i  Ton  fait  b  ==  x   ^ 


*  Par  la  nature  des  logarithmes,  les  quanâtés  en 
progrelfion  géométrique»  ont  leurs  logarithmes  en  pro* 
greflion  arithmétique;  .  ^ 

Tome  IV.  B 
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fon  aura  la  progreflîon  L.i,X.4,L«8,  &e* 
c==  o^L^a,  L.49  L.8,  &c,  ;  car  L  •  I  ==  o  S 

c*cft-à-dire  que  le  logarithme  de  A  P  eft  =»  o  ^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même  ,  que  les  loga- 
rithmes hyperboliques  commencent  au  point  P  p 
auquel  X  ==--  o.  • 

Selon  ce  qu'on  a  dit  dans  la  première  partie 
de  cet  ouvrage ,  le  feâeur  A  M  S  eft  égal  à 
Taire  P  M  R  S  ;  dono  on  peut  prendre  les  feâeurs 
M  A  S ,  M  A/^  &c.  pour  les  aires  correfpondantes 
ou  pour  les  logarithmes  des  abcifTes  A  R  9  A  r, 
&c.  De  plus  ,  4eion  ce  qu'on  a  dit  dans  la 
première  partie  de  cet  ouvrage,  (  voyez  les  pro- 
gredions 'géométriques)  (i pluueurs quantités  AP, 
A  R,  &c.  oui,2,4,  8,  &c.  font  en  progreflîon 
géortiétrique ;  leurs  diiOFerences  PR,Rr,  r t^  &c; 
formeront  une  progreflîon  géométrique   -^    1  : 

2:4:8,  &c.  &  les  différences  P  M  R  S  , 
R  S  /'  r ,  &c.  des  aires ,  ou  les  aires  correfpon- 
dantes feront  égales  ;  car  L  2  —  O  t=  L  2  =3 

L4  ^ —  L2  = — ^==La  ,  L  8  — i-  L4==» 

o 

L  —  ==  L  2 ,  &c.  ;  donc  auflî  les  feâeursxorref- 

pondans  MA  S ,  S  A  /,  &c,  feront  égaux  entr'eux  ; 
mais  Taire  P  M  R  S  eft  finie  ;  donc  puifqu  on  peut 
prendre  une  infinité  de  lignes  P  R ,  R  r  »  &c*  en 
progreflîon  géométrique  ,  il  pourra  y  avoir  une  in- 
finité d'aires  finies  auymptotiques  ;  donc  Taire  esb- 
tîere  P  M  u  m  à  f  infini  (era  infinie. 

A  d  d  X 
Remarque,  On  peut  intégrer  p 


44  •  (ft -+•*?)    dd^r^enréfolvant  (fc-i-^) 
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«n  uûe  férîe  par  la   formule  de  Nemoo ,  <n 
&ifimt  m  att  —  1  ,  &  rod  aura    -ll£iL 

*  il 

— p — ,  bict  dont  rintégrale  «=.  Jilî  ^ 


ai*   ^^  3*^ 


La  folutiôn  du  Problème  précédent  peat  Servir 
à  faire  trouver  une  logarithmique  dont  la  fous* 
tangente  féît  égale  i  une  ligne  donnée  b. 

S.  PROBLEME.  Décrire  ht  logarithmique 
dont  la  fous-tangente  =  k  (  Fig.  7.  )  Je  cher- 
che Faire  P M R S ,  en  fuppofant  x=  b  =1 
(F^.4.;,  ou  je  cherche  le  logarithme  hyperbo- 
Kqiwe  de  2  ,  par  la  méthode  du  N"*.  24,  de  la 
feâioii  précédente*  Je  multiplie  cette  aire  qu^on 
peut  du  moins  avoir  auffi  approchée  que  Ton  veut 
par^^ui^  &  je  divife  le  produit  par  b.  De  forte 

que  C  cetteaire  eft  t=  c  ,  Ion  aura  ^^  ==  S- 

F         T  ^ 

en  fallknt  a  ^=  i .  M^ntenan t  îe  faî^  A  P  (  Fig.  ^  ) , 
s=  * ,  &  ayant    tiré  une   ligne  indéfinie  A  R 
(Fig.  y.)  5  for  cette  1^,  féleve  perpendiculai- 
rement A  M  =r  i.  Je  prends  les  abciflès  A  R . 
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Rr=AR  =  ~,  &c.  *  ou  Ar  ==^,&c.fc 

les  ordonnées  A  M  =  i  ,  R  S  ==  2b ,  r  f=^ 

^b  ,  &c.  en  jprogreflîon  géométrique  ou  égales 
aux  abcifles  A  r^  A  R ,  &c.  (Fig.4.  ).  Cela  pofé  ,  il 
eft  vifible  que  les  abcifles  A  R ,  A  r ,  (  Fig.  y.  ) 
font  les  logarithmes  des  ordonnées  correipon- 
dantes  ,  &  que  le  logarithme  de  l'ordonnée  A  M 
=  b  eft  ==  o ,  parce  que  Torigine  des  x  eft 
au  point  A.  D'autre  côté  ,  les  logarithmes 
des  ordonnées  a  m  plus  petites  que  b  ,  qu'on 
peut  rupporef  =  I  ,  (  car  Tunité  eft  arbitraire  ) 
font  négatifs;  c'eft-.à-dire  que  les  logarithmes 
X  =  A  a  ,  (  Fig.  5*.  )  pris  à  la  gauche  de 
A  M ,  font  négatifs.  •  De  plus  ,  en  fuppofant 
la  fous  -  tangente  ==  b  ,  Ton  a  ,  félon  ce  qu'on 
a  vu   fedion    précédente    (  22  )  ,    l'intégrale 

gy  d  y 

S.  -^—  égale   au  logarithme  de  y  ,    divifé  par 

la  fous  -  tangente  de  la  logarithmique  -  danis ,  la- 
quelle on  prend  ce  logarithme.  En  faifant  ce  lo- 

garithme  =  x  ,  Ton  aura  -7-  ==  S.  — =^  ,  ou 
jB  a==iS.-^  ;  ipais  (Fig, y.  )  R  S  ==  A  R  (  dans  la 


*  En  exprimant  l'aire  c  par  un  noinbre ,  on  con- 

*    ■  c 

cevra  facilement    comment  Tai  peut  ;  avoir  «v- •»    .-, 


Se  mime  ^^h. 
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donc  les  or  (  Fig.  J«  }  foDt  égaux  aux  produits 

de  ft  par  les  aires  hyperboliques  c  =  S.  ,  ' 

(en  fuppofant  a  =  i  ) multipliées  par  b  ;  donc  les 

►r~  font  égales  â  ces  aiç^s  ,  ou  font  les  loga- 

rithroes  S.  -^  des  ordonnéescorrefpondantes;.dQnc 

parce  qu'on  a  dit  cî-deflus  (fèdîon  précédente  :^2.  ) 
b  eft  la  fous-tangente  de  la  logarithmique  dont  on 
vient  de  parler.  '   . 

iû«   Problème.   QucimT  la  logarithmique 
de  la  Figure  (  S  )•   La  fous-tangente  de  la  loga- 

N  A  X      ' 

rîthmîque  étant  confiante.  Ton  a-^^ =  6; 

a  y 

éi^ncyix=:bdyy  Sy  ix  =  hSiy^==^h  y  i 
donc  en  (aifant  P  N  ==  y  ,  refpace  infiniment 
long  P  N  m  a  fera  égal  au  reâangle  de  P  N  par  la 
fous-tangente  h.  Par  la  même  raifon  ,  en  fuppo- 
fant R  S  =  î  9  Tefpace  infiniment  long  S  m  R  /î 
fera  ==  ^  •  ?  ;  donc  lefpace  S  R  P  N  =r  ^ jy  -— .  b  i 
=  b  ^  {y  — —  î  )  ;  c  eft-à-dire  1  efpace  logarith- 
mique compris  entre,  deux  ordonnées ,  eft  égal  au 
produit  de  la  fous-tangente  par  la  diffib-ence  des  or- 
données. 
II.  Problème.  Qvtarrtr  la  courbe  dont  T équation 

tfiy^i=  a-i^bx  -4-  C  Jp*-f-/ jr  K  L*on  aura  S.y  d  se 

aB=S.  (  ad  x^^bxdx'-i-Cx^dx^fx^d  x) 


bx^      .    Cx^    .     fx^ 


^36 

B3 


«•Mi 
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12*   Problème.  Quamr  la  courbe  de  £V« 

quation y  ==^ a '-{■-  fr**-+-c  **-4-D  jr^,m,ii,/; 

étant  des  nombres  pofittfs.  L*on  nuraS.yd  x  z=sat 

S.Cadx'^bx''  dx  -+*  cx'^d  x -^Dx^dx) 

bx'^^'        cx-^'         Dx^-^* 


m  -4-  I         n  •+- 1  /h-  I* 

13.  Problème.  Quarrer  la  traârice.  Si ron 
conçoit  que  rextrémité  *  T  d  un  fil ,  fe  meut  le 
long  d'une  ligne  infinie  B  T ,  (  Fig.  6.  )  tandis 
que  fon  extréniité  M  traîne  un  coq>s  M  ,  -  ce 
corps  décrira  fur  un  plan  horifontal  la  courbe  A  M 
qu  on  appelle  traârice.  Pour  cette  raifon  cette 
courbe  aura  deux  branches  ,  car  le  point  T  peut 
tt  mouvoir  également  de  B  vers  T,  ou  de  B  vers  D* 
De  plus ,  le  fil  M  T  que  je  fiippofe  ^^^=  a ,  lèra  par- 
tout une  tangente  de  la  courbe  »  ainfî  la  tangente 
de  cette  courbe  eft  confiante  &  r-r=:  a  ,  comme 
on  Ta  dit  dans  la  (èâion  précédente  (  54  )•  B 
gSl  vifible  quç  la  plus  grande  ordonnée  A  B 
cft  ==  M  T  --=  a.  Qu  on  mené  les  lignes  infî- 
niment  proches  L  P  »  N  /^  ,  perpendiculaires  à 
la  ligne  D  T  ,  &  faifons  B  P  =  F  M  ==» 
-y  ^  L  M  ==  A  F  =  X  »  &  fuppofant  ti- 
rées  les   lignes   que   représente  la   figure  p   Ton 

aura  R  m  «=*  i  jf ,  M  R  s=r=  i  x ,  P  M  =3s  a  — • 

x,MT — PM=PT,  =atf  —  {a — x)^ 
=  a  4  X  — -  X  X ,  ou  P  T  =5  V  {  2  tf  X  —  X  X  )  ; 

4nals  à  cauie  des  triangles  femblables  P  M  T  » 
MR  m^)LQQi?idxidyiia'-^xi  V^Caa  --r  xx)  5 
ou  dy  •  (a — ^  x)  =?=4x.  \/(2  a  x  '- — xx  )• 
Si  du  cefUre  É  avec  te  rayon  a  Ton  décrit  uo 
quart  de  cercle  A  D  ,   lelément  F  /  «  «  de 
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ce  quart  de  cercle  ,  fera  =s  f  F  .  f  u 
dx\f{2.a  X — XX  ) , *  tandis  que  rélément  P  /?  R  m 
de  la  traârice  eft  égal  idy/Ça  —  x  )  ;  donc  en 
faiiknt  x  =  a  y  lefpace  infiniment  long  B  T  m  A  , 
compris  entre  la  traârice  &  fon  ailymptQte  B  T  eft 
égal  à  un  quart  de  cercle  dont  le  rayon  eft 
égal  i  la  tangente  de  la  traârice. 

CCROLLAiEE.SiPonfaitP  M=5=^ ,  B  P=?=;rt 


—    .% 


ron  auraMT  — PM  =  PT=?=tf  « — y^,^ 
Vi:=^\/(aa—yy),Hm=iy/(ix^^dy^) 
•  mais  2  caufê  des  triangles  femblàbles  M  m  R  , 
MPT,ionaMPO):PT=^V(^tf — yy) 

^  ^  y 

qui  eft  l'équation  de  la  courbe  telle  qu'on  Ta  doti« 
iiée  dans  là  fedion  précédente  (  34^) 

14.  Prdb^emç.  Qjiarrerle  cerclé.  Sôit  ADC 
un  ^uart  de  cercle  ^  (Tig.  ^.  )  dont  le  diamètre 
===  a ,  l'abcifle  AP  =—ax ,  &r  Tordonnée  P  M  =;y. 

P^r  la  nature  du  cercle ,  Ton  a  y  ===  Vl;  4  x  —  *  ar), 
S.  y  d  X  s=t=  S.dx.\^(ax  —  x  x}  ===  S.  d  x. 

i/y .  \^(a-rrx).  Réfolvaqt  \/^(a  — ;r>?=p  (a  — xy 

*  cs^-  rordonnée  de  cq  cj^uart  de  cercle  eft  -.^(x(u:-\«x). 
.  ff  dy  ai  le  figne  •-  pîairc»  y  diminue  tprfiiii*  x  ai^g* 
mente.  Si  Ton  fait  In'ouVoir  le  point  T  vers  la  gauche 
en  allant  de  B  vers  D  »•  on  décrira  une  autre  branche 
égale  &  femblable  à  la  première.  Si ,.  f^atce  que  P  T  eft 
fiêy^c  ilaga^ch/?  flçTiW  i  00  trQi^oit  pr^i)dje  |e  ra^cal 
avec  Iefigi)c  - >  le  &cond  membre  de  réquation s^oit 


tfaaa 
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en  une  férié  par  le  binôme  de  Newton  ,  &  mul- 
tipliant  tous  les  termes  de  la  fcrie  par  *  >:  dx  ^ 
Tonemadx.yCax  —  xx)=:ial  x^dx—^ 


I  5 


»  dx  X  * 


^r 


8cç.  dont  riatégrale 


«  1  i 

^a»  Ar>— ^ r-— F"  "^ T 

i  ^  a'i        4. 7. a»  4.6.3^a> 

11 

_  JjJjJll^,  &c.Sironfait;c=^4i 

^.ô  •  8 . II tf * 

.  Ton  aura  le  quart  de  cercle  A  D  C ,  dont  le  qua^ 
druple  donnera  le  cercle  entier  ;  fi  le  diamètre  étoit 
a  a , Ton  auroit  Sy  dx  =:S.dx\/ (  2ax  — xx). 
Autre  manière.  Si  l'on  fait  le  rayon  ==  a , 
(c  que  Ton  compte  les  abci(re5  C  P  du  centre ,  Ton 
gura^  ^rrr-A/  (ou — xx)  &  S,jy  dx^:=^SJxV  (aa-. — xx) 
=  C  D  P  M  ;  réfolvant  en  férié  y  (a  a  —  xx). 
multipliant  paj:  d  x ,  &  mtégrant ,  il  vient  S.dx^ 

ri  •  4  •  6  . 7  a  * 

Si  Ton  fait  C  P=  C  At=e  « ,  Ton  aura  le  quart  de 

a  a    '       -   I  •  ^  *■ 

eercleCDA=^«<»—  -r-^ TITT'*^ 
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Autrement.  Soit  la  tangente  A  t  ^r^  x  ;  avant 
mené  les  fécantes  C  f ,  C  T  infiniment  procnes  , 
&  du  centre  C  décrit  Tare  t  s^  qu'on  pourra  regarder 
comme  une  ligne  droite  perpendiculaire  fur  CT» 

Ton  aura  r  T  3=  rf^  &  les  triangles  T  f  /,  CT  A  , 
ou  C  f  A  (  car  les  angles  C  T  A ,  C  t  A  peu- 
vent être  regardés  comme  égaux  )  feront  fembla* 
«.  blés  ,  aufii  bien  que  les  triangles  Ct  s  y  Cri  ; 
donc  en  faifant  À  C  =  a  ,  Ton  aura  C  t  s» 

yÇaa  '^xx):CA^==sa::Tt=s:dx  :ts=s: 

û  "d  X         ^    ' 

Ton  aura  aufC  .C  ^  :  Ci:: 


^i^^aaaWMMH^M 


M  dàX 

tsi  r/,ouy  (a  *  -H.**)  ;  a  :  : 


\/  {aa-+^xx) 

^^    àX  %     J  ^  .  N-I 

y>  i  — <  ==r  a^  dx .  (aa -+- xxj   % 

a  tf  -+-  x  X 


C  r  a 

Multipliant  cette  quantité  par  —  ==  —  ,  Ton 


a  2 


dx^ 
aura  le  fiçâeur  élémentaire  C  ir  5= a^  X 


(  j  tf -+- jr  jf  )"" '.  Réfolvant  en  férié  C  ^  tf -+- or  :r  )  "■  V 

multipliant  toua^les  termes  par —  a  ' ,  on  trouve  le 


ièâeur  C  A  r  =s  S.^ 


a^dx  •       ax 


a  (tf/ï-i-  XX) 


—  ^ —  H —  — ^ — ' — :-  9  &c.  Si  1  on 

fait  AT  c=,'â  }  c*eft-à-dîie  ,  fi  Tare  Ar  eff 


N 


Mm 
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de  4j^.  *  f  Ton  aura  le  ftdeur  C  A  r  =  — r— 

6  lO  14  18  ^ 

pliant  tous  les  termes  p^  8  ,  Ton  aura  1  aire  du 
cercle  entier. 

IX»  Problème.  Quamrla  cicloïie.  (  Fig.  7).  Soît 
P  R  ssaey ,  Ton  aura  i  r^=ss  n  s  =s=i  iy,6c  &ifantle 
diamètre  D  C  du  cercle  générateur  x=s  «,  D  P  ssssx , 
Vkm  aura  P  M  s=»  Viax  — -  r  jr  ).  Mais  félon' 
ce  qu'on  a  dit  cî-deflus  ,  (  feâion  précédente 
I }  )  »  la  corde  D  M  eft  parallèle  à  la  tangente  T  n 
de  la  cicloïde  ;  donc  les  triangles  pMP^nii  *^ 
font  femblables  &  donnent  D  P  :  P  M  :  :  nr  =3 
ttp==:dx  :  ris==  9 X» ou  4r  :\/(ajr«— jr^r);: 

.  i  X  \/(a  x--^  X X       -,•  ,,  j 

dx  :  Ri  =3  i     ■      ■         '  ■  ■>  Si  Ion  mui* 

tiplie  n  s  par  L  n  =b  :r  ^  Ton  aura  Télément  L  n  sf 
de  Tefpace  extérieur  AFP  ==  dx  \/  (ax^^r^xx)  i 
or  cet  élément  eft  celui  d'un  demi-cercle  dont  le 
diamètre  =  a  ;  donc  Telpace  extérieur  A  F  D  eft 
^al  au  demi-cercle.  génœMur  ;  mais  Teipace  en- 
tier A  F  B  C  eft  égal  au  produit  de  A  C  par  DC, 
ou  de  la  demi-circonfêrence  du  cercle  générateur 
par  fon  diamètre ,  ou  eft  ==  a^b^  en  faifant  la  de-» 
mi-circonférencè  du  cercle  générateur  ==  b ,  tan- 
dis que  le  demi-çerçle  générateur  eft  =  '^ —  ^ 


^Mta 


*  ^a  tangente  de  ^f.  eft  égale  au  rajron ,  comme  on  Ta 
dit  dans  fa  Tti^ônomitpc* 

^*  On  peut' regarde;  ^^ç  ni  foq^me  le  prolepQ:men( 
delà  tangente  TU»' 
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donc  refpace cicloidal  A D C  =  j  .a  .b; c'eft- 
à*dire ,  la  demi  cicloïde  A  D  C  eft  triple  du  deiiii^ 
cercle  générateur  »  &  la  cicloïde  entière  eft  triple 
du  cercle  générateur  *^ 

!(?•  P  R  o  B  L  E  X  E.  Quomr  la  Ciffcïie.  (Fig.  8)* 
Par  lanature  de  çetite  courbe  en  (aifànt  le  diàmetro; 

du  cercle  générateur  =5  a  a  s  Ton  a  ^  ^  = 


— —  ,  en  fiippofant  a  4  ks»  i  ,  y 


I 


(i — xf  *  dx.  Élevant  x  •— y  à  la  poiflance  —  |  ; 

multipliant  enfuite  tous  les  termes  de  la  férié  ré; 

I 

•■Sw»  d.  X    X  ^ 

Alitante  par  x  *    ix.  Ton  aura  S. 


(i— *) 


Z 


■^■»^"^<^»'<^'**<    I  ■     im^wi^-^  Il  I     mil 


"*  Si  I  on  compte  les  ordonnées  Jepok  le  4iametie  du 
cercle  générateur ,  les  ordonnées  Px—  D  L  étant «^^^ 

fcnj» ijr>onautaLji«i»&4ifj^^  -i ^     ■       -^  , 

ou  d  x^-^ — ^, .   ?■  ■  ^?,  ,  en  ^I9uige4nt>  en  x  >  « 

en  ^  &  failaot  de  plus  le  diamètre  du  cercle  généra** 
^evj  m^a/u  Nous  ferons  ulage  dccctyc  iquaciçn  au  Nf 
1^4.  de  ta^câittn  troifieair« 
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Autrement,  Suppofons  AB  ===  ^ ,  AP=jr, 
P  M  ^='y ,  Ton  aura  y  *  = — ,  ou  ^  jr  * 

—  y^.x  ==  x',  7.ayiy^-^2.xy  à  y 

— -j  ^  dx^=^  x^dx  ,2  dy\  (4-^à?  ) — ^  d  X  ô=s 

^  X  X  d  X         ,  ^ 

'^^ ;  maïs  en  fuppofant  P  N  =  u  ,  l'on  a 

par  la  nature  de  la  courbe  PM  :  P  A  2  :  P  A  :  PN  = 

x^ 
u  =  — ,&fuppofahtdeplusPfi^=»tf  ■--•*===?; 

« 

on  aura 2  *\dy^^y  d  4; «=3  udx ^  ic2S.idy 

—  S.y  dx  =  ^  S,udx.  Maïs  wd  Ar=nP  N'.Pp, 
cft  Télément  du  demi  -  cercle  A  N  B ,  ^iy  ==* 
B  P.  (i^  =  B  p .  d;r  ==t=  m  R .  f  m,eft  lelément 
deTaire  AmBR,&^i;c=PM,Pp,  eft  1  élé- 
ment de  l'aire  A  M  D  B,  &  quand  S^^dy  exprime 
Paire  entière  A  B  R  m ,  comprife  entre  Taffimptote^ 
&  la  branche  Am,  S.ydx  exprime  auffi  cette 
airç,  &  alors  S.  f  dy=S.y  d  x  ;  donc  alors  2  S.  î  rf  jf 
^—  S.^  d  x=  ^S^udx^  devient  S.  j  dy  =r  3  S.ud  x.' 
Mais  S.  udx  exprime  le  demi- cercle  ANB; 
donc  l'efpace  entier  A  m  B  R  eft  triple  du  demi-» 
cercle  générateur ,  &  l'efpace  entier  S  A  m  R  F  eft 
triple  du  cercle  générateur, 

•  •   • 

17.  P  R  G  B  L  E  M  E,  Quarrer  U  courbe  exportent 
tieUe  dont  Véquation  eft  y  ^=s,  x  '.  Selon  ce  qu'on 
a  dit  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage,  (  cour- 
bes algébriques  47,  )  u  le  logarithme  hyperbolique 
d'un  nombre  eft  =  p ,  ce  nombre  fera=  i  -+-p 

P*  p'  P*  P^ 


2         2.i       2.3,4 «•i*!.;: 
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Le  logarithine hyperbolique  dex' étant  ==  xLx 
=  I-J  i  jefubftitue  xLx  a\x  lieu  de  p  dans  cette  fé- 
rié,  pour  avoir  i -^- x  L.  at --H -^^-^-^^   -H 


— ^— H  &c.  ==Ar'==j,  Sy  d  x=iSx'  dx 

' ^        — H  &c,  J).  On  prendra  les  intégrales  de 

chaque  terme ,  en  négligeant  les  divifeurs  de  ceux 
qui  en  ont  en  cette  manière» 

s 

S.x.l..x.Jx^^x'L.x^  -f-^V 

S.X  ^L.x^dx^-^.x^hx^^l^  x^Lm^ 

3  * 


;r 


9 


3' 

S.x*L,x dx^-j-x^  L.X  — ;-  . af  J L^  + 
3.4:.x^L.x       2.3.4^^  L.AT     2«3.4^* 

5/  r        "*'"T^ 
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La  loi  de  la  progreflion  eft  baie  à  concevoir  » 
&  Ton  peut  facilement  l'appliquer  aux  autres  ta:* 
mes.  Si  1  on  difierencie  une  de  ces  intégrales  ,  Ton 
trouvera   la  difiFérentielle  correfpondante   :   I^ 

exemple ^ en  différentiant  \x^L.  x ^x*; Ton 

aura  9  eti'fai&nt  varier  fucceflîvement  x  &  L«  x^ 

m    j    r       .  ,    ^dx        2xix         j      j 
îxaxL.x  +  -x*  — — ; — s=xlé.xdx^i^ 

\x  àx  —  \  X  dx  ^==  X  L.  X  dx  *  ,  &  ainfi  à^ 

autres*  En  fubftituant  les  valeurs  des  intégrales  ^  & 
ne  négligeant  pas  les  divifeurs  quont  les  termes 
avant  l'intégration  ^  l'on  aura  : 


•Cari»  .^4&iliî-4*(fi»  -^*rf*. 
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î» 

• 

• 
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Cette  formule  repréfente  Taire  cherchée*  Si  Ton 
fait  X  =^=  I ,  alors  L.  x=r=  o  ^  &  il  ne  refte  que  les 
termes  qui ,  dans  les  fériés  horifontales  ,  occupent 
le  premier  rang  ;  donc  Taire  de  la  courbe  comprife 
entre  deux  ordonnées  ^  dont  Tune  répond  à  x=  o  » 

te  Tautre  à  x  ==  i  ,  fera  =  i  —  — r-  -4-  — r 

f 

1  I  I  I  <^  r, 

^ — r  -+-  — —  — '  TT  H T  9  &c.  Cette  le- 

rie  eft  fî  convergente  que  le  dixième  terme • 


cft  feulement  =  ;-: ' 

io,ooo  >ooo>ooo 

i8.  R  E  M  A  R  Q  u.E.   L*on  peut  voir  par-là  qu« 

m-H  I  ^ 

— !!!——x---^(L.x)--^^'^'^'^—^^  X 

«•^'(L.  a:)*    '  -H ^  ^ u-i ii  X 

(m-+-  1  )  ^    ^ 

^m-^i  ^L^  ^)  «  -4  _j_  &c.La  férié  finit  au  terme 
auquel  Texpofant  de  L.  x  =  o  ;  car  les  termes  fui- 
vans  devant  être  multipliés  par  cet  expofant ,  fe- 
ront tous==  o.  Pour  fe  convaincre  que  c*eft-là 
Tintégrale  dejr"*L. :r"*  dx ^ Ton  n'a  qu à  la  com- 
parer avec  la  cinquième  ci-deffus  ^  en  faifant  m =4. 
Si m3=i,  Tintégrale  fera  =  7. ;if*  .  (L.x) — ^Ar% 

Tintégrale 
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d  X  1 

l'intégralcS.  — tt — r;:  eft  = L.  *'"••  Car 

en  diffiîren'tiant  cette  dernière  quantité  te  fuppofànt 

i 
L.x=r, Ton  aura x(i  —m) ?*•■•'<{{ 

ix 
«as  — .  Si  m  =s=s—  I ,  cette  mtégrale  fera  j  ÇLx)  *  ; 

X 

on  pourra  donc  employer  dans  ce  cas  cette  for- 
mule ,  au  lieu  de.  la  férié  précédente  dont  tous 
les  termes  deviennent  infinis  lorfque  m  h—  z 
c=  o.  Enfin  fi  m  eft  négative  ou  fractionnaire  ^ 
-Fon  n'aura  S.jr'*(L.  x)*(ix  que  par  une  férié  in- 
finie ,. excepté  le  cas' dans  lequel  m  ■=  —  i. 

19.  Problème.  Quarrer  rel/i;;/e«  Uéquatioa 
à  felliple  en  faifant  le  demi-grand  axe  =  a  ^  le 

demi-petit  axe  =as=:  i ,  fera  jr  *  ===  — (aa — icx)^ 

.  en  comptant  les  abfcifles  C  P  (  Fig.  ^.}  depub  le 
centre ,  &  faifant  P  M  ==  y  i  donc  Télement  de 

refpace  CDAQ^  eft  ==;r  d.x=i  — dxy/^ÇM-^xx), 

êc  s.  ydx==s — .  S.  d x  y(aa^-^xx).    Or 

S.  dx  \/(dd—  XX)  eft  égale  à  Faire  CFmP 
qui  appartient  au  quart  de  cercle  CFA,  dont 
le  rayon  ==  a  ;  dpnç  Taire  de  Tellipfe  eft  à  celle 
d'un  cercle  décrit  fur  fon  grand  axe  pris  pour  dia- 

mette  ,  comme  — -  S%d  x  \/(  aa^^x  x)iS.dx. 

\/(  aa^-^xx)  :  :  —  i  l  i:  b  i  a;  c^fl:-à-dîre  * 

comme  le  petit  demi-axe  eft  au  demi-grand  axe. 
r»m«  IK  C 
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•^< 


Si  Ton  compte  les  abfciflès  du  îbmmet  A ,  Taire 
AMP  fera=  7^  dxy(2  awij«^,  or  ar  )  ;  or  S,  ixl 


\/{ :i4Ji?-^*J«^)  <îft  ^galè  àli' demi  iêgmem  dr^ 
culaire  A  P  m  5  donc  en  intégrant  dx  \^(2  a  x-^^xxy. 
Ton  aura  par  les  fériés  ce  demi-fegment  circulaire 
qui  deviendra  égal  au  demi-cerde  en  fuppofant  dans 
Prntégrale  Jt  =r 2a y  Se  multipliant  cette*^ intégrale 

par  -^j  Ton  aura  Taire  d'une  d^mi-ellipfe  ;  or  on  peut 

intégrer  dx^ (2  a  x^^^-xx)  ==d  jr .  *  »  V^Ua-r-*)  , 

en  réduifant  \/(  2  a  —  x)  ==^(2  tf—  a:)  »,  en  une 
férié  infinie  par  la  formule  (  a  -+-  b)  *>  en  fubfti- 
tuânt  2  4  au  lieu  de  a ,  ou  fi  Ton  veut  en  fubfli- 
tuaût  c  au  lieu  de  a^  éc-^^x  tvi  lieu  de  ^ ,  multi- 

pliant  tous  les  termes  par  d  x.x'^  &  intégrant* 

RfiMAfiQUE.  Si  Yoti  décrit  urt  cefcfe  d'un 
rayon  ==V  (<t .  i),  ou  d'un  rayon  moyen  propor- 
tionnel géométrique  entre  le  demirgrand  axe  Se  le 
demi-petit  axe ,  ce  cercle  Yera  au  cercle  dont  le 
tayon  &=  a  ,  comme  a^hi  û-a  (par  c0  que  les 
cercles  font  dans  les  rappo)rts^  des  quarréis  dés 
rayons)  11  b  i  à. 

Mais  t)rt  vient  de  voir  que  Tellîpfe  étoît  au  cer- 
cle décrit -iur  foli  grand  axe  ,  comme  b  lai-  dooc 
en  faîiànt  .===  S,  Taire  de  Tellipfe,  B.  étant  Taire 
du  cercle  dont  le  rayon  ==yâ  A.,  A  ;  Taire  du 
ce  rcle  dont  le  rayon  ===  0,  Yon  aura  S:  A:  :  b  laic 
B  :  A  :  :  *  t  ^  5  donc  S  :  A  :  ;  fi  :  A  J  ou  >  altère 
n^ndo ,  S  :  fi  :  :  A  :  A.  Donc  S=  B  ;  c*eft-à-dîré  , 
que  Taire  d'unç  ellipfe  eft  ^ale  i  <:elle  4*ua  cercle 
dont  le  rayon  eft  moyen  proportionnel  entre  le  de- 
.  ini-p^.tit  axe  &  le  demitgiana  axe» 

iSi  ion  vouloit  quarrer  TeUipfe  par  le  moyen  de 
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^■^Mk 


Vélétûent  du  (èâeur  Ç  B  i }  après  âVoir  mené  Iji 
tangente  Ë T^  l'ordonnée ÎU,ic décrit  do  centre  C 
les  atcs  infiniment  petits  fK^ft^  Yoû  feroh  C  H 
=>  ^  Hi  =  y;  donc  Ci  =  \/Oj^H- x jr) 
s=  C/,  (  car  /  i  eft  infiniment  petite  îj  maïs  ) 
caufe  des  triantes  fem^lables  C  H  i  »  C  B  T ,  f  on 

^  X  i  y  1 1  a  i  ht  ==*^  ^ZcxtaxtCi  sss^ 

Mais  l'abfciflc  4r  cf oiâânt  BT  ==  *-^  dlminue«du(& 


bien  que  jf }  donc  la  différentielle  T  r  de  B  T  fera=a 
m^ax  dy  ^h^ny  ix         ,    ^        -, 

■■   ■  ■    "^    ■    "^  ■  ■'  )  mais  a  caute ^es  trmgjoi 

femblables  T/r,  T  B  C,  ronaCTt  CB  i:  Tm 

^  tfVVyy-^"^*)         **^axdf-+'eyix 

ft  «  ou*      ■       '"^      '   '  '  2  tf  •  2  "«  ■*■  I  ■"        '  '  ■      ^■' '"     *| 

•'    •         X  XX- 

/— •  tf  r  i  y  -H  ay  ix  «    -      i*  a    . 

/  ==  >     1.  j>    /"i"  M  ^   ^  j  mais  les  wSteiûam 

femblabies  C  t  f^  CR/**  donûent  C  t  tfti  :  C/i 
r^         â^tyy-^xx)   ^-^axiy-^aydx  ' 
^  X  x\  (yy^^xx)  / 

%//     '      .  K    ro  ^^^X  ày-^  yix.  ' 


•■      .  I     «t    ni    >f  ■     ■  I  ■  <■  — ^1**— I       I    m  m^      I  É   If»!»»     n      I    — 

*  C  t  cil  cenTée  égale  i  C  T»  les  points  T  Se  t  étan(> 
infinimeiK  piotbes. 

^'^  JLe  ftâcurs  femblaUes  fûiit  «eux  dont  Ids  a»»  mc« 
'fincot  <d^  «filles  ét^ns. 

Ca 


^ 


/ 
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^Multipliant  /  R  par  --^  Ton  aura  le  feâeur  élé^ 
mentaire/C  R  = — ^ *  Mais  par 

r 

la  nature  de  rellipfe  y  =  _  \/(,  atf— **),  dy 

i  donc  en  fubftituant  ces 


L  '  b X  *  dx 

valeurs.  Ton  aura  le  feâeur  C/R 


^ay  (aa — xx) 
:-X^(ad — ^*jip)==(en  réduiiant  au  même 


2a 

bx^dx'+^aahdx^'—bxxdx 


«       ■ 


dénominateur  ) 


^itfa 


2a  .  V(aa  — Jr  JP) 


'A  b  d  X  ab    è  -It* 

,: -5=  —  dx.iaa-^xx)  ».Ré* 

.9y(aa  —  xx)  z 


-I 


folvaqt  (a/i  —  yjf)»en  férié  ;  multipliant  en- 

a    b 
Kxnte  tous  les  termes  de  la  férié  par  — - —  dx  ^ 

'^2 

•     '.  a  b  d  X 

&  intégrant  »  Ton  aui;^  S» 


2*  VC^a— .x;rj| 

H— r^^ — r-H  -^ ? -4- &c, Si  1  on 

fiippofe  X  ==  J ,  l'on  aura  le  quart  de  Tellipfe  C  D  B 
_   —  »    ■_  ,«c»ciont 


:  a  la        :\  8q  224 

je  quadruple  donnera  Taire  entière  de  Tellipfe. 

20.  PROBLÊ-ifS.    Sok  fuppojée  la  citconfé'* 
UfiH  A  |I  B  (  Fig*  lO.)  £  un-quart  de  cercU  iundut 


m> 


T 


t;t  une  ligne  (Ir^^îre  a  b^  dans  laqutlle  c»  fiàwofant 
0  Iti  abfcijjh  a  h  égala  aux  arcs  AH  pies  ordonnée^ 
0omfpondantts  h  m  foitnt  égales  aux  Jînus  M  H  if« 
êes  arts  y  on  demande  la  furjace  a  b  c,de  la  courbe 
^mc  ,  qu^on  appelle  courbe  definus.  Soit  le  rayon 
C  A  ==  a ,  farc  AH  =  a  h  ==  x ,  le  fînus  M  H 
de  cet  arc  as  h  m  =  y  ;  ayant  mené  les  lignes 
H  P  i  I D  perpendiculaires  fur  C  B  &  tiré  l^s  rayons 

CH ,T:I  ,  Ton auraH¥*==  4 a~y  »  «=  CH' 

&  fa  dififérentieUe  H  o  »  en  fuppoiànt  Tare  H I  in« 

*      '  "  y  d  y  J 

finiment  petit  •  fera  =,  ^^r^ — - — r ,  qu  on  prenà 

avec  un  figne  contraire  ^  .parce  que  lare  çroif- 
ià^nt  ;au(ri  bien  que  fon  (inus  ^  H  P  diminue. 
Les  triangles  C I D  ,  H I  o ,  ^yaht  leurs  côtés 
perpendiculaires  ^   font   ftmblables  j  donc   C  D 

-     ^  •       \{Aa^yj) 

*il  X «=  fc  r  =  --TZ —  — r ;donc Télément  hrmn 

«=    '    ,    ^ — ^ — r-5  dont  rintégrale  ou  l'aire  «Am 

C-4-C*  Pour  déterminer  la  confiante  C ,  je  &is  jr=x  o  ^ 
dans  Cie  cas  l'on  doit  avoir  a  h  m  =  o  j  donc  — ^ 
axTaa  -h  C=o,ouC=  -f-  a  V  tf  tf  ===-atf  j 
donc  lliitégrale  cômplett^  tttaa  —  ««  V  (  «  ^ — yy)» 
Si  Ton  foit  j^  ==  a  ===  fc  c.  Ton  a  Taire  entière  tfic 

>R  n  a^^a  V^«  ssB?  /i  «  Ki9  A  C  S  F  quarré  de  aj^ 

C  5     * 


^ 
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:^i.  ProblAmi,  Qudmr  Chyperbde  AG» 
rapportée  à  Jes  uxeu  (Fig.  1 1  •)•  Soit  le  demî»preinier 
axe  ==  tf  I  le  deroi-fecond  axe  ^=i=  C  B  ==^  t^  Par  1« 
Dature  de  la  courbe,  en  comptant  les  x  depuis  !• 

h  b 

fommet  A ,  Ton  aura  y  *  =  —  (  2  tf  x  -f-  **^1 

'^  aa 

te  fi  Ton  fait  b  =  a;  d'eft-à-dire,  filTiyperboIe^ 
eft  (uppéfée  équilatere  ,  Ton  aurft  S.yiix  s=« 

Sk  (1 4r  (2UX  *^x  x)*  i  tandis  que  Faire  S.y  i  x 


4è  l'hyperbole  non  équilatere  fçra  ^  S.  d  x  . 

<2  ax'+'Xx)  »  ;  donc  fi  Ton  a  Taire  de  Thy* 

è 

perbOle  équîlûtercj  &  qtfon  la  multiplie  par — ^, 

il  en  réfultera  Taire  de  lliypeil>oIe  non  équila* 
teret    Pour   avoir  Taire  de  Fhyperbole  équila^ 

tere  »  on   réduira   (  2  a  -^   :r  )  »  en  fôrie  »  en 
faifant  pour  fimplifier  2  a=  c; multipliant enfuitk 

tous  les  terres  par  x^  dx^H intégrant ^f oh trou^ 
yeia  $  toute  réduâion  fake^  S.  y  d  x  =f  S.dx,. 

■^  —  icc),  en  remettant  la 


."vuleur.de  r,  £9  multipliant  tette  fèrie  par-^-*^^ 

Ton  iiurbit  faire  d*une  hyperbole  non  équilatere. 

Si  Ton  coiQpte  les  x  depuis  le  centre  C^  Télément 
dd  Taire  de  notre  hyperbole  tuppofée  équilatere  fera 
«s^-d*  V^(  XX  —  ati)^  parce,  que  dans  ce  ca?  j  r^ 

Y(xx  —  a  a)»  Si  Ton  vouloit  Télément  de Taîii 
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A  G  H  C ,  Ton  auroît  H  G  =  C  P  ==  ;p ,  &  H  C 
=  G  P  =^  î  mais  l'équation  ferplt  y  *=^^  x — 
aa  y  Kxn  x^  =2y  "•-  '^  ^  5  fi  Ton  fait  C  H  = 
PG  =  ^,&CP==*HG=^.ronaura>^  = 
JfX'+-éiM3y=c=tGH==\/(xxT+--âr4i)yy4^ 


d  X  •  y(x  -X  ^aa)p  de  Taire  cherchée 


S.  d  X  V( X X -4-  a  a).  Si  Ton  fait  G  P  =^y  , 
Téquan^a  G  H  «==  \/(x^-4- a  «  )  <ienne  G  H 
s=  V^  Cj^  "+"  ^  ^ )  >  parce  que'a: tfe  change  en  jf  5 
donc   P  p  différentielle  de  C  P  3=  G  H  devieûi 

^y(yy^ aay    ^^rip"^t 7/?^  par  GP, 
jfon  a   ra  différentielle  de    laire     ATG  P  ;== 
..  ,î„  //■  -^ $i  yen  vouloit  avoir  l'aire 

CAOJî  exprimée  par  ^ordonnée  HG  au  fécond 
jpc^  »  iW>  feif»t  H  Ç  ==^,rojftauroitCH=GP 

S;  diîif^ireptielle  '  H  D    =?=  y(^yi^^^')>  » 

taémfpt  D  H  G  g  ===  ;;7^^;2LZ_73 

'  '  Go^i^^arons  ces  élémens  cle  Taire  de  l'hyperbole 


fertf  îè  Wyoh  du  cercle  :i=  tf ,  (T^igM  &  A  P 
fat  jr ,  Tâément  de  Teîre  circulaire^^a  =?=  d  x. 
\/^l 2 ax ^—  XX )  =^A^x  .  \/(ax.^.xx)  (  ea 
fôtaht  le  ëiaroe^e  ==  à).  Mais  Taire  fera  ^■===:S.dxj 
\/(ii^~^^xx)9  le  rayon  étant  =*  ifc,  &  Torigiwi 
d^  ;ie  ét^t  au  icpi^tre*  Tout  cela  Qik  çc  qil^on  a  dif 
ci-deflus  (14). 

SrTQP  fait  C  H  =^  x^  V(aa  —7  y),  H  i 
y ,  ri  ==if  jy,  iiT=i=:»A  ==  +  dx(  les  lignes 

C4 


■■    t   ■      ■  ^MW^^- 
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ou  —  ont  lieu  félon  que  ^  ya  en  augmentant  ou 
en  diminuant ) 9  les  triangles  C  H  i 5  ril  (  fem- 
blables  parce  qu'ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires) 
donnent  \/  (  aa  —  yy}'y*idy:+dx  ^=32 

— ^^^.  Mais  parce  que;,  diminne  lorfque. 

X augmente ,  Télément  yix  de  refpace C D i  H ^ 

fera  '^==        ,'^^2 — --  STîi  s»agît  au  contraire  de 
y/(aam — yy)  ^ 

refpace  A  H i ,  fon  élément  cft  == —  dx  ^y  == 
%/(  a  a—  V  V  ^  •  parce  que  dans  le  premier  CBsdy 

a  le  fîgne  -—1.  &  le  figne  -+-  dans  le  fécond. 

L'on  peut  aufli  comparer  les  feâeurs  circulaires 
&  les  arcs  circulaires  avec  les  feâeurs  hyperb(r-> 
liques,  qui^  felon  ce  qu'opadit^i-deirus,.peuvenc 
xtre  regardés  comme  les  logarithmes  des  abfciflès 
correfpdndantes  ;  donc  les  feâeurs  correfpondans  à 
des  abfciÛes  en  progreflSon  géométrique ,  font  en: 
progrefGon  arithmétique.  Si  Ton  divife  ces  feâeurs 
par  la  moitié  du  demi- axe  9  ils  feront  encore  en 
progreffion  arithmétique ,  Se  nous  appellerons  hr, 
garithmei  hyperboliques  J^unt  dimenjion  ,  ou  lo-^' 
garithmes  hyperboliques  Jîmples  ,  ces  feâeurs  àinfi 
divifés* 

*  ■ 

Selon  ce  qu'on  a  dit  ci-deffus  (14)  en  £iifànt 
)a  tangente^  T  (  Fig.  3.  )  >  =t=^  x  ,  &  le  ravon  du 

cercle  ==  a ,  le  feâeur  Ç  i  r  eft = 


Mais  le  feâeur  réfulte  de  Tare  i  r  multiplié  par  la 
inoitié  —  du  rayon.  Donc  en  diviiànt  ce  feâeur 

«Sémentaire  par  -—  Ton  a  — ^    , ■'  pour  Télé- 

*       ta  u €^rX ^  * 


1      I 
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a 


1 


dx 


ment  de  Tare  A  y*,  &  Tare  A  reft  =S. . 

a  a  -^  XX 


_  • 

A'caufe  des  triangles  C  H  i ,  r  i  Z  (  Fig.  3.  ) ,  fem- 
blables ,  parce  qu  ih  ont  leurs  côtés  perpendicUr- 
laîres ,  Ton  aura  r  i9i  l=x  ïlh\:  C  i  :  i  H  ,  ou 

en  faifant  A  H  =s  x  ,  H  &  ==:  dx  ,r  i  :  dx  ::â: 

*  A  •       X  •  _^  a  i  AT 

^  y  (2ax  — XX) 

&  S.  -7-T : r-  «=  A  i  D«  Si  1  on  prend 

les  abfcilles  du  centre  C  ^  Ton  aura  H  h  =  I  i 
•=s=-*-ifx:doncir2  — -dx  ::a:y(aa—^xx) 

&  ri  ==:  -TT^ -•  De  même  Ion  z  in 

V  (aa— XX) 

r  /  :  :  C  i  :  C  H.  Ceft  pourquoi  en  &îfant  i  H  ^s  ^; 

l'on  a  rl  =  dy ,  CH==  y  (a a. —  yy);  donc 

ir:  dy::tf;\/(tf  a— yy), ou  ir=^^^^_^y-^; 

Le3  triangles  femblables  T  t  /,  C  T  A  &  les  fcc- 
tcurs  femblables  C  i  r ,  C/r ,  donnent  in  t  f:: 
C  i  =C  A  :  C  f .  &/r  :  /T  :  :  C  A  ;  r  A  /ou/« 
CA    fT 

=  '  1  '  SubfHtuant  cette  valeur  au  tien 
de/r.  Ton  air:  — -jr —  :  :  C  A  :  Cr^oùir: 
GÀ  :  :  — rnr —  :  C  t  r:  /T  :  — q\  '  j  donc 
ir:/T:jÇA;  -^g^«  CA»:  Cf.f  Aj 


»■■■   ■■' 
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ou  i  r  :  /  T  :  î  C  A  <  C  r  •  r  A  i  done  en  faifant 
la  fécante,  C;=/,  Ton  a  i.r  :  d/==/T  :  : 
Hii  :/.  \/(// — w)  :  car  alors  rA=  VCjC/— -  ^«)f 

•u  i  r  == ■  ^  ■  ■ -.  ^  Von  iriultîplîe  la 

valeur  de  i  r  par  —  ,  IV)n  aura  U  ièâeur  élémen- 

taire  C  i  r  =  — -« — ^ .  ^  — ' — :•  Si  Ton  fait 
la  co-tengente  =  «•,rélément  i  r  de  Tare  A  D  fera 
— ^ .  &  le  (èâeur  C  i  r  oofdidéré  coaune 


aa  -f-xx 
féléinent  du  feâeur  C  A  i  fera  «= 


2»(aa'i-xx) 

|)arce  que  Tare  A  i  augmentant ,  la  co-tangente  di- 
minue ,  &  Q  Ton  fait  la  co- fécante  =/,  l*on  aura 
les  mêmes  formules  que  Ton  vient  de  trouver  en 
employant  ta  fécànte,  mais  elles  feront  aifeâées  du 
%ne  —  9  parce  que  la  co-iëcante  diminue  lorfquft 
Tare  augmeot^ 

Soitrhyperbple.^quilaiere  A  M  (Fig.  ?*•  )  dont 
le  centre  foit  C ,  le  demi  -  axe  À  C  =  a ,  que 
nortLS  ^«ppeSefons  le  finns  total  ou^e  ra^on  par  ana^- 
logie au  cercle,  rabfcîflè  C P^=;^  I0 co-nnus,  lordon- 
liapPM  ^=  le  finus  &  rabfci«è  AP  ?=  Je  fmus  verfe. 
SiTonfait  A  P  a=*,roiiauraC  P  =  a-4-x, 
P  M  =^V^<iiïiPr»**  ^>  Dçnicli  triangle  C  MP 

^_(a-h  xW(2ax^xx)j^ç^^^^^CA.M 

'    ^^  ^^^^  ^  ".*         ,  -   ; 

eft  égal  à  ce  uiangle  J  iHbins  le^demi  -  fegment 


Calcul  IntiIgral*  4} 


AMP;  donc  l'élément  du  feâeur  eft  égal  à  Télé^ 

ment  du   triangle  , .  moins  l'élément  du  fe^eun   •6#m*-  y^'**** 

Uélément  du  demi-fegment  A  M  P  eft  ^=s 

dxy  (  2  aar-H  x  x)^  celui  du  triangle  eft 

dx  .  \/(aaX'-^xx)  (tf_4-.x) 


2 
djp.(a-4-  x) 


T—-—— 7,  d'où  retranchant  d  x^Czax^+'Xx)^ 
V  {lax-^xx)  ^  ^  ^^' 

fl  «fie  ixl£^i::;£fi±ff -.ixl^Ëf^±ff2 

nylzax-^xx)  2 

>;  doâc  lé  feâeur  CMA  eft 


2^(2  a X  H-  Jf  x) 

à  d  d  x  ««■        •! 

bjrperboliqut  Cmple  exprimé  par  le  Sîftus  verfr 

ft»a=3si$. — y-- — : — — -•  Si  Ton  fait  le 

co-(înusCP=Jf,ronauraPM==V(apap — aa),tc 


te  triangle CMP fera  ==x V<f^^    ^^) , si fon 

dUTérencie  cette  qimptîté  ic  tpCon  en  retranché 
dx  yf(xx  — 4  a )  9  <}t]î  dam  tii  cas  ex(^ime  la 
différentielle  du  ^^^-'^gii^ènt  A  P  M ,  Ton  aura 

V^émeut  da  feâeiirC  AM  '"' 


^mmmé^m^ 


eefeâeiMr(êra^aBr^«--7- — ^Jeloga* 

j^y  ixx — :^a)      '      ^ 

tkàme  ByperboÈque  fmple  exprimé  par^ê  çô*finm 


■••■■••i*^  ^ 
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M 

ferais.      y.(^/l!^^)     .    Suppofons  le 

finus  P  Ms=sy  :  en  comptant  ks  abfcifTes  x  =3 
C  P  du  centre,  ron  aura  y  *  =  ar*  —  aa ,  ou  jt  * 
s=  tf  tf -+-y  y  ^  ou  jr  =  C  P= V  (  fl  « -4-y y )  ;► 

T  ^  y 
donc  la  différentielle  P  p  fera  =  7-7 — '- — : :• 

Multipliant  cette  diffârentiette  par  y ,  Ton  a  Télé- 

ment  du  demi-fegment  ==  '      \  '  ^  / — — r-*  ;. 

*>  V  (tf  a  -4-y  y) 


«c le  triangle  CMP eft  alors  =  X- VC^^-*-yy)  ; 

Si  Ton  en  prend  la  différentielle  %  &  qu'on  en  re* 
fi^nche  celle  du  demi-fegment  »  T^n  aura  le  fec^ 

teur i=  S.    '  ,/  r^  ^  _/ r  9    &  le  logar. 

2  V  Cfltf -f-yy)  ^ 


rithme  hyperbolique  (Impie  exprimé  par  le  (inus  fersSi 


V(û^  -H-  y  v)* 

:  Si  du  point  A  Ton  tire  A  F  paraleUe  au  fecqnd^ 
demi-axe  CB  >  on  appellera  cette  ligne  tangente 
hyperbolique.  Il  s'agit  aâcprimer  le  fedeur  hyper^ 
bbiiqUe  pair  la  tangente.  A  F  que  nous  ferons  ^=^  t^ 
En  faifânt  le  ca-finus  C  P  ^=  x,,  Iç  Çnus  P  M  =^  y». 
les  triangles  femblables  C  A  F  9  C  P  M  donneront 

0  lytiait  ^x^^:y^::aa:  iiyJbliimàcnio)  x}  — ^ 

y  ^  =  a  a  *  i  y^  Il  a  a  —  t^it^  ;   donc  y  * 


«.«^ 


1  '  '  *  <■• 

. .  *'  De  réquation  irhyperbole^quiktere  7  *  -■  <r  *  -  <^<tk 

on  urc  aifcment  »  ^yj  ^aa,      ^ 


Calcul  Intégral.  4f 


aa 


— r  ,'ccaa  -H  y  *  ===rii  a  -+- 


-r ,  yiaa -+-7 y )  «=» -î 


De  plus  l'équation  y  *  = j   doone  y 

a  t               j        j                  tf  lit 
--=- — r — — r:  ;  donc  a  y  =  — 

r  ^  ^=  — p  :    lublti tuant 

Ie9  valeurs  de  ojr  à  de  V^(aa  '^^yy)  dans 


s.  -_ll^2L_,  &  dans  S. -r^ 

«=  S.  — — ^ — — T  »  l'on  aura  le  feâeur  =• 

•S.    ■  '     ,  >  v»  &  1«  l<^arithme  Jiypeï* 


a^dt 


bolique  fimple  =sS.'  ^  ^    ^  ^. 


Si  de  Textrëmité  B  du  fécond  demi-axe  ^  l^on  tii« 
B  D  parallèlement  au  premier  âxe ,  jufques  à  la 
rencontre  de  C  M  prolongée  ^  s'il  le  faut  v  nous  ap- 
pellerons BD  co-tangente  hyperbolique.  Si  Ton 
fait  cette  co-tangente  =3  ?^  les  triangles  reâapgtes 
C  AF,  C  B  D  ayant  les  angles  aigus  BDC ,  ACP 


m 


^■■^MHl 


»  . 

"^  On  prend  la  dUférenttelle  e|i  faifiint  varier  fucceffi^ 


i*M«MMÉ^4i^WMMMtflMÉMNM 


4^     Cours  de  MATnÉiffATiQU£s« 
alternes  internes ,  font  femblables  j  donc  tiaitat 

c=fltf  —  ^r  =  rr»  (  î   — «  «  )  ;  donc 

^  = ^—  :  donc  le  feâeur  C  A  M 

logarithme  hyperbolicjue  (Impie  ^'a  =  S.  —    Vr 

tf  » 

Si  Ton  réduit^TT-— r-=  âÇtftf  — yyT'^  en 

une  férié  infinie^  en  élevant  (a£  — y  y)  i  la  puiffance 
—  \  parle  binôme  de  Nevton,  qu'on  multiplie  tout 
les  termes  de  la  férié  réfultante  de  cette  opération 
fuurn&pariy^&qu'on intègre, fon  aura(Fig.;.) 

Tare  circulaire  A  r  =  S.  —-; ^ = 

V<««  —  yy 

a.  3.  a*  a*,i.2.y.a*  a'- 1.2  •  3. 7. 4* 
-f-  fcc*  Cette  férié  eft  utile  pour  trouver  les  arcs 
4{m  ne  font  pas  fhs  grands  qu'un  quart  de  cercltt 
Si  Ton  fait  y  =  a  ,  l'on  a  farc  de  5,0*. 

'     ^^a*j       2*aj.a.jf       5*.i.2.3.7 

2^.1  •2,3  .  4^9  2  ^  I,  2.3  .4.5-.  II         '^ 

(A)«  L'on  a  le  logarithme  liypeii)aKqtte  fimpi 


■ ' ' — I — "-l  I 
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' ^^ rrraiMiiMi  I         m 


Ceft  la  même  férié  que  la  précédente ,  excepté  que 
les  termes  de  cellerci  ont  les  {îgnes-4^&— ^  altemati- 
vement.Sî  Ton  fait  y==tf  ,&  que  Ton  change  les  figne« 
des  termes  de  rang  pair  de  la  férié  A ,  Ton  aura  le 
logarithme  hyperbolique  (impie ,  correfpondant  à 
y  =s  tf«  Nous  ferons  ce  logarithme  ^^s^  D*  Si  Toa 

fuppofe  yy^'  a'ylsL  férié  B  fera  divergente  ;  dans  ce 
cas  on  élèvera  a  a  -^  y  y  i  la  puiflànce  —  {  en 
prenant  y  y  pour  le  premier  terme  »  ou  Ton  élè- 
vera y  y  -+-  a  tf,  à  la  puifTance  — ^  i ,  &  Foa 

aura  S,  ^/.  ^        >- — a.Jjny^zi '• 


2.^  .l.2.^^y^  2,K  I  .a.j.ô.y* 


&c  -*-C. 


Quoiqu*en  faifant  y  =^  o  ,  le  feâeur  C  A  M 
doive  être  égal  à  o ,  auffi  bien  que  là  férié  qtti 
exprime  le  logarithme  hyperbolique  fimpîe  »  néan- 
moins cette  rappofition  ferait  inutile  pour  détci>- 
miner  la  confiante  C  9  parce  que  dans  ce  cas 
tous  les  termes  de  la  lérie  deviennent  infinis. 
Mais  on  a  dit  cl  -  deflus  que  le  logarithme  hy^ 
perbolique  fimple..correfpondant.  2  y  &==  n  écoit 
=z  D  ;  on  fera  donc  y  ===  a  &  Ton  égalera  la 
i^rie  que  nous  venons  de  trouver ,  avec  la  férié  B  , 
dans  laquelle  on  mettra  a  au  liev  de'  y ,  &  Ton 

aura  tf  •  L.  4  ^  C-+-  —--^^77^ 


immi^0 
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•«■■^ 


I.?  «C  .tf 


LO^  ejc.^D=^a(, 


'2*.  1.2.5.5  a. 3  ^^ 


«^MM««*W«É 


2.2*3 

2.^.1  •^•^. S  2^  .1 .2.  j  .  6.J    • 

ady 


en  réduiiant  les  tennet  ;  donc  S. 


V(yy^M) 


a  •  L.  y -^ —  tf .  L,  tf  —  «  -t-  ^ ^^    fcc, 

•^  a. 2. 3 

^     —       '     &c.  En  mulu* 


a.  2.  y*        2  M.  2. 4. y* 

pliant  la  férié  par  — ,  Ton  aura  le  feâeur  hyper- 

bolique  correfpondant  à  y. 

Nous  avons  dit  ci-deflus  qu'en  faifiuit  le  co- 
finus  s=  JT  ,  le  logarithme  hyperbolique  (impie 

aà  X 
étoit  s=  S*  ;-r;- -.  Si  Pon  change  *  en  y  , 

ce  logarithme  fera  ==  S.-^r: '     ■  v*  Si  Ton  fait 

Viyy — ««) 

AP«=S.— — 1^-î^ — :,AB=  ii^quePdn 

V(yy — «^) 

décrive  la  courbe  B  m  (Fig,i3.)c<)  prenant  toujours 
Tordonnée  égale  au  co*£nus  hyperbolique  y ,  labf- 

cille 


Calcul  Intégra Li  4^ 

cifle  Af=x  étant  égale  au  logarithme  hyperbolî* 

rrr7 T-    C  eft  Téquation  de  la  ligne  det 

v(yy — ^^)  .  . 

co-Jînus  hypirboUques  *.  Si  Ton  fait  A  P  =  x  «=» 
S.  "-^T-T ^^— — -.etipretiantPM  égale  au  finushy^ 

perfcolijwc(fuppofc:±î)').  Ton  auraijrt= 


V(û4H-yy)^ 

&  la  courbe  A  M  dont  les  abrcîflès  font  égales  aui 
logarithmes  hyperboliques  (impies  ,  &  les  ordon-^ 
nées  FM  aux  finus  correfpondans  tù  appellée  ligné 
des  Jinus  hyfttboluiUu 

Au  refte  par  log.  tithme  hyperbolique  fîmple, 
on  entend  ceux  qu'on  trouve  en  divifant  les .  fec- 
teurs    hyperboliques  d'une    hyperbole  équilatero 

dont  le  demi- axe  ==  a  par  — • 

22,  Réma'kque  I.  Si  Ton  fait  AP=^; 
F  n  —  ;r  ,  Ton  aura  F  B  (  fig.  i.  )  =^  ^  JX  * 
l'élément  hY}An=x  dy  &,  Sx  dy  (erz  l'ef- 
pace  A  B  M.  Soit  y  *  =  a  x  1  équation  de  la  pa- 

>ab'ole ,  Ton  aura  x  ==  -^^  ^y  ss==:a  *  x  '^^dy 


a 


la^  X  îdj:.DoncS*:ifiyfera^^=S.^a*4f  *      dx 


édq 


•Si  l'on  change  x  fnp,  icycnq,  l  ôiî  a  dpss 

qui  eft  l'équation  que  nous  avons  trouvée  fcâion  pré« 
ccdente  (108  )  pour  la  déveioppéé  de  la  traârîce« 
lome  I K.  '  D 


jo    Cours  de  Mathématiques, 


î ; =  \  a'^  X  ^x  =  ^yx;  c  eft* 

à-dire ,  que  Tefpace  extérieur  A  B  M  de  la  parabole 
•ft  égal  au  tiers  du  reâangle  de  Foi>donnée  i  n  ,  <( 
de  labciffe F  n  =  A i. 

Remarquf.  II.  Si  Tangle  des  ordonnées  &  des 
abciflès  n  étoit  pas  droit ,  fi  cet  angle  'M  P  N 
étoit  ==  u  (Fig.  I4,)  dans  ce  cas  le  parallélograme 
P  p  M  n  qu*on  peut  regarder  comme  Télémeot 
de  l'aire  A  M  P  feroît  égal  au  produit  de  P  p  ==rd  x 
par  la  hauteur  M  N  de  ce  patallélograme.  Poot 
trouver  M  N ,  )e  remarqua  que  dans  le  triangle 
reâangle  MNP,  en  faifant  MP  ^=^,  &  le  fi- 
nùs  total  =  r  9  Ion  an  y  :  :  finus  u  :  M  N  s=az 

• ^  ;  donc  en  fubftituant  cette  valeur  au  lieu 

r 

de  j ,  Télément  de  Taire  fera  == ^  •  d  x, 

&  laire  A  M  P  =  S. --^ — = x 

r  r 

S.y  d  X.  II  fuffira  donc  de  chercher  Taire  comme  € 
les  ordonnées  étoient  perpendiculaires  aux  abcif- 

fes  9  &  de  la  multiplier  enfuite  par  — - —   ,    le 

produit  donnera  Taire  cherchée. 

On  a  trouvé  ci^deflus  (4)  Taire  paraboKqué 
AMP  (Fig,  !•)  t==  7  X  y ,  en  fuppofant  Tanc^le 
des  ordonnées  &  des  abciQes  »  droit.  Si  Tangle  MPp 

étoit  tel  que  ion  eut — -— 5=:^,cette«ireIeroit 

r 

* 


Calcul  iNTFGBALé  ff 


«i 


2^^  Si  les  oJ-doiînées  partent  duh  j5oint  C 
(  Fig»  ly*  )  on  décrira  du  centre  C  avec  le  rayoft 
C  B  ==  ^  ,  i'aïc  B  n  =r  d  x  entr^  les  rayom  i«- 
finiinent  proches  B  C^  &  C  »  &  l'on  pourra  regar- 
der le  feâeur  C  fi  n  comme  égal  au  triangle  C  3  ^i 

or  U  feébmr  Ç  B  rt  e=-2l?  ^   ^^^^  s,  ZiS  ,^ 

^S.  yiK  fera  la  forso^ile  ile  qua  draturedans  ce  tàÈ^ 
là.  Pour  intégrer  j  1 4  ^ ,  Ton  (ubftituera  dans  cette 
formule  la  valeur  d^dx donnée cny  Btdyi  Se  l'oit 
don  remarquer  que  d  x  étant  ua  arc  décrk  û  un 
tayon  variable  ^^  on  ne  fauroit  avoir  ion  in« 
tégrafei 

Soit  le  fayoh C  A  ==  a,  je  décris  un  cei*cle àVed 
le  ra^  on  ^  5  &  )^  ^^  l^^fc:  variable  de  ce  cerle  A  Al 
t=r-  î^Mm-^-  dj^^Us  arcs  B  n ,  Mm.  étant  dé- 
crits 'du  même  cerufe  entre  les  côtés  d'un  même 
angle  C ,  les  feâeurs  BCn^  M  C  m  ^  font  ftm- 
blables  ;  donc  CB  :  C  M  :  :  B  n  :  M  m^  ou  j  :  u:i 

y  d  7" 
i  x  i  d\'y  donc  d  X  == — ^  5  donc  \  Si  y  d  M 

ter  i  Si  "^^ — ^*  On  pourra  fubflituer  dans  Cette  for^ 

iDuie  la  v^aleur  dt  djcnytcdy  ^Sc  l'intégrer  enfui t^A 

24e  PlïOB'LRM£4  Trouver  la  quadrature  de  la 
fpirdle  d^Archirrtdt  i  dans  laquelle  eh  fuppôfafit  lé 
tajtm  du  cercle  générateur  :it=rr^  la  circmférencessr-c^ 
ton  a  ^équation  9  ===  rr  =-  ax^  ^nfaifant  r  =-.  aé 
fout  employer  la  formate  que  l'on  vient -de  ttQU« 
Ver,  tîous  fubftitueroftS  ^  ^  i: ,  ce  qu'on  peut  faire, 
parce  que  X  défigne  dans  l'équâtioil  de  la  courbe  ^ 
Uû  arc  decexde  4éerit  i&n  fgypn  çooftant  y  &  nous 


^téÊm 
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aurons  cy  tsss:  ai^ai\  ==  c  dy^  d^  ==  —  dy. 

Cl 

Subftituant   cette  valeur  de  i  7  dans  la  formule 
7.=^i|;,rona — j.jf  *  d^  ,pour  la  valeur  du  fec- 

teur  CBn  (Fig.  i(î.)»  <ionc S*jr*ijreft 

égale  à  refpace  C/B  compris  entre  l'arc  C/B&  le 
rayon  G  B.  Or  S.  jr  *  dy  s=at  '^;  donc  cet  efpaceefl 

c=  -.^,&fironfaitlerayonCB=:a=CA5 
1  efpace  entier  de  la  fpirale  d' Archimede  CB  A  fera 
==   -.  —  s=  ~^  ;  c  eft-à-dîre ,  que  la  furface 

6    a*  o    ^ 

de  la  fpirale  d'Archimede  eft  égale  au  fixieme  du 
reâangla  de  la  circonférence  &  du  rayon.  Or  la 

c  a. 

furface  du  cercle  générateur  eft  =  —  ;  donc  Taire 

de  la  fpirale  eft  à  la  furface  du  cercle  générateur 

c  a       c  a        ,  •   ,  - 

comme  —  :  —  '*  i»  75:2:0  1:1:3. 
6        ^ 

2^.  Problême.  Quarrer  Us  fpiralts  reprét 
fentées par  Véquadon  c"^  y^  ==  r*  jr*  ==  a"f  • ,  ea 
faifant  r  ==  a  b'  x  ==  j ,  comme  dans  le  Problême 

précédent.  Lon  aura  a  "  î*=  c*^""»  Ç'  = . 


a 

m 


y\i=    — ;;  *y^  s  en  prenant  la  racine  iç  de 


a  » 

m 

part  &  d'autre  ;    d  {  =a 


-'  rf 


N 


» 
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2- .  21 — 1    5= — • — - —  •  y~"*"*  iy,  dont 

a   » 

I  intégrale  eft  = — * -^     -*-»     . 


a  » 


SI  l'on  fuppofe  y  =  a  ^  cette  intégrale  devient 

n  m  ^^z  —  iï I     . 

X c  a  "^  •  (en 


(m-+-2n)       2n 

retranchant  Texpofent f-  i  de  Texpofant  — 

;î  )  -= .  Si  m  s=  n  2=  1  ,  loo 


^  CL  C 

a ^  tf  •  c.  Si  m==  J  yScn  =  S»  ^^^  ^      '^    »>'eft 

à-dire  -rr  du  reâangle  de  la  circonférence  &  du 
rayon  du  cercle  générateur  ;  en  général  on.  aura 


la  furface  = --^J?^ .  iX^ 


1 


2,  m  —H  ^n        —  H-  X 

a   * 


Remarque.  Si  Ton  fuppofe  que  té  rayon  C  a 
{o\t=z2a  ==.  2  C  A  dans  la  (pirale  d'Architnede , 
c'eft-à-dire^  fi  Ton  fuppofe  que  le  point  décrivant 


*  L'expofant  —  -^  i  étant  augmenté  d'une  unité  de- 
vient — H 1  — ,  &  divifcr  par  cette  fra©- 

n  il  * 

mm 

lion  9  c'eft  multiplier  par 


j^    Cours  i>k  Mathématk^iuês, 


^fïW^^WI 


B  fe  meuv0  OTiîforméinent  fur  le  rayon  C  ^ ,  da 
manière  qu'après  la  première  révolution  du  rayoa 
autour  de  C  ,  ce  point  fc  trouve  en  A  ,  &  qu  après 
lu  feçoaclç  r^yolutigu  il  fe  trouve   w  4  »  Ha-» 

ey  '^ 
tfiftiAiA  '  jT'     ""  ■  '♦    ■  t'-f  — t    ■         ■■      9  devient  ^  ■.* 


1  A  e ,  Iqrfqup  y  ^=  ?  ^ •  SI  Ton  veut  avoir  refpace 
IMfsmié  ciitFC  kl  feconde  fpire  &  te  cercle  généra* 
tçur ,  voici  comme  il  faut  s'y  prendre, 

J«  fek  la  variable  M  g  =*  T  »  ^*<>*^  ^  ?  ^^/^ 
f-4-  y/  Paifant  M  m  ^^—  ^  T  ,  &  clu  point  C  de» 
<;rivant  Tare  g  L  ^  îe»  feô^itts  femWaWes  C  M  m  ^ 

Cfitdonnçront4;ifî:4-4-y?gl4==--t-^ -M* 

îiC  trapèze  M  m  Lg  eft  =î^ 


dk*i«W«> 


2J^ 

<12:±?i>ii     ^    Hl.  ffi^is  par  li^ 

liftturç  de  la  courbe  ,tfj=cy,rff==  —  iy;  donc 
l*41ément  <!«  Tefpace  cherché   eft  =—    >< 


^      tf 
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o  ,  riiitégralc  eft  ^==  o ,  comme  cela  doit  être  ; 
ainfi  il  n  jr  a  point  de  confiante  à  ajouter.  Si  Too 


c 


fait  y  ==  a  ,    l'intégrale    devient   = 


1  /v  }  /r^ 


a  a 

"=  T-V TH  ;— ^^•-  — î-^^ 

sEss  .1 ;  mais  l'espace  renfermé  dans  la  prew 

miere  fpire  eft  acs=  7  ^  ^  >  c'eft-à-dire  eft  égal  au 
tiers  du  cercle  générateur  &  par  conféquent  leC* 
pace  renfermé  entre  la  circonférence  du  cercle  gé- 
nérateur &  la  première  fpire  ,  eft  les  deux  tiers 

du  cercle  générateur ,  ou  eft  = ;    donc 

Tefpace    renfermé    entre     les    deux     fpires    eft 

s=t  ^  ac   =  a€  y  QM  double  du  cercle  gêné*» 

rateur ,  &  la  furface  comprife  entre  le  centre  C  fis 

la  féconde  fpire  eft  =  ;  a  c  ;  donc  la  furface  ^  ac 

renferme  d'abord  la  furface  ^  a  c  de  h  première 

fpire ,  plus  la  furface  de  la  féconde ,  d'où  l'on  peut 
conclure  que  lorfque  l'intégrale  répond  à  une  Ipire 
qui  en  renferme  plufîeurs  autres  ,  fes  furfaces  des 
(pires  intérieures  font  comprifes  dans  l'intégrale  de 
manière  que  s'il  s'agit  de  la  troifieme  fpire  toute 

entière  ^  la  furface  exprimée  par  l'intégrale  {. 


an 


^^ ,  qui  dans  ce  cas  devient  ==  ^  ac  (  parce 
que  alors  y^ssx  ^a.)  ^  ren&rme  la  furface  com^ 
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rw 


prife  entre  le  centre  C  &  la  troifieme  (pire  ;  plus 
la  furface  comprife  entre  la  fecon4e  (pire  &  le 
centra,  plus  la  furface  comprife  çntre  la  première 
fpire  ^  le  centre.  En  effet  fi  Ion  cherçhç  la  fur- 
façQ  comprife  entre  la  trolfieme  fpire  &  un  cercle 
<lont  le  rayon  feroit  =  a  a ,  on  trouvera  par  une 
méthode  femblable  à  celle  que  Ton  vient  de  mettre 
en  ufage  pour  la  féconde  fpire ,  que  cette  furface 
çft  -^^^  i  ^  ^  >  &  comme  le  cercle  dont  le  rayon 
eft  2a,  eft  =  ^  a  c ,  (ou  quadruple  du  cercle 

générateur  i  a  c)  = ., Tefpace compris en^- 

tre  la  troifieme  fpire  &  le  centre  fera  =  ^.a  ci 
donc  rintégrale  ^  a  c  contient  encore  j  a  c  -f-* 

n  '  p    ,  ou  lefpacç  compris  çntrç  la  féconde  fpirç  & 

le  centre,  c*eft-à-dire  la  furface  de  la  féconde  fpîre, 
plu$  la  furface  de  la  première  fpire  &  ainfi  de  fuite  ; 
de  forte  que  l'intégrale  qui  répondra  à  une  fpiré  du 
rang  n ,  contiendra ,  outre  la  furface  de  cette  fpire 
comprife  entre  le  centre  &  cette  fpire ,  contiendra 
diH^9  'f^  fomme  des  furfaçes  de  toutes  les  fpires  ren* 
fermées  daps  la  plus  grande  qui  eft  celle  du  rang  n^ 
Si  Ton  fait  attention  qu'après  la  première  révolu- 
tion ce  rayon  variable  C  B  a  parcouru  la  furface 
(le  la  premier^  fpire ,  que  dans  la  féconde  révolu- 
tion ce  rayon  parcourt  la  furface  de  la  féconde 
fpire ,  &c^  On  pourra  concevoir  pourquoi  l'inté- 
grale qui  répond  à  la  cinquième  fpire  j  par  exemple, 
rpnferqne  non-feulement  la  furface  de  la  cinquième 
fpirç ,  mais  encore  la  fotnme  des  furfaçes  de  la 
4^,  ^^  »  2^  ,  i"  fpirej.  Il  eft  bpn  de  bien 
rçmarquer  cela  pour  ne  pas  tomber  dans  Terreur, 
10  ('imaginant  que  la  furface  renfermée  entre  U 
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courbe  ^c  g  A  B  C  &  la  ligne  A  ^ ,  par  exemple,  eflr 
ç^=  ,  tandis  qu elle  eft  feulement  ==  j  ac*^ 

o 

Mais ,  Jira-t-on ,  comment  donc  trouver  !a  fur- 
face  comprife  entre  le  centre  &  une  fpîre  quel- 
conque 3,  par  exemple ,  la  quatrième  ?  L'on  n*a  qu'à 
prendre  l'intégrale  en  fuppofant  y  ~=  ^  a  ,  &  l*on 

^ura  — 4 ;  on  prendra  auffi  l'intégrale  en  fup- 
pofant y  =3  fl  ,  '  c  eft-à-dîre ,  l'intégrale  qui  ré- 
pond à  une  fpire  d'un  rang  immédiatement  infé-- 

rieurç ,  Ton  aura  — 2. j  on  retranchera  cette 

6 

intégrale  de  la  première ,  le  refte   r  '  * don- 

o 

p&X^  \%  furface  de  la  4*  fpire ,  ce  qui  eft  évident. 
26.  Problème.  Soit  fuppofet  A  B  (Fig,  ly.) 
unt  courbe  rapportée  au  foyer  C  telle  que  fort  équa^. 

lion  fuit  3  n  ==?  d  *  =  — -^    .7,-  dont   on  ie- 

mande  Vaire.  En  fubftîtuant  la  valeur  de  d  x  dans 
!a  formule  {  *  S.  y  d  x  ^  Ton   aura  {  .  S. y  d  x 

■:=i  .S.  ^T^  =      y]       -4-C.  Sil'aire 

Va  S 'Va 

doit  s'évanouir  en  faisant  y  =  C  A  ='  a ,  l'on 
i        • 

aura  — —;  -+-  C  =0 ,  ou  C  == ^jtelle  eft 

«  M^i^— — — —I— — »M^M^      II»       ■■    I    I     I  I,       1— ^— — ^— i^^^M^i^.  '  li^iw^M^—i 

S*il  s'agit  de  la  furface  de  la  troifiémefpire^oh  doit  en- 
tendre     "  '     ''    ''        *   '  *  !.•»-• :i^ 

entre 

C'eft  la  fomir.ede  ces  aires  qui ^    ^  — 

On  comprend  parJà'ce  (jue  ç  eft  qae  la  furface  de  la4*  j 
5«  ,  Çdç.  fpire. 


I 
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^1    ■  III  ■.  ■  ■— ■^— — ^— — ^r» 

la  valeur  de  la  confiante  C  dans  ce  cas  »  &  rinté- 

l 

grale  complette  fera  -=^^— ,  pourvu  que  ^ 

•ne  réponde  qu  à  une  (eule  fpîre  tout  au  plus  en  comp- 
tant depuis  le  point  auquel  répond  y  ^=ra ,  autrement 
3  faut  avoir  égard  à  la  remarque  du  N*.  précédent. 

•  2,'j.  Problème.  Quarrer  la  fpiraU  de  V équa- 
tion i  x  ==  Ù^^^  yjZlltl  =iy^^ 

h  A 

€H  fa'ffimi  b  s=  a.  Suppoibns  que  la  courbe  A  B 
(  Fig.  I J*  )  foit  celle  de  Téquation  ;  ce  fera 
donc  y  comme  il  fuit  de  ce  qu^on  a  dit  dans  la 
ieâioa  précédente  (  to6  )  ^  la  développante  d'un 
cercle  dont  le  rayon  ==  a.  Subftituant  la  valeur 

d^dx  dzDs^y  dx,  &  inté^ant.  Ton  aura  faire 


» 


cette  aire  devient  =  o ,  lorfque  y  ==  a ,  comme 
cela  doit  être  ;  ainfi  je  n'ajoute  point  de  confiante. 

Pour  trouver  l'efpace  compris  entre  la  courbe 
w-  la  circonférence  du  cercle ,  il  fuffit  de  retrancher 
de  Tintégrale  ci-delïus  le  fedeur  circulaire  cor- 
refpondant  C  A  M. 

On  peut  audi  s  y  prendre  de  la  manière  fuivante  : 
ayant  tiré  les  rayons  ofculateurs  infiniment  pro- 
cnes ,  B  j ,  b  p^  qui  étant  des  tangentes  du  cer- 
tre,  font  perpendiculaires  aux  rayons  Cj,  Cp; 
£  Ton  conçoit  que  le  point  p  s'écarte  du  pomt  s  » 
il»  manière  que  C  p  faHè  un  angle  infiniment 
petit  avec  C  i  ,  la  ligne  b  p  fera  un  angle  égal 
avec  Es  prolongée  s'il  le  faut.  Maintenant  faifant 
Ai=Bi=:^  l^ips=sdi^  &  regardant  Tare 


^ 

/ 


mummtmmmmÊ^mmÊtmmmm^Kmmmmmmm^m 
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B  b  Gcnpme  un  petit  arc  circulaire  ,  les  feâeurs 
Ê  p  fc  ,  5  C  p^  feront  fcmblables ,  &  l*on  aura  C  s 
K=  a  i  s  p  =-=  d  ^  :  ;  B  I  =  b  p  =  f  ;  B  à 

»=  J — L,  Multipliant  cette  valeur  par  -X.  ,  Von 

tu  % 

a  le  feSeur  âémentaire  fc  p  B  ===  rrr*  V^K  *  ^ 

en  intégrant  Tefpace  A  s  B  feta  =  -g—  %  '.  On 

]A*ajoûte  point  de  confiante  ,  parce  que  lorfque  ^ 

t=r-  o ,  rintégrale  eft  ^    o.  Si  Ton  &it  ^  ==  c  , 

fefpace  entier  compris  entre  la  cfrcofiference  c  du 

cl 
cercle  fc  la  brauLhe  entière  A  B  fera  =77  «  —  • 


s 

a 


Mais  lâfurface  du  cercle  eft  =*  >■  *  ■  ;  donc  cette 
(wface  eft  à  celle  qu'on  vient  de  trouver  comme 

P— t — ^  î  5 a  :-*•  t  :  ^  a  it  :  c  ^  ;  c elt*a-au-e«  comme 

le  triple  du  quarte  du  rayon  au  quarré  de  la  cir- 
conférence* 

Remarque.  Si  Ton  développoît  le  cercle  en 
allant  de  A  en  R ,  on  auroit  une  autre  courbe  A  L 
qui  ne  difieréroir  de  la  première  que  par  fa  pofitiom 

iSf  PROBléME.  Quarrtr  la  Jpirale  nyperbth' 
tique  repréfentée  par  V équation  y  f  ==?  a  c,  (Fig,  17.) 

0nauraf=3E= — L^=ac  ^-*,ij  =  ^^^^ .X 

f^'^*#-*^iï^.(cair  %  augmentant  y dîmîiuie )  ^=3 
a  cjT^à  y.  Maintenant  fi  Ton  fait  jr  zdx:;aid^^ 

Ton  aurai  xx:t=A^^--^^^hf6pxwi^i.ydààc^ 


^ 


■■■>■ 
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(  en  fubftituant  la  valeur  de  ^  ^  qu'on  viftit  de 

trouver)  = ;  or  S. —  eft  =  k  c  y; 

donc  il  c  eft  fuppofce  repréfenter  la  circonférence 
d  un  cercle  dont  le  rayon  eft  =  a  ,  la  furface  de 
la  fpirale  hyperbolique  fera  la  moitié  du  produit 
de  cette  circonférence  par  le  rayon  de  la  fpirale  ;  & 
C  y  =r  û ,  la  furfacie  correfpondante  fera  égale  au 
cercle  générateur.  On  comprend  ici  non-feulement 
la  furface  comprife  entre  le  centre  &  la  fpîre  qui 
eft  terminée  au  point  auquel  répond  le  rayon  a, 
mais  encore  la  lomme  des  furfaces  des  fpires  in- 

térieures. .  Si  Ton  fuppofe  y  ==  ^  ^ ,  en  retran- 
chant ^  ac  de^^  a  c  y  on  aura  J  ^  c  ,  qui  ( félon 

'la  remarque  du  N*.  25*.)  fera  la  furface  comprife 
.entre  le  centre  &  la  fpire  ,  à  l'extrémité  de  laquelle 
aboutit  le  rayon  y  =  a. 

'  2p.  Problème.  Quarrêr  la  fpirale  loga* 
ritbmique  ,  que  je  fuppoferai  repréjentee  par  la 
(Fig.  17.).  JLi*angle  C  M  T  que  fait  le  rayon 
^vec  la  courbe  ou  fa  tangente  étant  conftant ,  nous 
^ferons  la  tangente  de  cet  angle  ==  a  i  donc  ea 
fuppofânt  le  finus  total  =  i ,  le  triangle  reâan^ 
gle  M  7Z  m  donnera  i:  mn:  :  aifAn^  oui  :  dyt 
ai  dx  ==  ad  y.  Subftituant  cette  valeur  de  dx 

dans  la  formule  \  y  d  x  ^  Ton  aura  \S.'  y  d  x 
=i>  {S.  a  y  dy^=  ^  .ay  -.  Maintenant  fi  Ton  fup- 
pofe tirée  la  tangente  T  M  &  la  fous  -  tangente 
rC  T  ,   le    triangle  reâangle  M  C  T  9  donne  i  : 

-CM::a:CT,6u  1  :y  ::  a:  CT  ^=*  ~-    ==b 

^> }  &  fi  Yon  multiplie  CT==tf7 ,  par  -^  *  > 


>^mi^a^ 
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Il  ,       ...  I  .  ■    I    ■    1^ 

d  y  ^ 

Ton  aura  Taire  du  triangle  M  C  T  s==  —^ —  , 

donc  ce  triangle  eft  double  de  Taire  comprife  entre 
la  courbe  &  le  rayon  CM. 

Mais  félon  la  remarque  du  N^  2^  »  il  faudra  en 
retrancher  l'intégrale  qui  répond  à  l'ordonnée  de  la 
fpire  précédente. 

De  la  Rectification  des  Coubbes. 

50.   ReSifier  une  courbe  c^efi  trouver  une  ligne 
dfûite  égale  a  cette  courbe. 

Soit  A  M  (Fig.  I'^)  une  courbe  quelconque 
dans  laquelle  les  ordonnées  foient  perpendiculaires 
aux  abfcifles  A  P = x.  Si  Ton  feit  1  arc  A  M  =  s  , 
Tare  infiniment  petit  M  m  fera  ==  i  i  ;  or  le  trian- 
.gle  reâangle  M  m  R  donne  M  m  =;=  d  s  == 

\^  {  i  X  ^  -4-  i  ^  ^  )  ;  il  ne  s  agit  donc  plus  que 

d'intégrer  \^  (,ix^^^  iy  ^  )\  pour  cela ,  on  cher-  * 

chera  la  valeur  de  d  j:  ou  celle  de  d  ^  ,  qu'on  i 

fubftituera  à  la  place  de  i  Jtr  ou  de  i  ^,  &  enfuite 
Ton  intégrera. 

51.  Problème.  ReSifier  le  cercle.  En  comptant 
les  abfciflTes  du  fommet  (Fig*  3*),  Torifcuraj:== 

/ ,  .     j  a  d  x  —  X  d  X 

y  (2  a  X  —  XX) y  dy  =  -7-- 

^  ^  V  (2ax  — xx)   * 

(  a x)  * 

d  y  *  ==  d  x^  . .  Subftituant  cette 

•^  2  a  X  -i-jc  X 

valeur  de  dy  *  dans  V(dx  *  -4-  ày^  )  ^  Ton  aura 


/^,  ix^.ia — jr)\  x/'a    Jr* 


2aX'^-^xx  ycaax— jTjr) 
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-  ---•■->•  -    — - — 


adx  j      ,  ,.^i 


^(2uX^^XX) 

t 

Réfolvant  (  a  a  Jt»  —  *  âr  )      ^ ,  «n  une  firio  mfi-* 

lue  par  la  méthode  ordmair«  *  ,  multipliant  en* 
iuke  tous  les  termes  ^  ad  x  &  intigram  Ton 

auraTarc  5=^ AM=(2a*)* 


2*4*;jC2û)*        2. 4-6. 7.  (2/1)* 

Si  Ton  fek  «•  -=^  A  C  =  a  ,  Ton  aura  la  Vale  it 
d  un  arc  de  90"*.  dont  le  quadruple  donnera  la  Ion;* 
^ueur  entière  de  la  circonfépeoce* 

Si  l'on  veut  compter  les  «bfciues  du  centre  C  0 
en  faifant  C  P  =  * ,  C  A  A»a  ,  Von  auta  P  M 


%/r/f  a-*  -4-^7*  )  =  T"7 .    ssrodXé 

y\^ax   -1-»/    /  vfaa — xx) 


y  {ua  —  XX) 

(  ^  fl— #  y  )  **i-  R^duHant  (ao— jt  x)"*  »  en  féri^ 
mulôpUant  tous  les  termes  de  cette  férié  par  adx  , 

& mtégrant ,  f on  aura  Tare D  M  =  y  +  ^  ^^i 
a*4.j.a^        2*4*o#7*a'. 


*  On  petit  rpwr  plus  defaciUié^  faire  d'abord  a  a'=c, 
&  fubftituer  cnfuitc  dans  la  féric  i  a  au  lieu  de  c. 
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Ton  fait  x  =  a  ,  Ton  aura  4e  quart  de  cercle 
DAC=:aH-— H- ^;^^H-^-^&<, 

Si  Ton  fait  x  =  —  ,  comme  x  eft  le  co-finus  de 

Tare  D  M  ,  &  par  Cjppféquent  le  (mus  de  M  D , 
&  que  le  fînus  de  Tare  de  30^  eft  égal  à  la  moitié  du 
rayon  ,  ainfi  quon  Ta  dit  dans  la  trigonométrie  ^ 


rare  D  M  fera==  4-4-  r-r~r-.--H-rr^ 


.a 


%.  f  .a 


2         2^ .2.3        2^ .2.^4$ 

-  ^       &c.  férié  allez  convergente.  Mut» 

tiplîant  cette  férié  par  12 ,  Ton  aura  la  longueur 
du  ceircle  entier. 


>,  Or  ■   -      y T==  g  ^  (^g-^-yy)**' 

a  a  Jjp>f  XX         a  a  —h  x  x 

élevant  donc  a  a  -+-  :r  x  à  la  puîflknce  —  i ,  par 

le  binôme  de  Newton ,  multipliant   enfuite   tous 

les  termes  de  la  férié  par  a  ad  x  ^  Se  intégrant , 

X   ^  jp   5 

Ton  aura  Tare  A  r  ==*:  <r  - 


5  tf  »       sa* 

X  "^  X  ^  X  ^ 

&c.  e=  y  .  (  I  — H ^       &c.  ) 

ar ^         X  ^      x"^  r  -t 

s=  *  — 1 &c.  en  faiiant  d  ==  x. 

3         y       7 

Si  Tare  A  r  eft  fuppofé  de  45*  **  ,  fa  tangente 
fera  égale  au  rayon  du  cercle  ;  donc  cet  arc  fera 

8=  (I — 7-+-T  —  '-^^ ^ -4- &c.  )  Main- 
tenant nous  avons  vu  dans  la  première  partie  de 


«Mi 
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■  U^M*— Il       I  «  ■■  ■  I  .      I.,l       ■  I  ^ 

cet  ourrage ,  (Voyez  la  Géométrie)  que  fi  Ton 
a  deux  arcs  a  èc  b ,  Ion  aura  tang.  (a  -+-  b)  == 


cft  égale  au  rayon ,  Ton  aura  — 


tang,    a    -4-  tang.  b  r  t       1 

— s.- — •■ 2 — -.    eti  faiiant  le  rayon  ==  i  ; 

I  —  ^ang,  a  .  tang.  b  ^ 

donc  fi  Ton  fuppofe    que  deux  arcs  p  ic  a  pris 
enfemble  valent  45*  **  f  comjne  la  tafigente  de  4;*  * 

tang.  p   -4-*   tang.  g 
—  tang.  p .  tang.  q 

■==  I ,  ou  tang.  p  -+-  tang.  q  ==  i  —  tang.  p  x 
tang.  j ,  ou  tang.  g  -4-  tang.  p .  tang.  q  =  i  — 

tang.  P ,  ou  tang.  q  =8= s-L,  Si  1  on  uip- 

^   '^  **   ^         i-Htang.p  '^ 

pofe  que  la  tangente  de  l'arc  p  foit  =  { ,  Ton  aura 


t 


tangente  q  = r  =»  }•  Maintenant  fi  dans 


la  férié  x  (  i  -1—  -- — j — | — - — 5-  &c.)  On  fiippofe 

«  =  i  Scx  s==  7  ,  &  enfuite  x  ==  |  ;  Ton  aura 
dans  le  premier  cas  ^  (  i  - 


s 

I  I 


r— "5  -H  t  &c.  ) ,  &  dans  le  fécond  cas  |  X 

Si  Ton  prend  la  valeur  des  quinze  premiers 
termes  de  la  première  férié  (  en  s'en  tenant  à 
dix  décimales  )  , pour  l'ajouter  à  la  valeur  des 
dix  premiers  termes  de  la  féconde  ;  l'on  aura 
I  .  (0.78; 3981534)  ==  a,  (0.78739816^4  ). 
En  exprimant  le  rayon  par  a ,  aulieu  de  l'exprimer 
par  I  s  donc  Tare  de  45*  "^^  pris  dans  un  cercle  dont 

le 


«Mto 
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\t  rayon  eft  i±=  ^  >  fera  à  peu  près  égal  à  cette 
quantité ,  &  fi  1  on  multiplie  par  4 ^  Ion  aura  la 
demi  -  circonférence  =:  ^.  (3  .  ^^^^926^^6)1 
donc  le  rayon  fera  à  la  demi  -  circonférence  ,  ou 
le  diamètre  fera  à  la  circonférence ,  comme  a  s 
tf  .(3  .  1415-9^6^36  )  :  :  I  :  3  .  I4l;p26;36  à  peu 
près.  L'on  auroit  un  rapport  plus  exaû  ,  en  cal- 
culant un  plus  grand  nombre  de  termes  dans  ie« 
leries  ci^deilus* 

32.  Problème*  RéBifieruHarcDnJe  cicloïde. 
(Fig*  7-  )  En  fuppofant  le  diamètre  du  cercle  gé- 
nérateur ==  a  ,  lordonnée  P  n  =^y,ir  rr=  >i  ^ 
fera  ^v  dy;  or  on  a  vu  ci-deflus  (  1;  )  que  ns 

dx  \/  (ax  — XX) 

— ;   donc^^==  dxx 


(a^x)\  VOdx^)  1  ~i      ^       . 

•; — X J'^^^IJH — '=^**'      "-'dxdont 

rintégraie^eft=  — ; —  ==  ^  V  ^  ^  5  or  la  corde  D  M 

cft  moyenne  proportionnelle  entre  le^  diamètre  D  C 
&  la  partie  D  ?•  (  Voyez  la  géométrie.  )  Donc  cette 
corde  =  ^  a  .  x  -,  donc  lare  cicloïdal  D  «  eft 
double  de  la  corde  correfpondante  du  cercle  gé- 
nérateur ;  ainfi  lare  D  A  eft  double  du  diamètre 
&  la  cîcloïde  entière  efï  quadruple  du  diamètre  du 
cercle  générateur.  .  . 

.    3  3*  P  i(  o  L  L  i  M  E.  ReBiJîer  P hyperbole  MS  ,/Mf- 
fofée  équiiatere  &  rapportée  à  fa  ajfimpiotes  (Fig.4;t 
lome  IK  E 


.miammmim^mmmJmm- 


66    Cours  db  MAtaiMATiQUÊs, 


Suppofantque  AR  =  RS==  tf=i,rRte=y, 
ron  aura;r .  (I  -^  jf)  =  a  tf  =  I  ^^y^Y:^ 


^xV^^i-+-(i-+-Jf)""*)»  Réduifant  en  férié  la 

quantité  fous  le  figne  par  la  formule  (  tf  -4-  i)  *  , 

en    faifant  a  ==  1  ,  i  ==  (  i  H-  at  )-+  ,   m 

==  i  ,  Ton  aura  i-4-tCi-+-*>""*  —  i« 
(  i*f.  ;c)-  •  &c.  Multipliant  tous  les  termes  par  d  x, 
&  intégrant  en  ajoutant  une  confiante  C  ,  Ton  a 

rare  indéfini  Sa=  x  —  ^i^'Ci-irxy 


j-  — ^ .  c  I  -f- ;p)'"  ^  &c.  H-  C.  Pour détermî- 
7.8     ^    ^^    -^ 

ner  la  confiante  C ,  je  remarque  que  Tare  S  u  doit 
être  ==0,  lorfque  x=  o  >  mais  alors  la  férié  de- 

\  I 

vietit—  p  -4-  -     g-  &c.  ;  donc  C  =a  H-  ^  — 

' --  &c.  8c  l'intégrale  complette  eft  *  —  JT^X 


I         .       -       .-, 


7.8 

X  I 


&c. 


(5  7-8 


*  Car  l'équation  de  MiTperbolc  équilatcrc  rapportée 
aux  affimptotcs  eft  jf  .  «ss  a  *  ^  mais  alors  A  r  ssy  >  tt 
iei  l!on  fait  A  r  ass  1  •+■». 


^ÊmÊiétmmtamtmmmmm^mmmmÊmmm^m 
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9m 


Si  i*on  compta  les  abfcifles  depuis  le  centre  A  ,  Se 
qu  on  fafle  ces  abfcifTes  =  ^  >  les  ordonpées  K  S:=:u, 
Ion  aura  «/j  =  atf,  u^aa  ,  ^"^^  ,  du=:aa.  f^^  d  ç, 
(  car  l'ordonnée  u  diminuant  rabfcifTe  7  augmente  )  p 
&  alors  lelcmcnt  rf  j  de  l'arc  fera  î=  J^(  Ju^-hrfç^) 

—  rf?  ï/'(i  -H«-^r"  +  )=-^X»/'(^-t-g^),enfaifant 
a  ^  =  ^  >  &:  multipliant  la  quantité  fous  le  figne  par  ;^^ ,  & 

divifant  la  quantité  hors  du  figne  par  (î*)*  =5*. 
.  14.  P  a  o  B  L^M  B    Ktâifier  la  traâricâ  A  M.  (  Fig.  6.  ) 
Soit  la  tangente  MT=:tf,  l'ordonnée  PM=^,  Télé- 

lïientMw  fera=:ï/"(rfA?*  -♦-rf^*).Maîs(  13  )*  rf  jp  =: 

a=-2 — «21.5  dont  l'intégrale  ou  Tare  AM  eft=:  a  L  .^.  Si 

ikr  dD  prift  pour  affimptote  Ton  décrit  une  logarithmi^ 

3ue  A  i  dont  ta  fous-tangente  foit  égale  à  la  tangente  a 
e  la  traûrice ,  que  Ton  prolonge  les  lignes  M  F ,  m  /, 
jufqu  à  la  rencontre  de  la  logarithmique  aux  points  s  ^  t, 
defquels  on  abaiflcra  les  perpendiculaires  (  à  Taffimp- 
tote  )  J  H ,  t  ^  qui  feront  égales  aux  ordonnées  P  M  ,  p  m  ; 
on  aura  P  M  =^  ==xH,  is  =  ÎA^  =  —  dj  (  parce 
que  y  va  en  diminuant  >  tandis  que  i'abfcifle  augmente.) 
Je  dis  <)u  en  faifant  Bll  =  x,  I  on  a  B  H  é^ale  à  Tare  AM  j 
car  puifque  la  fbus-tangcnte  de  la  logarithme  efi  =:(Z^ 

d  V       '  X 
Ton  a  par  la  lèâion  pnêcederitc  (1^)  S.  — ^  ï=  —  ,oa 

(  parce  qu'on  prend  ici  les  x  négatives  à  caufê  que  l'or- 
donnée H  J  eft  plus  petite  que  B  A  =  a  ,  ou  ce 
qui  revient  au  même ,  parce  que  les  ordonnées  fituées 
î.la  gauche  de  A£>  doii  Toh  commence  à  compter  les 

>  ■      d  y 

logarithmes,  repondent  i  des  ap  négatives),  S.  -^  =» 

— ^.d'oû  Ton  tire— *i=-î^^  ==  a.L.jK  =  AMi 

ifonc  B  il  =s"  A  m;      -  •' 

Ea 


i^MMWMHMiMwa— Mk«Mirt»>iiiiM 
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jy,  Pro BLÊME.  ReSifier  la  parubole  de  Pc* 


a 
t 


a*  **      / 

&  l'élément  i  s  ssz  \  (d  x*  -{-  d  y  *  )  => 


iyVCi'h  —  ).  En  intégrant  par  la  règle  foa- 

damcntale  ,  Ton  aura .  ■ 

%*  4a 

—  ,  f  I  i-H  ^y  -+-  C.  Pour  détermîner  la  conC- 

tante  C  ,  je  remarque  qu*en  fuppofant  que  A  M 
(Fig.  1".)  déCgne  la  branche  qu'on  veut  redifier. 
Tare  A  M  doit  être  =0,  lorfque  jr  =  o  ;or  alors 

ona-r-X  (1)4+  C;donc— - -+-C  «=  o. 


^1  27 

%  a 

ou  C  =  — ,   &  rintégrale  complette  eft 

27 


«^ 


Il  y  a  une  infinité  de  paraboles  cxaftcment  rcftifiablcs» 
four  le  faire  voir ,  fuit  Tcquation   générale  des  para- 


boles_^"*"^"=a*,  «»,ou  jrssa  »-^».*  »-*-»  sa 
tx*  ,en  faifànt  a  «  -^  .  s=  c ,  &  -,  Z-  ■  **  *  »  ^^''^^ 


lÉBirikrift 
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tszdx  |/^(  i-f-tt*c*5P*»  —  ^).  Cette  quantité  fera  intc- 
grable  fi  2  u  —  »=  i  ;  parce  que  la  quantité  hors  du 
iigne  fera  la  difTérencielle  de  la  quantité  fou&Ie  figne  >  en 
divifant  par  une  confiante  >  ou  fi  Von  veut  parce  que  lez- 
pofant  oit  x(cax  ix=zx^x  dx)  hors  du  figne ,  étant 
augmentée  d'une  unité  fera  divilible  par  l^xpofant  de  la 
quantité  (qus  le  figne  &donnerapour  quotient  un  nombre 
entier  pofitifs=  x .  Mais  en  changeant  le  figne  deTexpefant 

de  X  fous  le  figne.  Ton  aura  x»-" .  (f  x  V^(  jT"* '*^* -i-i/V*  ) 
difftrentiellc  qui  cil  intégrable  fi  (  u  —  1  )  augmenté 
d'une  unité  ;  c'eftrà-dire ,  fi  u  eft  exaâemeiit  cuvifible 
par  —  X  u-t-  a^  &  donne  pouç  quotient  un  nombre  en- 

ticr  pofitif  ,  ou  fi  1  on  a  ■  =p,  nombre  entier  po* 

£tif.  De  cette  équation  Ton  tire  u=s  ip  -^zu.^^^wirou  .pss 


2      - 


zp  n 

ip  ip  2p 

'&  l'équation ^•"^»  =  a»  a:»  devient jf         ap  =« 

u  ^/^  «• ,  &  en  tirant  la  racine  n,j     ^  ^      =  a  V  xi  8c 

toutes  les  paraboles  qui  font  comprifes  dans  cette  équa- 
tion »  (ont  exaâement  reâifiables ,  en  fuppofant  que  p 
défigne  un  nombre  entier  pofiti£  Si  p  =  5  ,  l'on  aura 


•  • 


y7ss  a'i  X,  8c  la  parabole  de  ccttt  équation  fera  exac- 
tement reâifiable. 

'%6>  ?  i^^LEM  B.  RzSifier  la  parabole  ordinaire  dont  JV« 

•^^^  X  y  d  y 

quaxion ejl y  ^ i=^  ax,  xjdjyssadx,  i*=— *^— ^,dr*= 

léduifant  en  ferle  laquantité  (bus  le  figne». multipliant  en«* 
fuite  les  termes  de  la  (crie  par  — ^ ,  &  intégr^inc  »  l'on  aux^ 
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lare  A  M  (  Fig.  1.  )  =  y+^  —  î^  +  *^  &c.  Si 

a  étoit  plus  petit  quc^.  Ton  éléveroit  4j^*-Hfi*àla 
puiffance  7  en  prenant  4^*  pour  le  premier  terme  ,  .& 
I  on  intégreroît  après  avoir  multiplié  la  férié  ^ui  en  ré- 

lîilteroit  par  -=^. 
^        a 

Soit  fuppofée  décrite  l'hyperbole  équilaterc  BN  (Fig, 

»i8.  A)  dont  le  demi-axe  B  A  foit  égal  au  demi-paramètre 

-  de  la  parabole  A  M.  Par  la  nature  de  Thyperboleéquila- 

donc  en  fuppofant  que  A  eft  le  centre  de  Thyperbolc  , 

!A  H  le  fécond  axe ,  Ton  aura  A/=3  x=hn  =V^(  j^y  -H  — )  ; 

car  PM:^j)^s=z:;z  f;  donc  iN=  AH  =a  rfjf  ,  &  Télé- 
ment  /i  H  N  /i  d^  la  furface  hyperbolique  comprife  entre 
la  courbe  &  le  fécond  axe  (  prolongé  s'il  le  faut  )  eft 

^y  y^(T  '^yj^y  =  \ '^  *^(û«+4J'J'>5 donc Tefpace  hy^ 
perbolique  AH3N  divifé  par  le  demi-paramètre  .f  de  la  pa«; 

rabole  adonne  l'arc  paraboliaue  correfpondant  A  M  5 donc 
la  reâification  de  la  parabole  dépend  de  la  quadrature  de 
rhypetbole,  réciproquement  fi  Ton  avoit  l'arc  parabolique 

A  M  en  lé  multipliant  par  7  >  l'on  auroit  la  quadrature 
de  l'efpace  hyperbolique  corre4>oodant. 

37.  Problème.  KeBtifier  un  arc  ^eïïiffe  DM,  (Fig.  ^.)  Soit 

le  demi-grand  axes=  a  >  le  demi-petit  axe  =  fr>  l'on  aura' 

j^  »  srs  -^  ((ta ««-*»«)  (en  comptant  les  abfciflcs  CP. 

da  centre )  ==  â  »  — • ,  x »,  %y  h^^^'^tT    X 

9dx,  dy^ ITT— >0'-     .4.»   ■=^(^» 


7*  6     ■  -    ••^- 


fiibilituant  pour  7  ^   U  valeur  prilè    de  Téquation  de 
h   courbe)   -r-r <'*  donc  K («iar* -4^  <>')  =s 


% 
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fblvant  en  fêrie  la  quantité  (bus  le  figne  en  faifant  dans 
U formule  (a-f- J)»  5=  a»  -f-ina»""*  4  &c,fl=i,  J 

^— ^  «  multipliant  enfuite  tous  les  termes  de  la 


iéiicpa^dx,  intégrant,  &réduirant>  Ton  aura  l'arc  DM 

6a^  40*a'  ma" 

«4-  &c.  Si  Ton  (ait  kssa  Ton  aura  Iç  quart  d'cUipfe  D  A/| 

38.  Pkoblbmb.  ReÛiJier  un  arc  fyperlolîaue.  Soit 
fuppofee  A  M  {Fig.  1.)  une  hyperbole  dont  le  demi* 
premier  axe  s=:  a ,  le  demi-fecond  axe = b.  Ton  aura jf*  ^=9 

•4*      ,  .    -         b^xdx  j    ^         i4.*»  d  x^ 

*---- r>  en  fubftituant  la  valeur  de  y*  prife  de  Vé^ 

quation  de  la  courbe;  donc  y^(dx^  ^  dj^)=sdxx 

r  (  1  +  -r~î r  )  >  différentielle  qu'il  ne  fera  pas  dif- 

iicile  d'intégrer  en  la  réduifant  en  une  fërie. 
Kbmabqui.  Si  Ton  fait  {=x ,  cette  différentielle 

multipliant  &  divifant  par  i  ^ — a^,  la  quantité  fous  le  figne 

la    différegjielle     fera   =  .  ^.    y'^^^^^a) ' 

fuppofan^BIjntenant  (f+'i).  ?*  —  «*=!ax*,  ou 
ax-f-aa  .        a<i*    ,  adx 


B  jç^  ^7—  (lu  j        _     i»  i*  ^»       »    

»i  =^ on  trouve  4? «7=— r-  >«?==j-iY:r_,  ,\ 


jr  D'exprimé  pai  ici  l'abfcifle  de  la  courbe. 

E4 


T 
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dxj/'ax  ixV 


ax 


xyKX^a).y(x^ga)      i.J^  {xx^ax.ii--g}-gaa) 

^^ dxl/^ax  , 

■■ ; — Tî — r->  en  remettant  la 

valeur  de  g.  Si  rhjrperbolc  eft  équilaterc,  alors  J=fl& 
la  différentielle  devient  =«  _^?^ --,   si  l'on  fait 

'■■ *=^  d:  p  >  la  différentielle  deviendrai  =« 

grand  que  * ,  &  le  fignc  —fi  i>  a. 

S'il  s'agît  de  l'hyperbole  rapportée  au  fécond  axe, 
Tablciffe  fur  ce  fecond  axe  étant  j ,  l'ordonnée  étant  u , 

l'on  aura  i/  u  ï=  ~ .  (  ;  î4-i  i  )  (  par  la  nature  de  la 

courbe)=sf.({{i4-ii),cnfaifant^^  =  ^.  Lon  aura 
donc  uiu  r=^g  -idi.k  alors  l'élément  de  l'arc  hyperbo- 
lique fera=ï/'(rfï*  4- (fu*  )i  donc  à  caufe  de  Ju=:l?--^- 

u 

&dc(fu'=^-4_-X-  —S'^l      cet  élément  fera  =; 

Bai»,  out»  3=»  •—---,  on  aura  arrfr=S*£-i-,&  à 
cauft  de  t  «  ^  il=l},  l'on  arfr=  -i^  « 
i<?»  <'?»^((?-f-i).t  *-*-«*) 


& 


K(g-+-0.»K(4«  — *i)  K(l?-H**) 


■■MMik* 
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3  .K(jfx-f-*r.  (1:  —  i)~i2J0 


On  a  trouvé  ci-deffus  (jj.)  que  la  différcnrielle  de  l'arc 
hyperbolique  en  rapportant  la  courbe  aux  afiymptotcs  ôc 

fairantg=aa,ctoit?=^l/"(î+-+-f  ^-)-Si  l'on  faitt=T/*:«=xS 


^^  I 


cette  différentielle  deviendra  =  -x^'f  dxy^ixx-hg^); 

car  alors  rfî;=J^  x'^^dx^ 
L'on  a  trouvé  ( $7 )  que  réiément  de  lare  elliptique 


étoit 


i».  *»rf;e* 


ît  ^Viàx^-^-        '\      \.  ).  Si  Ton  fait  7=* 
8c  -T  =^*  cet  élément  devient  *=:<fç  |/^(  i-f-   fj^^  -^  ) 

En  fuppofant  ({f— »  )  -  ^i^  aa  =  ax  y  ou^^ss 

ax  —  aa    ,,                    ,       adx     .               adx 
— ■ ,lon  aura  I7d7= ,dy  s=- TnTI  ^^ 

dix 

r7-7 ^ Ty'v T  >  &  en  fairantlordonnéc 

V  ig^  i)  .%yiax—aA) 

âxy  ax 

^ru,  l'on  aura  V  (rfaW(i^ï)= — —• ; — ; — ; — T 

dxV^  ax dxl/'ax 

^  étant  une  quantité  pofitive  = ^ — .  U  faut  bien 

fc  (buvcnir  que  dans  ces  formules  x  n*eft  pas  rabfciflc 
de  la  courbe. 

19*  Si  l'angle  des  ordonnées  &  des  abfcifles  n*étoitpas 
droit,  la  formule  de  1  clément  is  fçroit  différente*  Soit  ÇPig. 
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14.)  Tanelc  M  P  N=  r  >  en  Tuppcfant  M  n  parallèle  aux  x 

=rAP,fangle  Mnp  fera  égal  à  Ton  alterne  interne /ipN 

=  ç.   Je  tire  M  R  perpendiculaire  à  lordonnée  m  p  , 

le  triangle  reélangîe  M/i  R>  donne  (en  faifant  le  finus 

t        V  #•  ««  9  t%        ^x .  col.  7 

total=  r)  r  :  coC  li  nmn^ss.  dxm  R=  ' 

Le  même  triangle  donne  (  M  R)*  =  J  x*  —  "*^ 

Or  Rm=Rn-^nm=  '  ^  ^^^'^  ^  <y  %  fc  le 
triangle  rc^angle  M  m  R  donne  (Mm)*=:Crfi)*  =a 

(R/i2)*H-(MR)»,ourfj=K(rf**-*-rf7*  ±  ^'^y^^  ^ 

^  xrfj  ).  Le  figne  -f-  a  lieu  lorfque  Tangle  i  eft  aigu  & 
le  figne  — -  fi  cet  angle  eft  obtus» 

.  Si  une  courbe  A  B  étoît  rapportée  au  foyer  C 
(  Fig.  I  j  ) ,  en  décrivant  du  point  C  avec  le  rayon 
C  B  =iy  1  arc  infiniment  petit  B  n  »  Ton  auroit 

B  h  e=s  i s  =  y^C  ^  *  *  -H  dy^^f  formule  dans 
laquelle  il  faut  éliminer  d  x  qui  eft  un  arc  dé* 
crit  d  un  rayon  ^  variable  ;  par  conféquent  on  ne 
peut  trouver  l'intégrale  qu  en  chaffant  d  x. 

40.  Problême.  ReSifier la  fpirale  d^archimedes 
(Fig.  16).  En  faifent  C  A  :-=fl,  la  circonférence 
de  ce  rayon  =5=  c  ,  Tare  A  M  =■  ç ,  le  rayon  CB 
4e  la  ipirale  ==  y  ,  Ton  aura  a  j  =  c  y  ^  a  d  \ 
i=  c  a  y.  Ayant  décrit  du  point  C  ,  Tare  infi- 
niment petit  B  n  ,    l'on   aura  M  m  =  d  %  : 

Bn  =  ijr::tf:y,  Q\xd  x  =  "^ ,  dx  ^= 

<- — ^  ;  mais  ir  =  ^-^  ;  donc  ir  *=*^!^ -^  > 

Au  ^         a  a^ 


*  Si  Tangle  x  «  M  n  R  étolc  obtus ,  le  point  R  lomberoît 
tntrc  n  &  m  &  Ion  auroit  R  m  ■—  «^  — 
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Viày  '  -H-i*  »)  =  i^v^(n-^*4l) 


=    "^  •^y  •  V (>* -+- — r  )   9    diftérenciellc 

qu  on  peut  facilement  intégrer  par  les  fériés. 

Nous  avons  trouvé  ci-deflus  (  36.  )  que  l'élément  de 
lare  de  la  parabole  ordinaire  de  l'équation  j^  =3  ax 

«ft  x=  -^  !/"(  oa -H  4^^  *),  cette  quantité  cft  =  î^  X 

V^{  j  <ïfl-H^  *  )>  tf  étant  le  paramètre >  c'eft-à-dire>que 

1  élément  de  l'arc  de  la  parabole  ordinaire  A  M  (  Fig.  i.) 
eft  égal  à  la  différentielle  dj,  divifée  par  la  moitié  du  pa- 
ramètre &  multipliée  par  la  racine  de  la  (bmme  desquar* 
rés  de  Tordpnnée  &  du  demi-paramètre  3  donc  (  Fig.  1 6.  ) 
fi  fur  CP  (  perpendiculaire  à  Ci  prife  pour  axe  )>  l'on 

décrit  avec  le  paramètre la  parabole  CN  ^dont  CP 

c  « 

«=*,PN  =  Ci=j,CNfcra=^S.^.KCy»H-^)j. 

donc  l'arc  C  /i  =  C  N  ;  ainfi  la  reâification  de  la  fpiralc 
d'Archimedes  dépend  de  celle  de  la  parabole  ordinaire* 

41. Problème.  ReSiJîtr  la  fpiralc  hyperbolique 

C  M  (Fig.  17.)  foit  ==  a  ,  le  co-finus  de  Tangle 
du  rayon  avec  la  courbe.  Dans  le  triangle  reâan- 
gle  mm  n.  Ion  a  (en  faifant  le  finus  total  =  i) 

fl  :,  I  :  :  m  n  =  dy  :Mm  ==  d  s  =  — ^  ;  donc 

rarcCMeft=";  mais  le  triangle  redangle  CMT 

donne  a  :  x  :  :  y  :  M  T  ==  -^  =  -^;  donc  Tare. 

•'  a  '  a 

C  M  eft  égal  à  la  tangente  M  T.  Si  l'angle  de  la 
courbe  avec  ion  rayoa  eft  de  4^^"^  degoétf  ,  1* 


MMM 
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triangle  redangle  M  C  T  fera  ifocelle  ,  &  Ton 
aura  M  T  ==  V  2^  *  =  ^  V/  2.  On  peut  voir 
par- là  ,  que  quoique  la  courbe  MC  falie  une  in- 
finité de  révolutions  autour  de  C  avant  de  pou- 
voir parvenir  à  ce  point ,  cependant  fa  longueur 
eft  égale  à  une  ligne  finie  M  T.  Nous  fuppofons 
le  rayon  CM  fini. 

Ayant  décrit  un  cercle  d'un  rayon  C  s  =  a  , 
par  !e  point  A  ou  la  fpirale  coupe  le  cercle ,  je 
tire  la  ligne  indéfinie  C  D  &  par  le  centre  C  la 
ligne  C  B  perpendiculaire  à  C  D.  Entre  les  lignes 
CB,  CD  comme  affimptotes  ,  je  décris  Thyperbole 
FH ,  dont  la  puiflance  foit  =r  ^^ ,  &  du  Centre  C  » 
je  décris  lare  n  M  D. 

Maintenant  fi  on  fuppofe  qu'en  faifant  A  j==»  ^  ^ 
A  g  ==  c  *,  l'on  ait  toujours  \  =  c  Lj^ ** ,  Ton 
aura  Téquation  de  la  fpirale  logarithmique  à  \  = 

c .  — .  Mais  les'  fcâeurs  femblables  C  i  /,  C  M  n 
donnent  il:  s  f;==id\i  :  y  :Mne=:  dx==^'^ — ^ 
d  y  ^  tn  fijbftituant  la  valeur  de  i  7  ;. 

les  mêmes  feâeurs  donnent  jf  :  d  x  == ~  :  :  Ci 

fc=s  a  :  sf=^ ^  ;  donc  Tare  A  j  ==  S. i%Si 

y  y 

Ion  faifoit  A  D  ==  *  &  A  C  ===  b ,  Ton  auroît 

*  L'on  pourroit  fuppofer  larç  A^  égal  à  la  circonfé- 
rence du  cercle. 

**  &  Ion  fait  ^  =7zL-^j  on  aura  encore  une  autre 

équation  qui  appartiendra  à  une  fpisale  logarithmique^ 


a 


\ 
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Tefpace  î*  A  H  D  =»  S.  ^ — ^ ,  comme  cela  eft 


évident  par  ce  qu'on  a  dit  ci-^deffus  (8);  donc  fi 
on  fait  C  M  =r-  C  D  ==  y ,  ^ -4- *  fera  =  7, 
dx=iy  8c  Tefpacedont  on  vient  de  parler  fera 

r*  ^  ^  ^  y  c^*  » 

s-=:  5, :£..  Sx  Ton  multiplie  Xs  par  a ,  il  vient 

S.  ^*^*  ^y ,  &  Ton  a  l'aire  AFHD  za.Aszx 
S.  i:  S. ^::  tf;r;  donc  AFHD  ±«1 

7  y 

— -  .  A  5.  Suppofons  maintenant  que  Tare  A  L 

ibit  tel  que  Ton  ait  a  :  c  :  :  A  L  :  A  i  ,  Ton  aura 

—  =  -j—  ;  donc  Tefpace  hyperbolique  AFHD 

fera  =^4 .  A  L.  Si  a  «=  c ,  le  point  L  tombera  (ùr  le 
point  s.  Si  le  point  M  eft  dans  la  première  fpire  *  hors 
du  cercle  (à  compter  depuis  le  point  A),  Tare  A*  fera 
plus  petit  que  la  circonférence  ;  s'il  eft  dans  lafeconde 
(pire  )  l'arc  A  i  fera  égal  à  une  circonférence  entière 
plr.s  un  arc  moindre  que  la  circonférence  ;  s'il  eft  dans 
la  troifieme ,  l'arc  fera  compofé  de  deux  circonfé- 
rence?, plus  un  arc  moindre  que  la  cîrconférence;&c. 
n  faut  dire  la  même  chofe  de  la  branche  qui  eft 
renfermée  dans  le  cercle.  On  peut  voir  par -là 
que  fi  l'on  connoiflbit  la  longueur  exaâe  de  l'arc 
À  s ,  l'on  auroit  la  quadrature  de  Tcfpace  hyper- 

*  Lorfque  i  eft  devenue  égale  ï  la  circonférence ,  elle  de« 
vient  enfuite  égale  à  une  circonférence  plus  un  arc  compté 
depuis  Torigine  que  je  fuppofe  en  A  >  &  fi  le  point  M  eft  à 
Textrémité  de  la  première  fpire  hors  du  cercle  1  l'arc  Ai 
fera  égal  à  la  circpofvcnce  ^  &c. 
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bolique  dont  on  vient  de  parler ,  &  qu'il  y  a 
une  très  -  grande  connexion  entre  la  quadrature 
de  rhyperbole  Se  celle  du  cercle* 

42.  P&oBLBME.  Reâijier  la  développante  du  cercle. Soit 
A  B  (Fig.  I  f.  )  cette  développante.  Puifque  le  rayon  s  B 
de  la  développée  eft  toujours  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
développement,  &  que  »  félon  ce  qu'on  a  dit  ci-defrus(z7.), 
en  fiaifant  Tare  A 1  =  i  &  le  rayon  CA=  a ,  l'arc  élémen- 
taire B  b  fera  =  '^,  l'intégrale  ^  fcra=  AB*  Si  7  cft 

a  °        %  a  ^ 

égale  à  la  circonférence  c  du  cercle»  la  branche  entière 

c  c 
AB  fera=  — .  Donc  on  aura  2  a  :  c  :  :  c  :  A  B  «  en 

%a 

fuppofant  que  A  B  défigne  toute  la  branche  5  c^eft'^à- 
dire ,  que  le  diamètre  du  cercle  eft  k  fa  circonférence 
comme  cette  circonférence  eft  à  la  longueur  de  fk  dé- 
veloppante 5  ou,  ce  qui  revient  au  méroe>  la  circonfé- 
rence du  cercle  eft  moyenne  proportionnelle  entre  le 
diamètre  &  la  développante. 

CorollairbL  Donc  fi  on  décrivoit un  (ècond  cer- 
cle dont  le  diamètre  fût  égal  à  la  èireonférence  A  f  A , 
la  circonférence  d'un  tel  cercle  (èroit  égale  à  la  dé- 
veloppante du  cercle  Ap  A.  Si  Ton  décrivoit  un  troi- 
fieme  cercle  dont  le  diamètre  (tit  égal  à  la  circonfé- 
rence du  fécond  »  la  circonférence  de  ce  troiiieme  cer- 
cle» feroit  égaie  à  la  développante  du  fécond ,  &  ainfi  de 
fuite.  Si  loa  décrit  donc  unt  de  cercles  que  Ton  Voudra 
dont  les  diamètres  foient  dans  une  progref&on  géomé- 
trique -4f  a:b  :c:  D:  ei  f:  g  &c.  De  manière  que  b 
(bit  la  circonférence  du  cercle  dont  a  eft  le  diamètre* 
c  la  circonférence  du  cercle  dont  b  eft  le  diamètre  ,  8e 
ainfi  de  fuite ,  la  circonférence  de  chacun  de  ces  cer- 
cles fera  égale  à  la  développante  de  celui  qui  le  précède. 

Corollaire  II.  Si  on  fe  ftfrt  du  rapport  d'Archi- 
medcs  pour  avoir  la  circonférence  d*un  cercle  dont  Ip 
diamètre  feroit  ss:  ±a,  l'on  aura  7  :  1»  :  :  1  a  :  c  = 

^-^ — y  donc  — ,  ou  la  développante   fera 

7  xa  ^'^ 

% .  1%  .  a ,  2 . 1%  .  a       2  •  IX .  XI .  a    /  ^  .  37\ 
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_     -    _  — I-     -  -    -^- — —        -  • 

Be  la  Cubature  dès  Solides  et  de  la 
Quadrature  de  leur  surface. 

43.  Nous  confidérons  ici  les  folldes  ,  comme 
produits  par  la  révolution    d'un  plan  au -tour' 
cfune  ligne  que  Ton   peut  appeller  axe  da  rota^ 
lion.   Si  Ton  conçoit  que  le  ptan  de  la  cowbà) 
AM(  Fîg.  13.)  le  meut  au-tour  de  Taxe  AP,, 
l'arc    de   courbe  A  M   engendrera  une  furface 
convexe ,  &  le  plan  A  M  r  un  (blide*  Soit  le 
rapport  du  rayon  à  la  circonférence  ^al  à  celui  de 
ri  Cl  Ton  aura  la  circonférence  décrite  pair  le  rayon 
FM  =^y  pendant  la  révolution  de  la  courbe  au- 
tour de  A  P  «en  &i(antr:ct:PM:  — r—  a=« 

r 

-^  Si  Ton  multiplie  cette  circonférence  par  la 
moitié  du  rayon  j^ ,  Pon  aural'aire  du  cercle  que  dé-, 

crit  P  M  =  -^.  Multipliant  cette  furface  par  Jfp 

sasstixy  Fon  aura  un  cylmdre  infiniment  petit (engei^' 
dré  par  le  plan  PMR/,  cylindre  qu  on  peut  regarder. 

c  y  ^  d  X 
e&mûierélément  du  fblide  cherché)  as -s^^ ^.   ^. 

2  r 
on  fubftitue  dans  cette  formule  la  valeur  de  ^  ^ 
tirée  de  Téquation  de  la  courbe  ou  du  plan  gé« 
nérateur ,  &   qu'on  intègre ,  Ion  aura  le  foHde 
cherché. 

Pendant  que  le  plan  de  la  courbe  fe  meut 
autour  de  Taxe  A  P  ,  Tare  infiniment  petit 
M 3^ décrit  la  furface  latérale  d'im  cène  tronqué' 
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dont  la  hauteur  eft  infiniment  petite  ;  pour  avoir 
cette  furface ,  il  faut ,  félon  ce  qu'on  a  dit  dans  la 
géométrie  (  104.)»  multiplier  le  côté  MM  du 
cône  tronqué  par  la  circonférence  qui  pafle  par 
le  milieu  n  du  côté  de  ce  cône  ,  ou  par  la  cir^- 
conférence  du  rayon  bn,  qu'on  peut  (uppoTer 
=  PM=y5or  îAjllt=y  (dx  ^-k^/*); 

donc—  V'C  J  x  »  -H-  rf  y  »  )  fera   l'élément  de 
r  "^ 

la  furface  cherchée.  Si  on  fubflitue  la  valeur  de 
y  &  de  ii  y ,  ou  bien  celle  do  d  x  dans  la  for- 
mule que  Ton  vient  de  trouver  ,  &  que  Ion  in- 
tègre ,  Ton  aura  la  furface  décrite  par  la  ligne  A  M. 

44.  Problême.  Trouver  la  foliditi  &  la 
fuptrficie  de  la  fphcre  (  Fig,  18  ).  Soit  le  diamètre 
A  B  =  2  r  ,  rabfciflè  A  P  =  x  ,  l'ordonnée 

p  M  =  y  9  l'on  aura  par  la  nature  du  cercle  gé« 

nérateur  A  M  B  N  ,  y  *  =  2rx  —  xK  Donc  la 

_         .     c y  ^  dx  j    .  j  €  X  xd  X 

formule   —^ devient  =  cxdx  —  —  ■       ,  .^ 

_    cy^dx   .        c    ^      j         c**         cx^ 

2  r  2  r      -^"^  2  3*2r 

Donc  la  portion  de  la  fphere  engendrée  par  le 
demi-fegment  APM  en  tournant  autour  de  Taxe  AB 

^        c:c*  cx^  3rrx^ — ex'  p.,,      ^ 

cft== —-7 —  ==^ 7 •Siloniup- 

2  0  r  6  r  ^ 

pofe  X  ==  2  r  ,   la    fphere    entière   fera   == 

12  .  cr^  —  8  .  c  ,  r  ^  4c.  r^    »       ^ 

6  r  or  * 

a  cr.  îrj  or— -déCgne  un  grand  cercle  de  cette  fphere 


I 
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&  2  c  r  le  quadruple  de  ce  grand  cercle  ;  donc  la 
folidité  de  la  fphere  eft  égale  au  quadruple  d'un 
grand  cercle  de  la  fphere  multiplié  par  le  tiers  du 
rayon ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu  on  a  dit  dans  la 
géométrie. 

Pour  avoir  la  furface ,  je  remarque  que  Téqua- 

tiony  ^=i2rx — x  *  donne  y  =*  (  2  rr  — jf :r)  »  , 

,  dx.(r  —  x)      j   ^        àx^  {r^^xy- 

d  V  ==  — 1 r,  dy^  = i 1-  . 

•^  \l2rx  —  Xx)     ^  2rx — XX 

Subftituant  cette  valeur  de  dy  ^  dans  la  formule 
générale    -^^{dx^  ^  dy^)tc  réduifant ,  il  vient 


^JL.  ^(  _i:i^)  == —iizif — ..  Si 

r  2TX — XX  r.y(2rx  —  x  x) 

Ton  divife  \ç  numérateur  par  ^  &  le  dénomina* 

X     '         o          crdx 
teur  par  \{2tx  — -jp;ir)==j ,  Ion  a , 

Y 

dont  Kntégrale  eft  -. .  Si  l'on  fait  x  ==  2  r  l'on 

2T    CT 

aura  la  furface  entière  de  la  fphere  ==:  -:-I —  =3 

r 

a.rc;  c'eft-à-dire  y  la  furface  entière  de  la  fphere 

eft  quadruple  de  celle  d'un  de  fes  grands  cercles. 

Si  l'on  avoit  fuppofé  le  diamètre  de  la  fphere 

s;?=  2a ^  l'on  auroit  trouvé  S.  — •  \^(dx^ -h dy^) 


s=  . Si  1  on  tait  ricitaiz  ==  — - . lonaura 

r  r 

la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  eft  a  ; 

donc  la  furface  d'une  calotte  fphérique  N  A  M  efî 

égale  au  produit  de  fa  hauteur  par  la  circonférence 

dun  grand  cercle  de  la  fphere. 

Tome  IK  F 
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4^.  P  R  o  B  L  è  M  B.  Cuber  un  conoUe  parabo- 
lique d^un  genre  quelconque.  Suppofons  le  paramè- 
tre de  la  parabole  génératrice  =  1,1*01?  pourra 
repréfenter  toutes  Us  paraboles  par  l'équation  x 

c=;f"'j  doncy:=^x  -  ,y*  =  j:-  .     Subfti- 

cy^àx 
tuant  cette  valeur  de  y  *  dans  la  formule  — jp  t 


il  vient  i-^  J  :c ,  dont  l'intégrale        ,  ^^   , — 

m.cy    X    ^^  j^  valeur  du  folide  formé  par  la 
4r-+-2  rm 

révolution  de  la  courbe  autour  de  fon  axe.  Si 
on  fait  X  ==  a ,  &  que  cette  courbe  foit  la  para- 
bole ordinaire  (Fig.  i"'.  )  ,  Ton  aura  m  =2  ;  & 

le  paraboloïde  fera  =  ^"^^y-^-  Si  Ton  fup- 

pofe  y  =  P  M  ==  r ,  le  conoïde  fera  ==  f  c  r .  |. 
Or  \cr  repréfente le  cercle  dont  le  rayon eft  ==: 
t  =  P  M  ;  donc  le  conoïde  parabolique  du  pre- 
mier genre  eft  égal  à  la  moitié  d'un  cylindre  de 
même  bafe  &  de  même  hauteur.  Si  m  ==  3  ,  l'on 

aura  \  rc.  — .  C'eft-à-dire  ,  que  le  conoïde  de 

la  parabole  de  l'équation  v  '  ==  x  eft  égal  à  un 
cylindre  de  même  bafe ,  mais  dont  la  hauteur  eft 

feulement  les  7  de  la  hauteur  a  du  conoïde ,  & 
ainfi  des  autres. 

46.  P  R  o  B  L  Ê  M  E.  Trouver  la  furface  Sun  conoïde 
formé  par  La  révolution  de  la  demi-parabole  ordinaire 
autour  de  fon  axe.  Soit  fuppoféc  AM  (  Fig.  X*".  ) 
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h  courbe  génératrice ,  dont  l'équation  foity  *  =3 

^x-^  Ton  aura  adx  =*=  2ydy ,  dx  =  BIÈÏ^  j-^x 

*4»  Y* d  y* 
^'^^   '  '.  ^ — •    Donc  en  fubfti tuant   cette  ya-* 

leur  de  dx"-^   1  on  aur^  Télément  de  la  furfacô 

Maintenant  fi  Ton  intègre  cette  différentielle  par  lâ 
règle  fondamentale  *  ^  la  furface  cherchée  fera  == 

(4:y*-+-tfa)»-+-  C  Pour  déterifiînei? 


la  confiante  C  Ton  reqiarquera  qu'en  faifant  y  ==  o. 


c  .1 


la  furface  doit  être  ==:  o  ;  donc  adx  * (aa  )** 

C=Ô50u — tf  tf— hC==o*ouC==*— 1 

I2r  12  r  * 


c 


dohc   Tintégrale   compktte    eft  îî=  — 

12  Ar     '' 

^•^  I2r 

47.  Problême.    Trouver  la  fôlîdîié d?un  w* 
noïàe  engendré  far  la  réi^olmon  de  la  demirpara-^ 

Me  A  M  uutour  de  la  tangente  AB  (  Fîg.  i®'^  % 
Soit  le  paramètre  =^  ^  A*  =:  Fn  ==:=r  jr,  in  r^  AF* 
«=^5  PB  =  ^  y«  Le  cercle  décrit  avec  le  rayon 


^'  »■    ■    *  ■         '■     ■  >   >i 


■w 


*  Ccft-à-dire,  en  augmcntaût  rcxpcifanti-  d'uiie -unité, 
divifant  par  •  -H-  i  =  ^ ,  &  par  la  iiflerenticlk  Zy  dj 
de  la  quantité  fous  Xe  ligne* 

.      Fa 


mm  *  Mi.  Il  ■■ 
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F  N  fera^  =  — •  Multipliant  ce  cercle  par  dy, 

Ton  aura  Télément  engendré  par  le  plan  B  M  F  n 

cx^dy  _  i2l^(àcaufede:.'=^  A 

par  la  nature  de  la  courbe  )  ,  dont  Tintégralc 

eft       -y        =3 = ,  en  met- 

^     lo.a^r  10. a^r  10. r 

tant  a^^x'  au  lieu  de  y\    Si  Ton  fuppofe  ^.= 

AP=i,  PM  =  y=g,  le  conoïde  engen- 

dré  par  le  plan  AM  B  fera  =  j^. 

Mais  le  cercle  dont  b  eft  le  rayon  eft  ==s 

— -.  Si  Ton  multiplie  cette  quantité  par  g ,  1  on 
ar 

r  h  ^  a 

aura  un  cylindre  2. ,  qui  fera  au  folide  qu'on 

2  r 

ch^g    cb^g         I       I 
vient  de  trouver  comme  -jj  :  r^^-j:  :  :  —  :  ^  r. 

10  r  :  2  r  :  :  10  :  2  :  :  y  :  i.  H  n  eft  pas  difficile 
de  voir  que  le  conoïde  engendré  par  le  plan  ÀPM 

y  r 

48.  Problème,  Troui^r  la  foUdité  ffun  co- 

noïde  hyperbolique  formé  par  la  révolution  diune  hjh 

pcbole   autour  de  fon  axe»    Soit  fcppofée  A  M 

(  Fîg.  12  )  ime  hyperbole  ordmaire ,  dont  Téqua* 

b"- 
tion  foit  y  *  =  — -   (2ax  H-  x^  ).  Si  Ton  fait 
^  a*- 

a  a  i  2b  ::  2b  :  p ,  l'on  aura  le  paramètre/^  =s 

îA'&fc*x=lfL,  ~==:-^,  AinC  réquation 
a  2       a^        2a 
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fera  y*  =-^  ^  (  2ax  ^  x  x)*   Si  Ton  fait 


2a 


le  premier  axe  ==  a  ,  cette  équation  fera  ^^=3 

a  ^  ^  xt     ^  2ra 

PC    /fljr*  x^ 


S.(axdx^i-x^dx\  = •  ( 1 \Si 

on  fuppofe  X  =  tf ,  le  conoide  hyperbolique  de- 

2r     A    ^     6    ^  2T     ^ 

fait  r  \  c  \x  a  i  — ,  Ton  aura  la  circonférence  du 

T 

rayon  a^  &  multipliant  cette  circonférence  par 

CL  C  H^ 

—-  Ton  aurala  furface  du  cercle  du  rayon  a==  — -  ; 

Multipliant  cette  furface  par  ^ ,  Ton  aura  un  cy- 
lindre dont  la  hauteur  feroit  If.  ^  &  ce  cylindiiie 
(era  à  un  cylindre  de  même  bafe  >  mais  dont  la 
hauteur  feroit  ==  a  ,  comme  -^  :  a  :  :  ^p  16  a. 

Ainfi  un  conoïde  hyperbolique  dont  la  hauteur 
*efl  égale  au  premier  axe ,  eft  au  cylindre  de  même 
baze  &  de.  même  hauteur ,  comme  le  quintuple  du 
paramètre  du  premier  axe  eft  au  fextuple  de  cet 
axe.  Si  Thyperbole  eft  équilatere  y  alors  p  =  a 
&  le  conoïde  hyperbolique  dont  la  hauteur  eft 
égale  à  Taxe ,  eft  au  cylindre  de  même  bafe  &  de 
même  hauteur  comme  $  :  6. 

4P*  Problème.  Trouer  la  furfaet  éTun  cq* 
noïdc  hyperbolique  formé  par  la  révolution  de  Vhy^ 
fzrboU  équilatere  autour  de  [on  axe.  £n  faiGmt  !• 

Pi 


mmmt 
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I 

demi-axe  CA==a,  Ton  a  y  *=jr* —  aa^en  comp* 
tant  les  abfciflès  CP  (Fig,i2)  du  centre.  Donc  ^  =3 

^(xx"^aa)^dy=s-—^ — — -  ;   donc 

^^    ^         y(xx — aa) 

r  "^  ar    ^ 

c=  S.    ^       (x^  —  — T-  )»Cenfai(ant2aa=g* 
ar    \  g 

&  divifant  fous  le  (îgne  par  g  ^  &  multipliant  hors 

/*   O  Im    V 

du  figne  par  g  )  =  S.  ~ —  .  {x  *— i  *)  »,  en  faî^ 


a  •  r 


a^         tf* 


fant  — g  =  —  ==  t  *  5  on  pourra  intégrer  par 

les  fériés. 

jo.  P  R  G  B  L  Ê  M  E.  Ttouwt  I4  foUdité  iTun 
çonoïde  hyperbolique  produit  par  le  plan  D  g  A  C  , 
lorfque  V hyperbole  A  g  fait  fa  révolution  autour  du 
ficond  axe  C  D  (  Fig.  1 1  )•  En  £û&nt  le  demi- 
premier  a.^e  =  A ,  le  demi-fecond  axe  =  b^  Yoa 

b  b  aa 

aura  J'*  =^  (*^  —  ^^)3.ou**==  jy  x 
(yy  '^  b  b).  La  circonférence  du  cercle  décrit  avec 
le  rayon  ÇPc=aH  G  eft  ==-^  &  fa  furfece  eft 


Si  Pon  multiplie  cette  furface  par 

H  D  ==  m g=  rf^ ,  Ton  aura  —  dy^&êment 

du  folide  produit  par  le  plan  D  g  H  G,  Si  dans 
cet  élément  on  fubftitue  la  valeur  de  x;r ,  Ton 

*  ar  bb  O * ^^ ^ ^* ^J' ) * ^^^^ rintégrale efl 
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coLCL    ^  y*  »,\  c     ^   aa 


^Tjï  (^-Hi^>)  =j;:  (^y -+-««;')  * 
Si  Ton  fuppofe  p,g=s=y  ==  b  ^le  conoïde  de- 

vient  =  ^(^H-fl»0==-f  C^^^O 

*=—-•(-•*)•    Mais  •- — défîgne la  furface  d  un 

cercle  dont  le  rayon  eft  =  a  ;  donc  le  conoïde 
hyperbolique  formé  par  la  révolution  de  Thyper- 
bole  autour  du  fécond  axe  &  dont  ta  hauteur  eft 

égale  au  demi -fécond  axe  b  eft  les  7  d*un  cy- 
lindre de  même  baze  &  de  même  hauteur* 

Si  du  foHdedont  on  vient  de  parler^  on  retranche 
le  cylindre  C  A  i  D  ^  on  aura  le  folide  engendré 
par  le  plan  ^  A  ^. 

y  1 .  Problème.  Trouvtr  la  folidité  d^un  candide  hy^ 
perbolique  engendré  par  le  plan  SRm  upendam  queVhy* 
periole  FMS,  que  nous  fuppofons  équilâtere,  tourne  au-* 
tour  de  Vajjymptote  AR  (Fig.  4).  Soit  Téquation  de 
Fhyperbole  équilatere  y  x  =  a  *  &  foit  auiïî  fuppo- 

iee  AR«=RS==fl,ronauray*==2  — ;donc  — x 

a= ^+  X  ""  '  -f-  c.  Four  déterminer  la  conf- 

tante  C  9  je  remarque  que  le  folide  cherché  doit 
être  ==  O ,  lorfque  x  eft  s==  À  R  ■==  a  ;  donc  -— 

j^^a^  -HC=o,  ouC  =  h--^,&  rimé- 
grale  cooAplette  eft  ==?  — •  ■—  — -.  Si  on  fuppofa 
«ac^o*  iW  folide  dwk«=??«'~^'  Or  —j  daigne  m 

F4 
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cà^a       c  fl  ' 

cercle  dont  le  rayon  eft  =  a,  6c  — ==— - 

défîgne  un  cylindre  dont  le  rayon  de  la  bafe  fe-- 
roit  -  û  &  la  hauteur  -=  a ,  ou  un  cylindre  dé- 
crit par  la  révolution  du  plan  A  R  S  T  aurour  de 
A  R  ;  donc  ce  cylindre  e(r  égal  au  conoïde  infini- 
ment long ,  décrit  par  le  plan  R  S  m  ii. 

^jz.  Problème,  Trouver  h  folide  engendré 
par  le  plan  N  P  a  m  ,  pendant  que  la  logarithmique 
fait  une  révolution  autour  de  jon  ajfymptote  Va 
(  Fig,  y  )•  La  fous-tangente  de  cette  courbe  étant 

V  d  X 

fuppofée  =  a  ,  Ton  aura ^ —  ==  a  ^  dx «=3 

^:donc — S.  y  ^  dx  ==  —  S.  aydy  ssaa 

y     ^  2r     -^  2r         "^     "^ 

— .— =^ —  =  — ^ — . — .  Si  Ion  luppole  quejr 
ss=r:  PN  eft  =  ^,  le  folide  produit  par  Tefpace  in- 
finiment long  N  m  a  P  ,  fera  == •  — . 

^  2r       2 

Or défîgne  la  furface  d*un  cercle  dont  le 

rayon  z=  b  ;  donc  ce  folide  eft  la  moitié  dun 
cylindre  dont  le  rayon  de  la  bafe  eft  l'ordonnée 
dfela  logarithmique  9  &  la  hauteur,  la  fous*  tangente 
de  la  logarithmique. 

53.  Problème.  Trouver ^  I^  lafolidité,  i*.  U 
furjace  convexe  £  un  folide  formé  par  un  plan  B  M  fr 
qui  coupe  obliquement  un  cylindre  droite  de  manière 
que  la  feSion  pajfe  par  le  centre  de  la  bafe  du  cy^ 
Undre  (Fiz.  10  ).  Si  Ton  conçoit  une  infinité  d% 
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plans  MmP,  CD  a,  perpendiculaires  à  la  bafe 

de   Tonglet,  ces  plans  formeront   des  triangles^ 

reâangles  femblables ,  puifque  teurs  angles  fîtués 

fur  le  diamètre  b  B  perpendiculaire  à  A  ^z ,  feront 

égaux.  Paf  la  nature  du  cercle ,  pn  faifant  P  m  =^y, 

b  B  =s=  2  a  9  Ton  a  v  *  =z  3,  a  x  —  x  jr.  Si  Ton 

fait  la  hauteur  du  folide  D  a  ^=  b  ^  les  triangles 

femblables  C  a  D ,  M  m  P  donneront  C  a  =■  a  : 

fcy 
a  D  ==  fc  :  :  P  m^=iyi M  m  =  -^.  Multipliant 

M  m  par-^  ,   Ton   a   le  triangle  M  m  P   =x=3 

h  y  y 
— -^-^l  fi  Ton  multiplie  ce  triangle  par  dx='Pp; 


2  a 


Ton  aura  Télément  de  Fonglet  == .  i  x  == 

2  a 

—  (  2axdx  —  X  xdx  )  ^  dont  l'intégral© 
2  a 

eft   =   —    (  tfx*  —  )    =  —    X 

2a  3  2a 

(3tfx^— y    )g^  lorfque  tP  =:ceft  =  2tf  ,ron  , 

3 
a  la  folidité  de Tonglet  =  y  aàb  =  aa  .^b , c*eft- 

à-dire,  que  la  folidité  d'un  tel  onglet  eft  éealeàun 
prifme  dont  la  bafe  feroit  ^le  au  quarré  du  rayon 
de  la  bafe  du  cylindre  &  dont  la  hauteur  feroit  les  f 
de  celle  de  Tonglet. 

Pour  avoir  la  furface ,  je  remarque  qu'en  mul- 
tipliant l'arc  élémentaire  n  m  par  m  M  ^  l'on  aura 
l'élément  de  la  furface  cherctiée*  En  comptant 
les  abfciflès  du  centre  l'élément  de  l'arc  circulaire 

eft  (  51.)  :;î=;£-7: r  ==  — .Mais  mMeft 
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-^  comme  on  vient  de  le  voir.  Donc  l'élément 

a 

de  la  furface  efl  =  b  dx  8c  la  furface  cherchée 
==rr  b  X.  Si  X  ===  a  ^  la  demi  -  furface  convexe 
de  Fonglet  fera  -=  b  a  ^  Se  par  conféquent  la  fur- 
£ice  entière  fera  =  2ab ,  ou  égale  au  reâahgle 
du  diamètre  de  la  bafe  du  cylindre  &  de  la  hau- 
teur de  fonglet. 

5*4.  Problème.  Soir  AD  (Fig.  9)un  quart 
ffellipfe  on  demande  le  rapport  des  folides  produits 
fût  la  révolution  de  Vaire  A  D  C  autour  du  demi-- 
grand  axe  A  C  ==  a  ^  du  demi-'petit  axe  D  C = b^ 

SoitCP  =  Mp=*jp,PMt=.Cj»=^^ron 

aura Y*=  — .  {aa  —  xx)  =  bb .x^^x^ 

"^  aa  au 

c=aa — T-T*  y^  ;  donc  lé  folide  produit  par  la 

révolution  de  Taire  elliptique  C  P  M  D  autour  de 

ACfera=— xS.y*ix=^S.C  bbdx 

2r         ^  2r      \ 

-—  — jr*ijf  ^= — ^{bbx ^)'Sironfait 

aa  y       ar  ^  ^aa^ 

X  ==  a  ,  le  folide  décrit  par  le-  quart  dellipfo 


A  C  D  fera  =  — •*  b'^  a.  \jt  (blide  produit  par 
la  révolution  du  fegment  Cp  M  A  »  autour  de  DC  , 

fera=— -S.  x^  dy  (parce  que  ici  Fordonnée 
f  M  =s  ;r,  le  cercle  décrit  par  œtte  ordonnée  eft 
*^  ;f-  ;f  *  &  la  différenrielle  de  C  p  ==  P  M  =  y 
t&^sssidy\  De  forte  qu*il  faut  chançer  y  txixy  8c 
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réciproquement  )  ==  —  S.  {(^ddy^^-YVy^iyysi 

C     ^  û  CL  y  ^    \^ 

—  Ç^aay  —     r,    \  Si  Ton  fait  jr  =  b ,  le  folide 

engendré  par  le  quart d'ellipfe  fera  =  — ^*  ^a^b. 

Donc  le  premier  folide  eft  au  fécond  comme  b  : 
a.  Si  a  ==  J ,  le  quart  d^ellipfe  deviendra  un  quart 
de  cercle ,  8c  le  folide  engendré  fera  un  hémif^ 
,.  c      »a^ 

yy.  PjioBLEMB.  Trouver  la  furface  décrite  for  k  quart 
fellipfe  A  D  autour  du  demUaxe  A  €•  Selon  ce  qu'on  a 
dit  ci-deflus  (^B),  la  difierentielle  dun  arc  elliptique 

cfi}/'{dx-^dy^)=di=}^(dx^^Jl^^  ) 

^i^yrf  ,  +_J*£l_)=_A fil 

.  > aa  /         . 


valeur  <fcjr=  — j/"  (aa—**)}  donc  — .  S.yKt'Ix'-H^') 
y  C  A  eit  G  jttiy'à  ce  qfte  AG  ae  ^,^1^     >    je 


'^s  — •  S.  d*|/"^««— «jf,  i— — 2.V'  Je  prelon- 
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prends  C  3  =  &  >  je  décris  enfuice  avec  Us  demi-axcs 
C  6 ,  Cb  ,  1  ellipfe  G b.  Maintenant  faifanc  C P  =x  » 

b  b 

lordonnée  Pu=r,  Ton  aura  j  *  =  ^^  ^  (  G  C  '  —  x*)', 
or  (  CG  )^  =  -î^  s  donc  j  *=*i  -^i-lf^Ililb^* 

s=  — .  ^ff« — XX' — — — ^)i  donc  multipliant  Pu =j 
fatdx ,  l'on  aura  l'élément  de  refpace  C.b?u,  &  cet  eC- 
pacefera  =  —  •$.  rfrl^^aa  — yy.  ^idonc 

en  menant  l'ordonnée  An ,  -  •j' r  (^*"H/p'*)=  — .SjA> 

fera  =  A  n  B  C  >  c'eft-à-dire>  que  la  furface  engendrée  par 
la  révolution  de  A  D  autour  de  C  A  eft  égale  au  pro« 

duit  de  —  par  la  furface  AnbC» 

S6.  P*R  o  B  L  c  M  c.  Trouver  Is  foliie  engendré  j^ar  la.  Tfpo- 
laûon  de  Vcœre  A  B  M  P  fendant  la  révolution  de  la  traâJrice 
autour  de  fon  aj^mptott  (  Fig.  6  )•  Soit  rabrcifTc  ^P  =3 

4r,PM=^,ronaura(i3)  dje  =  — --l^^ii?^:^^  s 

donc  ^^J^^^  =  -  ':i^^y^(''-iy\ ,   dont  l'inté- 
.  xr  r  r 

grale  eft  =—  r-.  (aa — yj)  ».  Comme  le  figne  — 

ne  change  point  la  valeur  du  folide  que  nous  cherchons» 

c  i 

ce  folide  fera  =  —.  (a  a  —  J'j)  *.  Si  l'on  fuppofejc=o,lc 

iblide  produit  par  l'aire  infiniment  longue  de  la  traârice  fera 

c  a^ 
s=    -jz — .  Mais  l'hémifphère  produit  par  la  révolution 

du  quart  de  cercle  A  D  B  autour  du  rayon  DB  =s  a  »  eft  » 
comme  il  fuit  de  ce  qu'on  a  dit  ci  -  deffus  (  54  )  >  = 

*  c    %  c  a  ^ 

— .  -.a»  = j  donc  cet  hémifphèrc  eft  au  folide 

%r  3  f.i  '^ 

qu'on  vient  de  trouver  »  comme  -  :  ^  :  .•  tf  :  3  :  :  »^  :  i- 

jf.  PnoBLBiiB.  Trouver  la  furface  décrite  far  l'arc  AU 
ie  la  traSrice  lorfqudk  fatt  fa  réyolm9ii  autour  de  fon  (/- 
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_  _  • 

Jymptote  B  P.  Les  triangles  (èmblables  P  M  T  ^    M  R  m 
donoent  PM:  MT  ::  MR  = —  iyi  JA  m=2  is ,  ou 

y  i  dii'-'djiJs ,  ou  — <irfj=ijrfj  &  — y  •  ds  =5 

—y .  y/'iix*  '^iy^)  = .aiy,  dont  Tintégrale  eft = 

— —  a  jr  +  C.  Pour  déterminer  la  conftantc,  je  remarque 
que  la  furface  cherchée  doit  être  =  o  >  lorfque jr  =  ai 

c  € 

<loac  C—  —  «tf=2o,ouC=:-+-  —  a  a  8c  Tint^grale 
complctte  eft  =5  — .  (a  — y  ).  Si  Ton  fait  j'  =  o ,  cette 

intégrale  eft  = =  •  a  5  c'eft-à-dire ,  que  la 

ilirface  infiniment  longue  engendrée  par  la  révolution 
de  la  traârice  autour  de  fbn  aflymptote  >  eft  égale  au 
produit  de  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  fe- 
roit  =  OL ,  multipliée  par  le  même  rayon  >]  ou  à  la  fur- 
face  convexe  d  un  cylindre  dont  le  rayon  de  la  baie 
&  (à  hauteur  fèroiennt  égaux  à  la  tangente  de  la 
traârice. 

5*8.  Problème.  On  demande  la  furface  engendrée  j>ar 
rare  cicloïdal  D/z  pendant  la  révolution  de  la  cicloï'e  au-» 
tour  de  la  tangente  ÔF  (  Fig.  7).  Le  dianoètre  du  cercle 
générateur  étant  fuppofé  =  2^9  t'abrclife  D  P  =  :c ,  la 
corde  DM»  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre 

&  l'abiciffe  y  (èra=  l^(ia  ,x);  donc  Tare  D  n  qui  eft 
double  de  cette  corde()i)  fera =2  y^(i  a.x)  y  donc  1  e- 

]émentn/eft=: — tt =  rfx.  Si  Ton  fait  tourner 

V  X 

cet  élément  autour  de  DF,   il  eft  évident  que  l'on 

aura  Télément  de  la  fiirface  =i—.  In.  — t-^ —  =q 

r  y  X 

^.y  x.dxx\/^%a{  à  caufe  dcZn=5DP=»*). 

Donc   en    intégrant  >    la   furface    cherchée   fera  =? 

•^V^ia,-.**s=: •  çx.  l/"(»a.*),Sixdevient=2fl, 
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la  furface  décrite  par  la  moitié  D  A  de  la  cidoïde  fera=s 

Se 
— .  d(L 

5P.  Problcme.  Qiie  la  cowhe  AMB  (Fig.xo.)* 
dont  on  a  farlé  dans  la  Prendre  Partie  de  cet  Ouvrage  , 
(  Courbes  algébriques  i  tf,  )  fajle  une  révolution  autour  de 
la  ligne  A  B  >  o/z  demande  la  valeur  du  folide  de  réyolutioné 

L  cquauon  de  la  courbe  eft  jf  *  = -^^^ =« 

^-  X  *  —  tf  fl  H (  en  divîlant ,  autant  qu'on  le  peut # 

la — x^  ^ 

par  — «x  -«-  X  a  )  >  dans  laquelle  AB=:a,AP=3X; 

donc  y  *rfx?=  — X*  if  — aaie -f-^ -,  dont  l'ia- 

x^ 
tégrale  en  ajoutant  une  confiante eft=:C  —  —  ^^aax 

•—la*  L.(2a  —  x).  Suppofbns  d'abord  que  cette  inté- 
grale devient  c=z  o ,  lorPque  x  =  o  ;  dans  ce  cas  Ton 
trouve  C  =  xa^  L*  2 as  donc  Tintégrale  completteou 
le  foUde  cherché  engendré  par  Taire   AMP    eft  =: 

c                   c     ^                  x^  \ 

— s.  y*  dx=— .  (  2  a^ L.za a^x —  aa*  L.iza — x) } 

&  faifant  x  =  a  >   le  folide  engendré  par  Taire  AMB 

fera=  — ^d*  (L.ia— L.a)  — j"  ^^•)Si  Ton  prend 

les  logarithmes  dans  une  logarithmique  dont  la  ibus-> 
tangente  foit  =  a>  (èlon  ce  qu'on  a  dit  dans  la  première 
<Sei£on  >  il  faudra  divifer  par  a  les  logarithmes  L  za, 

L.fl  5  donc  alors  le  folide  {era;=—rfl^  (L-xo — L.a) — ?.aO  . 

Et  ainfi  ce  produit  ne  fera  que  de  trois  dimenfions.  Suppo« 
fons  enfuite  que  S.  j  *  d  x  cft  =  o ,  lorfque  x =a ,  dans  ce 

cas  on  aura  C  =  ^a'  -t-xa^L.  a,  en  prenant  les  lo- 
garithmes y  comme  on  vient  de  le  direi  doncS.^^  tf  jc=« 

^  x^ 

•^.  a»-f-xa*L.(i a**-^a«»  L  .  (x«  —  x). 

3  3 

c 
qui  étant  multipliée  par — ,  donaera  le  folide  engendre 
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par  i'aire  Bmp.  Si  Ton  fait  x=%  a  ,    le  (blide   engen* 
dré    par    Taire  infiniment    longue    B  R  F  D   fera  =s 

— .  («*L.fl — fl*L.o  — — .  flOî  ce  folidc  fera  infini, 

parce  que  le  logarithme  d'une  ordonnée   ma  (Fig. f  ) 
infiniment   petite   efi  infinL 

do.  P  R  o  B  L  B  M  B.  Tfouver  VéUment  de  lafurface  funcéne 
Mique  A  /  £  (  Pig,  ii  )•  Suppofons  que  ce  cône  Toit  coupé 

f>ar  le  plan  A/B  qui  palTe  par  un  des  diamètres  de 
a  bafe  fur  laquelle  >  prolongée  s'il  le  faut^  tombe  la 
perpendiculaire  /F.  rrenons  un  arc  infiniment  petit  m /i 
<  élément  de  Tare  Dm  )  dont  la  tangente  fbit  TNl, 
8efi]ppofantCP=sx>C  A  =  CI>=^aj  &  que  l'on  a  tiré! 
les  autres  lignes  que  repréiènte  la  figure^»  de  manière, 
que  F  M  foit  perpendiculaire  à  T  M  «  il  eft  vifible  que 

'-^ —  repré&ntera  Télément  fnm  de  ta  furface  cher- 
chée 5  car  le  plan  M/F  paf&nt  par  la  ligne  /F  perpcn- 
diculaire  au  ptan  de  U  bafe^  fera  perpeadiculaire  au  même 
plan  de  la  baie  >  mais  la  tangente  TM  eft  perpendicuhiire 

Ear  conftruâjon  ,  à  MF  >.commune  feâion  du  jpbn  de  la 
aie  &  du  plan /MF,  &  de  plusTM  fe  trouve  dans  le  plan 
de  la  bafe  >  donc  cette  ligne  eft  perpendiculaire  au  plan 
/MF>  ic  pat  conféq,uent  a.la  ligne  /M  hauteur  du  trian-^ 

S  le  nfm.  Soit  maintenant  CF  =  i,  l'anele  CnT  étant 
roityfif  n?  étant  une  perpendicutaire  abaméedu  fbmnet. 
de  cet  angle,  fur  rhypotnénufc  CT,  l'onaC?  :  C/z:: 

Cn:CT,  ouxia::  a:CTa=:— .   Mail  CT:  C  a  :  t 

X 

_,-_   -- _          fltt            aa       i  m«T-i      (td'^hx     ^  . 
TF:MF,ou  —  :d:i-, hi:MF= .  Soit. 

XX  (t 

/F-^,  ron  aura/M:=>^(gg-^->^^^^^''^:')s  & 
parce  que  Mémcnt  de  l'arc  cirdaire  Dm  »  ièlon  ce 
quanaditci-deflUs(3i),eftsg^,^  ^  jl      x  »  Télénaeiai 


wmmm^mt 
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•«^^ 


aixir(^gg^^ -2 ) 


•P-^— "^"W" 


(aa  -4-  S*)  ♦ 

le$  formules  qui  pourront  être  ramenées  à  celle  quo 
Ton  vient  4ç  trouver,  dépendront  de  U  furfecçducôao 
oblique, 

6i.  PROBLâME,  Trùwer  le  foliit  produit  psr 
la  rét^olution  de  la  courbe  AD  (Fig.  3)  autour 
de  la  lime  SV  dijlante  de  Vaxe  DC  de  la  quarto 
titi  p.  Il  çft  vlfible  qu  en  faifant  M  N  ==  y  , 
Ton  aura  b  M  =±=  p  -+•  ^  ,  &  qu^en  fubftituant 

p  ^^  au  lieu 4e y  dans  la  formule  —  y^  dx ^ 

2r 

U  folide  engendré  par  Taire  SDAV  fera  = 
— «  S,  (y-i-pydx^  Mai$  le  folide  engendré  par 

leredangle  DCVSeft=i— •  S.p*  d*,qul 

»  r 

^tant  retranché  du  folide  qu*on  vient  de  trouver , 


c     o  ,  .    .      V .  j  c 


donnera S,(y-*-p)*iA:— «  —  X  S.d*  dx 

%r  ¥'4^'-  jir 

==:  .r^.  S,  (7  *  rfjF  r^-  ap^i:r)MO«  (A)  pour  le  fo^ 

2 1 

Ude  engendré  par  la  furface  CD  A  autour  de  SV. 


Si  rpn  çjhpngç^  en  X^  en  ftifantf^  =:  CD»sap  Se  i^=y  » 
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Ton  aura  **=xpj'-f-j'j»  &  —  S,  {ydx  -h  2fjdx) 

C  C     DC^ 

es:  —  ,  s.  je»  àx  =  — . — .  Ainfi  et  (blîde  «ft  égal 

2r  2T     X  » 

îffj 


à  un  cane  dont  la  hastcur  mk  &  dont  le  rajon  de  la  bafe 

cft  aufE  t=ix ,  car  alorsla  bafe  cft  ï= »   L'on  peut  re- 

%r  ^    , 

marquer  qu ici  gm  eil  t=  dx  >  fti: aue  le  produit  de  la  fur- 

ftice  que  décrit  «G    pendant   fa  révolution  par   dx^ 

cft  1  clément  du  folide  cherché. 

6a.  R  F.  M  A  R  Q  u  E  I.  Si  loti  vouloît  avoir  le 
folide  engendré  parj||ire  ABmM  (Fig.  13.)» 
ÇQinprife  entre  deux  ^irbes  ou  le$  deux  branches 
il  une  même  courbe  ^  on  chercheroit  féparément 
le  folide  cngendt^'par  îWe  A  B  mP  &  le  folide 
engendré  par  faire  'AMP,  l'on  retrancheroit  1© 
fécond  du  premier  &  le  problème  feroît  réfolu.  Si 
f  on  demândoit  le  iblide  engendré  par  la  courbe 
BmD  autour  d*une  ligne  /L,  parallèle  à  Taxe 
A  P  ^  Ton  chercheroit  la  valeur  générale  d'une  or-* 
donnée  D  L  ^  on  chercheroit  enfuite  la  valeur  du 
folide  engendré  paf  l'aijre  D  m  L  $  en  ajoutant  une 
confiante  qu'on  détermineroit  par  cette  condition 
que  ïintégrale  s*évanouîroit  lorfqu  on  auroit  A  F 
: — fm  ==p  g  ,  par  exemple.  On  chercheroit  en^ 
fiiite  la  valeur  du  folide  produit  par  Taire/m  B ,  la 
fomme  des  deux  folidescooneroit  le  folide  cherchés 
ôtant  fuû  de  fautre  Ton  aura  leur  différence.  . 

Remarque  II.  ^ilonvouloit  la  furface  dé- 
crite par  Tare  A  g  (Fig.  11),  autour  de  la  ligne  T  h^ 
diftante  de  CD  y  que  nous  pouvons  regarder  comme 
Taxe  delà  courbe,  delà  quantité  TC=2=p;  en 
faîfantDç==^,  l'on  auroit  hg==^p  r^y^  & 
Ton  fubrtituetoit  p  -4-^  au  lieu  de  y  dans  la  for- 

mule—  yV  (  àx^^iy^  )  5  de  forte  que  la  fuc-ï 

w 

Tome  IV.  G 


mi0m 
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face  cherchée  (eroit  ==  —  •    S.    (  p  -4-  y  )  • 

Remarque  III.  Si  les  eo-ordonnées D M  , 
A  D  (Fig.  22  )  étoient  obliques,  il  y  auroit  quel- 
que changement  dans  le^  formules.  Soit  langle  des 
coordonnées  ==  j,  A  D  ==  jc,  DM  ==^  , 
D  F  =  p  &  fuppofons  que  la  courbe  tourne  au* 
tour  de  1  axe  B  F  parallèle  à  Taxe  A  D  »  on  de- 
mande la  furface  qu'engendrera  la  courbe  &  le  fo* 
lide  que  produira  Taire  ^jÊjf'^*  Ayant  tiré  M  L 
perpendiculairement  à  A  iT,  le  triangle  redanglé 

M  P  D  9  en  faifant  le  fînus  total  =:  r ,  donne  r  : 
fmusî::^:PM=«^2^^p^ 

LP  =•* ^  ;  donc  L  M  ==*»  - — tr — ^  î  oa 


r     r 

a  encore  PD  aies — 2— &  AP=ar—  — ^^*  Si 

r  r 

dans  la  formule  ^S.(^-j-p)*ijf  (5i)  on  met  ^^     "'^ 

au  lieu  dcy-+-p  &  la  différentielle  de  x — ^^JL^  g^^ 

lieu  de  tlx  ^  la  formule  A  (  de  l'endroit  cité  )  donnera 
le  folide  engendré  ^arjefpack  AMP  autour  de 

* 

çiel  il  faut  ajouter  le  folide  engendré  par  le  trîangld 

PMD  ;  c'eft4-<firè  —  -^^^  S.  -^^^^^  •   " 

2r        r^  r 

(y*  ""^  ^Py)>  ^^^fi  ^^®  ^ous  le  verrons  bien- tôt 
9c  le  foli4e  cherché  fera^ac=        ^V*  S.iy^^2py}ix 


riM*MM* 


Si  Ton  (vppofc  p  =  o  ^  on  auia  le  folide  engendra 
autour  de  iWe  A  P» 

Si  Pon  veut  avoir  la  furfacc  décrite  par  la 

courbe  A  M  ^  on  fubÔituera    ■^■'     •  (y  ''-4-  j^  ) 


au  lieu  dey  dans  la  ftwinule  y  y  \/(  i*^  -t-^'y*) 
mss  -*-^yds^6c  l'on  aura  la furface dierdxee s^ 
■^'-  "'^  *  S.  (y-f-^)  ^J»  MaÎ3  ici  is  n*è!k 

pas  =i  V^<  irfj:*-4-  ày  ^  )  i   mais  rfx  =^ 

ctoit  obtus,  fon  co-finus  feroît  négatif  »  &  Ton  chan- 
fferoit'le  figne  du  fécond  terme  de  la  quantité  fous  le 
»Çne,&  3 en &cile  de  voir  quel  changement  il  faudroi't 
faire  dans  la  formule  du  folide  engendré  par  l'aire 
AMP.  Dans  le  même  cas  le  folide  décritpar  le  triau* 
gle  D  M?  feroitnégatif;  e'eft-à-<fire ,  qu'on  le  re* 
trarnâiètoît  au  lieu  de  f  ajouter. 

Si  dans  Lu  formule  A  (  61  )  5  au  lieu  de  y  Toti 

fubûitue  la  vtaleur  de  P  M  =  ■■■^''■"  y  5  mi  lieu 
de  /^,  la  valeur  de  fLssss  -^ p  ;  au  lîcu^de  âx^  la 
élffifreiltielfe 


-^2-1:2^^  8c  quePj^«=»V  m  peut  être  regard* 

comme  tetHfférentielle  de  'P  D),  &  qu'on  regai-de  \ 
comme  confiant ,  Von  aura  le  folide  engendré  pâi 
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Si  la  courbe  eft  rapportée  à  un  foyer  F  (Fig.  23), 
pour  trouver  le  foliae  produit  par  la  révolution  de 
Faire  A.  R  F  autour  de  la  ligné  G  T  ,  parallèle 
à  A  F ,  je  cherche  le  folide  élémentaire  produit 

!)ar  le  triangle  infiniment  petit  DRF.  Que  la  révo* 
ution  fe  fade  par  un  arc  infiniment  petite  le  point 
D  décrira  Tare  infiniment  petit  D  P  &  le  point  F 
Tare  F  b.  Dans  ce  mouvement  le  triangle  élémen- 
taire D  F  R  décrira  un  foUde  9  qui  aura  pour  faces 
deux  triangles  &  trois  quadrilatères.  Ce  lolide  peut 
être  repréfenté  par  la  Figure  24, 

par 

Tune  triangulaire  i  D  R  F ,  *  l'autre   q'iiiadrilatère 

£  D  K  p  ?•  La  folidité  de  la  première  eft  égale  au 

produit  du  triangle  F  D  R ,  par  le  j  de  b  F.  La  fé- 
conde éft  égale  au  double  d'une  pyramide  qu! 
auroit  FDR  pour  bafe  &  DP.  pour  hauteur  ;  ce  que 
Ton  comprendra  aifémçnt  ,  en  concevant  le  plan 
b  PR  qui  la  divife  en  deux  pyramides  qui  ont  même 
fommet  b  ,  &  dont  les  bafes  foot  chacune  la  moitié 
4u  redangle  PpDR;  mais  à'ailleursla  pyramide 
b  P  pK  a  auiïî.p  R  =P  D  pour  hauteur  &  le  trian- 
gle bPp  r=:  FDR  pour  bafe.  Donc  la  féconde  py- 
ramide eft  les  7  du  produit  de  FDR  par  DP;  donc  le 

folide iaémentaire eft ^ FDR  ÇF^-^^-^.DP; . 

donc  lorfque  la  révolution  fera  entière  5  le  folide 

FDR 

.élémentaire  fera  égal^u  prpduit  de par  la 

circonférence  décrite  par  F ,  plus  le  double  de  la 
circonférence  décrite  par  le  point  D. 

Soit  FD  =y  9  l*arc  g  h  (décrit  avec  le  rayon 
jFgs=34).=è=i^  ;  doncAL=ift*  Si  Ton  fait 
Varc  P 171  (  décrit  du  centre  f  avec  le  rayon  y  ) 
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=  dx ,  Ton  aura  a:  dj  ••  y-  dx^==  ^^*  Mul- 
tipliant cet  arc  par  \  y^  Taire  FDm^  ouFDR 

fera  ==  ^  ^ — ^  De  plus  le  triangle  reâangle  FBD 
donne  a  :  fin.  ^  :  :y  :  BI>=  — ^^-^'  Sifcafait BG=3 

p  a  la  circooférence  décrite  parTF  fera==  -^,  8c 

]a  circonférence  décrite  par  le  point  D  autour  de  GT 

j.  c      ,      ^     fin.r  .  y  . 

fera  =  --:  .(/>-+-  — ^'j)  ,  &  parce  que  laure 

PDR  elft  5=  \ydx  y  l'élément  produit  par  cette 
aire  dans  une  révolution  entière  fera  z=s\y  d  x  x 

^£r        £^finj.r.  ^^^^     ^     au  lieu 

de  dx  y\e  follde  de  révolution  fera,  en  fuppofant  4 

«r,fera,   dîs-je.  3-/8.(1^^*^1+^^^^) 

Si  Faire  A  F  D  tourne  autour  de  la  ligne  A  F  , 
Ton  aura  p  ==  o  ,  &  le  folide  de  révolution  fera 

3  r  -^  r^  " 
Soit  Ai  (  Fig.  3  )  ==  î  ua  arc  de  cercle  dont 
k  rayoi;  foit  ==  r  ,  les  triangles  C  i  H  ,  i  r  Z 
ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  font  femblables  ;. 
donc  Ci .:  i  H  ;:  i  r=  d^:  il  ==H  A.  Or* 
H  A  eft  la  dififéremielle  du  co-finus  de  Tare  ^  & 
i  H  eft  le  (inus  dç  7  ;  donc  r  :  finus  ^  :  :  i2  ^  :  — ^ 

d  .  co-finus  =     "'^'    ^'  On  met  le  figne  — ^' 

paice  que  le  finus  augmentant  »  le  co-finus  diour 
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nue*  Subftituant  la  valeur  de  —         ■    dans   U 
dernière  formule ,  elle   deviendra  ==  —  x 

tfs •  PaoïtiMS*  Suppofant  que  AD  (Fig«  a  3)  tjl  un 
arc  de  urcU  dont  h  riyon  FAfoit  =  r^on  demand$ 
U  folide  engtttdri  par  U  ftStur  A  D  F  autour  du 
rayon  AF,   ]>ans  ce  cas  on  a  FD  ==  jf  »s=  r  & 

la  formule —•  S>«^jf>  ■   ■■■^^'  ^  ■     eft   ==« 

•— •S*— r '—-——*-•  =3  -T-  S.  ~>  d  •  col.  T 
5r  r  3 

*  co^finui  {  «f-  C.  Pour  déterminer  la 


confiante  C  ^  je  remarque  qu^en  fuppofant  le  co« 
£nus  de  {  =  au  rayoB ,  f  arc  A  V  fera  =^  o  « 
Huffi  bien  que  le  folide  de  révolution  \  donc  — 

-— •  -+*  C  =  9  9  ou  C  =5=  -4-  —  ;  donc  le 
foHde  cherché  eft  ==  r^'X(r'-— r*co-finusî). 

Pu  Centre  de  Grandeur  ,  ou  du  Centre 
DE  GRAvrrii  DES  Figures* 

<Î4t  Si  le$  centies  de  deux  corps  fphériques  atch 
C^iS'^y)  ^oi^t  attachés  aux  extrémités  d*une  ligne  ak 
(qu'on  peut  confidérer  f^s  pefanteur  ii  comme  infle- 
xiblç  )  »  ceç  corps  feront  en  équilibre  ^  pourvu  que  la 
ligne  ou  I9  Ui^Urab  foit  foutenu  par  un  point  /  tel 

3ue  Ton  ait  41  1  &  1  :  hf  i  af  ^  ou  pourvu  que  les 
lHances  de  ces  corps  au  point  d'appui  ibient  en 
raifon  in^wrfe  de  ces  corps  ;  nous  confidérons  ici 
li^s  corps ,  comme  ii  tou^  leur  matière  €toit  x^ 


0 
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w  . ■  ■  Il  1  ■■    ■  ■■■■  '  ■— ■  "'  ■'  ■■■■ 

oie  au  centre  de  ces  corps»  La  démonftration  de  ce 
principe ,  regardé  chez  les  Méchaniciens  comme 
une  vérité  inconteftable  y  fe  trouve  dans  les 
Livres  les  plus  élémentaires  de  Méchanique.  Si  le 
corps  a  péfe  une  livre  ^  &  le  corps  b  deux 
livres ,  la  diftance  af  fera  double  de  la  diftance  fb. 
6^.  Problême.  Divifzr  une  ligne  ab  ==c 
en  raifon  de  deux  quantités  €  ùr  b.  J'appelle  x  la 
partie  de  la  ligne  qui  répond  à  la  quantité  a ,  c  —  x 
fera  la  diftance  fb  qui  répond  à  b.  Par  la  nature 
du  Problème  Ton  a  a  :  b  i:  c  —  x  :  x;  donc  a  x 
«=  bc-'^bx,  ou  ax -+-  b  x  =  bc ,  ou  x 
h  .c 

Donc  on  trouvera  x  en  faîfant  a  -+-  b\ 


aH-b 

b  ::  c:  X  ;  c'eft-dire ,  que  la  diftande  ou  la  partie 

de  la  ligne  qui  répond  au  poids  a ,  fe  trouve  en 

Erenant  le  quatrième  terme  d'une  proportion  donc 
(  premier  terme  eft  la  fomme  des  poids  »  le  fé- 
cond eft  le  poids  b ,  8c  le  troifierae  la  ligne  don^ 

née  c.  L'on  aura  c  —  x  s=  c  —  -- — ■    ,   = 

ca»^ch  —  bc               flc  ,  , 
. — - —  ;_-« . — -_  .  donc  a  -+-   b 

a-4—6  a  -4—6 


■  • 


c  :  c  —  X  ;  c'eft- à-dire  ,  que  Ton  trouvera  la  dis- 
tance de  chaque  poids  au  point  d  appui ,-  en  difant^ 
la  fomme  des  poids  eft  à  un  de  ces  poids  ^  comme 
la  longueur  du  levier  eft>à  la  diftance  de  l'autre 
poids  au  point  d'appui.  Si  on  fuppofe  a  de  trois 
livres ,  6  de  douze  livres ,  &  la  ligne  ab  de  (ix 
pieds ,  la  première  proportion  donnera  J2  -H  3 

-♦-  Y  de  pied. 

La  maj^è  d'un  corps  eft  la  quantité  de  matière 
<iu  il  contient»  L'on  appelle  centu  de  majft  ^  cenm 
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de  grandeur  y  centre  de  gravité ,  un  point  par  le-« 
quel  ce  corps  étant  fufpendu ,  il  demeure  en  re- 
pos ,  de  quelle  manière  que  (es  autres  parties  foient 
fituées.  Toute  ligne  horifontale^qui  paile  par  le  cen- 
tre de  gravité  du  corps  fera  appellée  axe  (Céquilibre^ 

Un  corps  m  (  Fig*  26  )  fufpendu  à  l'extré- 
mité a  d'un  levier  y  9git  avec  d'autant  plus  de 
force  que  la  diftance  de  la  direâion  a  m  (  de  ce 
corps  vers  le  centre  de  la  terre  )  ,  au  point  d'ap^ 
pui  /  eft  plus  grande ,  &  l'on  appelle  moment  du 
corps  le  produit  de  la  mafle  de  ce  corps  par  la 
diftance  af  de  fa  direâion  am  (  vers  la  terre.  ) 

Ijcs  diftances  auxquelles  les  corps  terreftrésî 
peuvent  agir  les  uns  mr  les  autres  par  le  moyen 
des  machines  font  aflêz  petites  pour  que  l'on  con- 
fidere  les  direâions  d«  ces  coips  vers  la  terre 
comme  parallèles  ;  &  la  pefanifkur  des  corps  fur 
ks  plus  hautes  montagnes  &  les  vallons  les  plus 
profonds ,  étant  fenfiblement  la  même ,  on  peut 
dans  la  méchaniquç  confiBérer  la  pefanteui  comme 
uniforme ,  lôrfqu'il  s'agit  des  corps  (îtués  fur  la  fur* 
f^ce  ou  auprès  de  1^  furf;^ce  de  I9  tçrre. 

65.  T  H  É  o  K  Ê  M  H*  Siplujieurs  corps  m^  p  »  K,  r 
font  attachés  à  une  ligne  ab  y  fuppofée  inflexible 
€f  fans  pefanteur  ,  &•  que  cçtte  ligne  foit  foutenut 
eu  fufpendue  par  un  point  f  y  de  manière  ane  la 
fomme  des  produits  des  majfes  ,  chacune  multipliée 
par  l^  dijiance  de  fon  point  de  fufpenjîon  au  point  f 
d^un  côté  y  foit  égale  à  la  fomme  de  pareils  produits 
de  Vautre  côté  y  ces  corps  feront  en  équilibre^  Sç  avoir  y 
f  m.af -^  p,cf^r=:n.bf-+'K.gf 

La  force  du  corps  m  ,  pour  faire  tourner  la  ligne 
A  b  autour  du  point  f  eft  d^autant  plus  grande  que 
h  diftance  afcH  plus  grande ,  dç  manière  qqe 
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a  cette  diftance  devenoit  double  ou  triple  ^  cette 
force  deviendroit  auffî  do^|s  ou  triple ,  ainfi  qu  it 
eft  aifé  de  s'en  éonvaipcl^Hp  Texpérience.  Cette 
force  eft  aufC  d'autant  plur  grande  que  la  maiTe 
du  corps  m  ,  qui  eft  toujours  comme  le  poids  de 
ce  corps ,  eft  plus  grande.  Donc  la  force  de  ce 
corps  par  rapport  au  point/,  eft  toujours  comme 
le  produit  m  .a/^  de  même  la  force  du  corps  p 
eft  toujours  comme  le  produit  cfip^x  la  maue  p 
&  ainfi  des  autres  ;  donc  m  •  a  /*-+•  p .  c  /"exprime 
la  force  qui  tend  à  faire  tourner  la  ligne  a  b  d'un 
côté,  &  R  .  ef"-^  «  •  ^/j  celle  qui* tend  à  faire 
tourner  la  même  ligne  du  côté  oppofé;  donc  fî 
ces  forces  font  égales  >  il  y  aura  équilibre. 

Le  point/  eft  le  centre  commun  de  gravité  des 
corps  7n ,  > j7 ,  R ,  n. 

6j.  Soit  maintenant  deux  malTes  quelconques  aScb 
(Fig.2 j)  ramaffées  en  a  8c  b;  8c fuppofons  qu'on  ait 
divifé  (6^)  ab  en /en  raifon  înverfe  des  mafTes  a8cb^ 
Soit  imaginé  un  plan  repréfenté  par  la  ligne  MN  » 
fur  lequel  on  ait  tiré  des  perpendiculaires  des  points 
II ,/  &  6.  Je  dis  que  l'on  aura  l'équation  j .  a  M  -+- 
h .  N  b=  (a-^b)  ./P.  Ayant  tiré  la  ligne  hfL 

Sarallèle  au  plan  M  N  &  qui  rencontre  les  lignes 
I  tf ,  N  ^ ,  prolongées  s'il  le  faut,  les  triangles  lem- 
blables i/î,  tf/fc, donneront  bf:  afi  :  b  L  '^ah. 
Mais  par  la  fuppofition  bf  i  af  ix  ai  bi  donc 
a  :  b  :  :  bh  :  an;  donc  a  *ha  =  b  .  hb.  Mais 
A .  ft  a  eft  la  différence  du  produit  a.fV  ^  au  pro- 
duit tf.aM,&fr.BL  eft  la  différence  du  pro- 
duit ^.  i  N  au  produit  b  ./  P;  donc  on  a  la  pro«> 
r)rtion  arithmétique  a  x  Ma  .  a  x/P  :  b  x/ F  • 
X  iN;donçaxM<n-tx  fcN=  (a-f-i) 
X/P* 
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*  >    -  -  -         ILI      ■    IIMIIBWHMI    ■  •  Il     T 

CoROiXAUx»  IXwc  la  fomiQ^  i^s  produits  det 
quantités  atib^  fsxJmts  diftances  au  plan  M  N  , 
fera  égale  au  produ|H^  la  fomme  des  quantités 
par  la  difiance  du  pdRt  /  au  même  plan  ;  c  eft 
donc  la  même  choiê  que  fi  ces  quantités  étoieot 
ramaflees  au  point  /• 

68.  Ajoutons  maintenant  une  troifieme  maflê  nt. 
Qu'on  joigne  tes  points  m  te  f  par  une  ligne 
qu'on  di^ifera  en  F  de  manière  que  a  --H  h  : 
ifi  :  :  m  F  :  F/;  ceft-à-dire ,  qu'on  divifera  (60 
la  ligne  fm en  raifon  inverfe  de  a  -4^  £  &  de  m,  & 


fuppoiant  tirées  les  lignes  m  n ,  F  R  perpendica 
laires  aupbn  M  N,  je  dis  que  l'on  aura  ax  a  M*-4-« 
j.tN-+-w  .  nw  =  (aH-*-f-m)  •  FR. 
$i  Foo  conçoit  les  maflès  aScb  comme  ramaflees 
en  f,  ou  comme  une  feule  mailè  fîtuée  en  /  »  fé- 
lon ce  qu'on  vient  de  dire  (  67  ) ,  l'on  a  (a  h-  b)  x 
Jff  -f-m  •  nm=  (  a -4-  fc -+-  m)  .  FR.  (Ici 
a  -f- 1  eft  regardé  coinme  une  (èule  giaife  )  ;  mais 

ronaC^7)(«-+-t)./P=a.aM-+-fc.fcN5 
donca «tf  M  -f-  i  •  iN  -4-  m^nm  =r^=ï (4  -4-  fc -+-m) 
X  F  R.  Ceft  pourquoi  que  les  trois  corps  a^b^m 
foieot  placés  en  ^ ,  fr  «  m ,  ou  qu'ils  foient  aifem"- 
blés  en  F ,  la'fomme  des  produits  de  ces  corps  par 
l^urs  diftances  au  plan  MN ,  fera  toujours  la  même. 

£n  fuivant  la  même  méthode,  on  prouvera 
que  fi  l'on  ajoute  un  quatrième  corps  D ,  9ç 
qu'on  tire  la  ligne  DF  ,  &  qu'on  la  divife  de 
manière  que  l'on  aittf-4-i-+-m;D::DG:FQ, 
la  fomme  des  reâangles ,  ou  9  ce  qui  revient  au 
même  9  ^  fomme  des  produits  des  quatre  corps  par 
leur  diftance  au  pjan,  eft  égale  %\m  feul  prowit 
fait  de  la  fomme  de  ces  corps  »  pâf  la  diftance  G  S 
du  point  G  au  plan  ;  &  parce  qu'on  peut  prouver 


«■«■■■ 
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la.  même  chofe  pour  un  nombre  quelconque  de 
corps  9  il  eft  éviaent  que  quelque  nombre  de  corps 
que  Ton  ait ,  Ton  peut  toujours  trouver  im  point 
tel  que  le  produit  de  la  (omme  de  tous  les  corps 
par  la  diftance  de  ce  point  à  un  plan  quelconque  ^ 
foit  égal  à  la  fomme  des  produits  particuliers  de 
chacun  de  ces  corps  par  la  diftance  de  chacun  au 
même   plan.    Ce  point  eft  appelle  le  centrt  dt 
majfe ,  le  centrt  de  grandeur  »  le  centre  de  gravité. 
Si  quelques*ims  de  ces  corps  étoient  fîtués  de 
Tautre  côté  du  plan  y  leurs  dinances  devroient  être 
regardées  comme  négatives  ,  &  les  produits  de 
ces  corps  par  leurs  dîftances  feroient  pris  avec  le 
(îgne  •— -•  Si  le  plan  palTe  par  le  centre  de  gran- 
deur,  la  diftance  de  ce  point  au  plan  étant  cssa  o» 
la  quantité  qui  repréfente  la  fomme  du  produit 
de  ces  corps  litués  dHm  câté  ^  doit  être  égale  i 
celle  qui  repréfente  la  fomme  négative  des  pro-^. 
4uits  de  ces  corps  Ctués  de  l'autre  coté. 

L*équation  a  •  a  M  -4-  fc  •  2^  N  -H-  m  •  n  im 
=B=(ii-+-fr-4-m).FR,  donne  FR  =• 

^    ,    1.    .  — •    Ceft-à-du:e,  la  oif* 

tance  du  centre  de  gravité  F  de  tAis  corps  à  un 
plan  eft  égale  à  la  iomme  des  reâangles  de  cha-» 
cun  de  ces  corps  par  fa  diftance  au  même  plan» 
divilfée  par  la  ibmme  de  ces  corps.  Et  en  général 
quelque  foit  le  nombre  des  eofps^  la  diftance  do 
leur  centre  de  gravît^  i  un  plan ,  eft  égale  W  qiio* 
tient  de  la  (bmme  des  proouits,  ou  r^âiaiigle^  dt^ 
chacun  des  cprps  par  leurs  diftance^  parûcùlii^i:^  « 
en  dîvt(âiit  par  la  fomme  4e9  cqrpç  :  pn  pî^adri 
avec  le  figne  ^^  les  produite  dons  Iffifuels  \f»  dif* 

tances  feront  négstÂv^t  Qo  peut  dir^  ^èM  ^llt  l9 
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diftance  du  centre  de  gravité  d'un  fyftéme  de  corps 
par  rapport  à  un  plan ,  eft  égale  au  quotient  de  là 
tomme  des  momens  de  ces  corps  par  rapport  au 
plan  donné  * ,  divifée  par  la  fomme  de  ces  corps. 
Mais  on  peut  demander  ,  fî  pour  un  aflem- 
blage  ou  fyftcme  de  corps  quelconque ,  ce  point 
qu'on  appelle  centre  de  gravité ,  eft  déterminé  & 
unique.  Je  dis  qu'il  eft  unique  ;  en  effet ,  (r  Toit 
conçoit  trois  plans  perpendiculaires  l'un  à  l'autre, 
on  trouvera  la  diftance  du  centre  de  gravité ,  par 
rapport  à  chacun   de   ces  plans ,  en  divifant  la 
fbmme  des  reélangles  de   cnacun  des   corps  par 
leurs  diftances  particulières  à  chaque  plan ,  en  di- 
vifant 9  dis-je  y   cette  fomme  par  fa  fomme  des 
corps.  Si  l'on  fuppofe  maintenant  que  l'on  mené 
trois  autres  plans  parallèles  aux  premiers  &  à  la 
diftance  trouvée  ,  il  eft  vifible  que  le  centre  de 
gravité  fe  trouvera  dans  ces  trois  plans.  Donc  H 
fera  fitué  dans  la  feftion  des  trois  derniers  plans , 
feâion  qui  eft  évidemment  un  point  ;  donc  &c. 

Lorfqu'il  s'agit  de  lignes  ,  on  peut  les  concevoir 
comme  l'aifemblage  d'une  infinité  de  points  peTans» 
L'on  peut  auffi  conHdérer  une  furface  comme  l'af- 
iêmblage  d'un#in(inité  de  lignes  pefantes.  Si  les 
centres  des  corps  dont  on  chercne  le  centre  de 

*  Le  moment  d'un  corps  par  rapport  à  un  plan  p  eft  le 
produit  de  ce  corps  par  (a  diftance  au  plan.  Si  le  corps 
commençoit  à  Te  mouvoir  en  faifant  tourner  le  plan  , 
ia  viteflTe  refpeâivement  à  un  autre  corps  fitué  fur  la 
même  ligne  r^roit  d*autant  plus  grande ,  que  (a  diftance 
au  plan  (eroit  plus  grande ,  &  fa  forcd  en  (èroit  aufli  d'au« 
tant  plus  grande.  De  plus  la  force  eA  d'autant  plua 
grande  que  le  corps  eA  plus  grand* 
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grandeur  font  fîtués  dans  un  même  plan ,  on  tH 
Tera  dans  ce  plan  deuxli^es  perpendiculaires  entre 
elles ,  &  Ton  cherchera  la  fomme  des  momens  de 
de  ces  corps  par  rapport  à  ces  lignés.  On  divifetd 
ces  fommes  par  la  fomme  des  corps  ;  les  quotients 
indiqueront  la  diftance  du  centre  de  grandeur  par 
Tapport  à  chacune  de  ces  lignes  ;  donc  en  tirant 
deux  autres  lignes  parallèles  aux  premières  &  à  la 
diftance  trouvée  ,  le  centre  de  grandeur  fe  trou- 
vera dans  ces  deux  lignes ,  &  par  conféquent  il  fera 
iîtué  dans  f  interfeâion  de  ces  lignes. 

La  confîdération  du  centre  de  grandeur  appar-^ 
tenant  à  la  géométrie ,  il  n'eft  pas  furprenant  que 
nous  nous  en  occupions  ici.  Nous  nous  (êrvirons 
cependant  de  la  dénomination  du  centre  de  gra* 
vite  à  caufe  de  Tufage  qu'on  en  pourra  faire  ailleurs. 

6p.  Problème.  Trouver  h  centre  de  gratuité 
'JPun  trtans;le  ab c  ( Fîg.  127).  Je  tire  parle  fora- 
met  de  ce  triangle  la  ligne  g  h  parallèle  à  la  bafe 
ac.  Je  tire  auffi  la  ligne  b  f^ssiCy  perpendi- 
culaire à  la  bafe  &  la  ligne  h  D  -^^^  a  ,  qui  partagie 
la  bafe  en  deux  égalemept,  &  fuppofaAt  les  lignes 
mn  ,rs  parallèles  à  la  bafe ,  je  fais  0^=^  b^b  pi=^ 
X  ,ip  =r  dx.  A  cauf^  des  parallèles  ac^  ynn,  il  eft 
viable  que  les  hajuteurs  des  triangles  abc^  bmn 
font  entre  elles  comme  les  bafes  ac  Se  m  n  ;  donc 

b  X  .    . 

Cl  b  z:  X  :mn  =e  —  ;  multipliant  m n  par  dx ^ 

bx 
Ton  aura  Télément  mnrs  =rr  —  •  d  x.  Si  Ton  mut- 

c 

tiplie  cet  élément  par  fa  diftance  i  à  la  ligne  bg^ 

bx^dx 
Ton  aura  le  moment  de  cet  élément  =  — :: —  j  8c 
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ttm 


3^ 


ferft  la  (bmme  des  momens  des  élémens  du  trian« 


gle  bmn.Si  Ton  divlfe  cette  fomme  par  celle  des 

—    b  xd  X  h  x^      4  /  • 

élémens ,  ou  par  S. —  =*:  —— ,  lé   quotient 

Y  X  donnera  la  diftance  du  centre  de  gravité  da 
triangle  bmn  à  la  ligne  g  b.  Si  l'on  fait  x  =  e  »  le 
centre  de  gravité  du  triangle  abc  fera  éloigné  de  h 

de  la  diftance  bp  ==  7   •  c«    Maintenant    la 

ligne  biy  divifant  la  bafe  ac  ea  deux  égaie<^ 
ment  9  divifera  aufld  les  lignes  mn^rs  en  deux 
également  ;  donc  il  eft  vifîble*  que  cette  ligne  di<* 
vife  les  élémens  du  trianele  en  deux  également  ; 
donc  le  centre  de  gravité  de  ces  élémens  fe  trouve 
fur  cette  ligne  ;   mais   les    triangles  femblables 

b  D/,  b  hp  ,  donnent  bf:=i  c  :  bp  =  j  eiibJ} 

es» aihb  =  j  a*  Donc  fi  du fommet  d'un  ao« 

gle  quelconque  d'un  triangle  »  On  mène  une  ligne 

.  qui  coupe  le  côté  oppofé  que  f  appelle  la  bafe  du 

triangle  5  en  deux  également  ^  le  centte  de  gravité 

du  triangle  fe  trouvera  fur  cette  ligne  &  fera  âoi- 

gné  de  la  ba^  »  du  }  de  cette  ligne* 

RemairqueL  Ileft  vi&ie  que  le  centre  de 
gravité  fe  trouve  fui-  une  ligne  ou  mr  un  plan  qui 
partage  en  deux  également  les  élémens  de  là  figui^. 

Remarque  IL  Si  Vxm  vouloit  avoir  le  cen- 
tre de  gravité  d'un  quadrilatère  abfc( Fig.  28  ) , 
Im  chercberoit  -  les  centres  de  gravité  m ,  L  des 
triangles  bfc^  bac  ^  Ton  meneroit  la  liçne  m  L 
*  qu  on  dîviferôil  en  P ,  en  raîfôn  invèrfe  aes  aires 
de  ces  triangles  ,  le  point  P  feroit  le  centre  de 
gravité  cherché. 
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Si  le  quadrilatère  étoit  un  paJradlâogral&iiie ,  en 
tirant  la  ligne  RT ,  |>ar  le  centré  Ùb  gamté  é»  btfet 
du  parallâfogramme,  il  eft  vifible  que  cette  ligpe  di^ 
viferoit  en  deux  parties  égales ,  les  élémens  du  pa^ 
rallâogfamme  »  &ç  que  le  centre  de  gravité  fe  trou^ 
veroit  au  milieu  de  cette  ligne*  Ce  feroit  la  même 
chofe»  fi  la  figure  ab  cf  étoit  Un  prifme  ou  un  cy  - 
lindre*  L'on  voit  auffi  facilement  que  le  centre  de 

Savité  d'une  ligne  droite  eft  au  miUeu  de  cette 
oite. 

70.  Probl£m£*  Trouver  la  iifimttt du  caitm 
de  gravité  d\nt  deml^parabole  AFD  £un  genre 
queiCùnqutyfar rapport àla tangente  AT.perpendiaip^ 

laire  à  F  axe  A  F  (Fig*  25^)*  L'équation  «  "~  '  x  =ay* 
pouvant  repréfenter  toutes  les  parabble^^  fon  â 

en(aifant^K=  l  ,x c=y*,ir  ==m*y  ••"iy^. 
Multipliant  y  par  dx^  Ton  a  Péléittent  de  la  demÇ 
parabole  =yd  sr  ;  &  multipliant  cet  âémtat  p$r 

fà  diftance  at  à  la  ligne  T  L ,  Ton  a  le  moment  de 

cet  élément  ==y*if*fe=y.jr  ••m, y*^*  rfy=A 

lu 

m  y*"  dy  ,  dont  l'intégrale  ^        ^^  Vj*""^' 
di^ifée  par  la  foliune  des  âémelis  -S.  y  i)r  dBk 

tance  demandée.  Si  Ton  fait  A  P  ==  A  F  =?  ^  ^ 
Ton  aura  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  1^ 

I  -f-iT 

demi-parabole  à  la  tangente  AL==  '^*tf> 

Si  m  ==^  2 ,  comme  dam  la  parabole  ordinaire  ^ 
Ton  à  T  a  pour  la  dift»ce  cherchée* 


ittMM 
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Si  Ton  veut  avoir  la  diftance  du  même  centre 
de  gravité ,  par  rapport  à  1  axe  A  F  ,  on  confi-- 
dérera  que  Télément  pTJAi  ==:ydx  a  fon  centre 
de  gravité  au  miliem  de  ri  c=y  ;  donc  en  mul- 
tipliant y  ^:ir  par  7  y.  Ton  aura  le  moment  de 
cet  élément  par  rapport  à  Taxe  A  F  ==  {y^dx = 

--.  y  «  -^  I  dy  ;  donc  la  fomme  des  momens  di- 
vifés  par  la  fomme  S*  ydx  des  élémens  fera  égale 
*   '    ' y*"*"*  divifé  par 


ou  fera  égale  à  ^;^'y>  Si  Ton  fait  A  Pas» 

-  ^  •  &  la  perpendiculaire    P  C  s=a 
•  F  D  >  le  point  C  fera  le  centre  de  gra- 


2  m 


Vite  cherché,  il  cft  vifible  que  le  centré  de  gra- 
vité de  la  demi-parabole  ABF  fera  fitué  en  ^, 
en  feiiânt  P  g  ==  P  C  ;  donc  le  centre  de  gravité 
de  la  parabole  entière  B  A  D  fera  fitué  en  P. 

71.  Problème.  Trouver  la  diflanct  du  cen* 
tré  de  gravité  du  j>araboloïde  BAD  (formé par 
la  révolution  d^une  parabole  quelconque  autour  dt 
fon  axe  l  au  fommet  A  (Fig.  25^  ).  Si  dans  la  for- 

mule—y.V''*,  l'on  fubftitUe  la  valeur  de  dx^ 
prife  de  l'équation  *=jr-,  l'on  aura  l'élément 
du  paraboloïde  =-^^  my"-^'  dy.  En  multi- 
pliant cet  élément  pary  "  ==  * ,  l'on  aura  le  mo- 
ment  de  cet  élément  =ss=  -^  y^'^'^^dy.  Divifant 

u 


-I-  '       ♦  .-à    ■.•■■■  .«■ 
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la  fomme — : --—y *»-*•* des  momens  par 

2  -4—2  m  2r  "^  '■ 


la  fomme  des  élémens ; — —    *  -t"  '  y"*"*"*  » 

m-4-2         2r    «^  ' 

Ton  aura  la  diftance  cherchée  =  - — ; — -—•  y*"  » 

2-4— 2m  «^ 

X.  Si  Ton  fait  *  ==  A  F  ==:  a  ,  cette 


2 H-  2m 


diftance  fera  ==  — ; •  «.  Si  m  =^i ,  comme 

2-4-  2  m 


dans  la  parabole  ordinaire  ^  Ton  aura  la  diftance 
cherchée  en  prenant  A  P  =  7  ^  ==  j  ^ • 

72.  Problême.  Trouver  le  centre  de  gra-* 
vite  d^un  foide  engendré  par  une  derri-purutolt  or- 
dinaire A  D  F  autour  de  la  tangente  T  L  (Fig.  2p  ). 
Il  eft  vifible  que  le  centre  de  gravité  eft  fi  tué  fur 
la  tangente  AL*.  Soit  (uppoféc  AF  ^,  & 
la  circonférence  décrite  avec  ce  rayon  égale  à  c  , 
on  aura  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon 

AP  ==  Jf 4    en  faifant  ai  c  :z  x  i  -^—    Si  on 

a 

multiplie  cette  circonférence  par  P  M  ^=  v  ,  l'on 
aura  la  furface  cylindrique  décrite  par  M  P  pen- 
dant la  révolution  =  — j-^  Si  Ion  multiplie 
cette  quantité  par  P;i=ii4f,  Pan  aura  l'élément  cy- 


•  Lorfque  le  point  dans  lequel  fc  trouve  le  centre 
de  gravité  n'cft  pas  un  point  de  la  figure,  on  peut  fup- 
pofer  que  le  corps  foit  rufpendu  par  ce  point  9  en  con- 
cevant que  ce  point  eft  attaché  au  corps  par  des  ligne» 
inflexibles.     *  ,  .   r  ,  ■  • 

Tom  nr%  H 
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c  X  y  uX 

lindrique  du  folide  de  révolution  ==  — ^ — •  L*é- 
quadon  p  x  =  y  *  de  la  parabole  donnée  y  ==i 

il  c 

p  ^  x^  i  donc Télément  du  folide  cft  ==  —    X 

i.      i 
p^.x^  dx.  Si  Ton  multiplie  cet  élément  par  ^ ,  jf 

s=  7  p  *  *  *  ;  c*eft-à-dire ,  par  la  diftance  de  foa 
centre  de  gravité  au  cercle  décrit  par  AF^  roa  a  le  mo- 
ment de  cet  élément(par  rapport  à  AF) —   ^*     *' 

^^    4t      ^M     9 

Si  Ton  divife  la  fomme  des  oiomen^  -g —  9  par   la 

i.    1 
fomme  des  élémens  — — — ,  Ton  a  ^  f  *  x  »  =» 

-^  y.  Si  l'on  hit  F  D  =rz  b  Scy  =  b  ^  Se  que 
Ton  prenne  A  L  «=  ^  •  i ,  le  point  L  fera  le  cen- 
tre de  gravité  cherché. 

7^.  Pao^tiME,  Suppofant  due  la  courbe 
B  A  D  (  Fig.  2p  )  ejl  une  portion  d'eilipfe  ^  on  it- 
manie  le  centre  de  gravité  du  folide  engendré  par  la 
révolution  du  plan  de  la  courbe  autour  de  Vaste  A  P. 
Il  eft  vifîble  que  le  centre  de  gravité  eft  fîtué  fur 
Taxe  de  la  courbe.  Si  Ton  fait  le  paramètre  de  la 
courbe  ==/>,le  grand  axe  =  tf ,  fabfciflè  A  P  =  x^ 
rordonnée  P  M  =^ ,  félon  ce  qu'on  a  dit  dans 

les  Seâions- Coniques  ,  Ton  a  l'équation  y  *  =3 
--•(ax^—xx).  Si  la  courbe  étoitune  hyperbole^ 


Ton  auroit y  *  ^=s^ ^  (ax'-^xx).  Ea fiuiant  AP 
ss;::  r  2(  1?  circonférence  décrite  avec  te  rayon  AS! 


■MM 
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c  ^  Ton  aura  la  circonférence  décrite  avec  le 
rayon  y  ==%  -^  »  &  la  furface  du  cercle  auquel  ap^ 

partient  cette  circonférence  ==  -^^  Multipliant 
cette  furface  par  Ax  ^  Ton  a  Télément  du  folide  en- 
gendré par  le  plan  A  P  M  =====  ^^j~^  :=== -j^  X 

(  axdx  —  x^ix)^en  fubftituant  la  valeur  de jr  \ 
Si  Ton  fuppofe  maintenant  que  Ton  multiplie  cet 
élément  par  fa  diftance  A  P  =s  x  à  la  ligne  Tit  ^ 


ton  aura  le  moment  de  cet  élément  :==?  — ^  x 
(tf  X*  dx  —  X  *  ix  )  ,  dont  rintégrale 


cp 


2  ra 
f  — j  fera  la  fomme  des  momens ,  qui 

étant  divifée  par  la  fonime  des  élémens , x 

^  2T  a 

t  — ~"  )  j  donnera  la  diftance  cherchée  =i 

3u'il  s  agira  du  folide  engendré  par  le  plan  A  P  M  ; 
on^c  on  aura  cette   diftance  en  faifant  ^a  — * 
j^x  i^a  —  3x  ::  x:àla  diftance  cherchée. 

74.  Corollaii^b.  Si   Ton  f\«ppofe  x  ^set  {  41  ^ 
x:ctte  diftance  fera  =  — î — ^  ==  ï^  «•  Si  x  =^  4. 

cette  dtftancè  fera  C5s=  ^  s»  i  n*  Ccft-à-dîre  i 

Ha 


^amma^m^amt^Ê^tmmÊÊimi^ÊÊrimmmammm^mmÊmtm 


ii6    Cours  de  Mathématiques* 


que  la  diftance  du  centre  degravîté  d'un  demi-enip<- 
ioïde  engendré  par  le  plan  d'une  ellipfe  autour  de  fon 
grand  axepar  rapport  à  la  tangente  au  fommet  A^  eft 

égale  à  7^  de  cet  axe ,  &  la  diftance  du  centre  de 

gravité  de  rellipfoïde  entier  eft  au  milieu  de  Taxe. 

75'.  Problême.  Si  la  courbeBADe/lun  arc  de  cercle, 
en  demande  la  diftance  du  centre  de  grai^ité  dufolide 
engendré  par  la  révolution  du  plan  delà  courbe  autour  de 
Vaxe  APfpar  rapport  d  la  ligne^ouji  Von  veut  au  plan 
T  n  (Fig.  2p  ).  Si  Ton  fait  le  paramètre  p  =  a , 

l'équation  à  rellipfe  deviendra  y  *  =  ax  -^^  x  x 
qui    eft    l'équation  du  cercle.    Donc    l'élément 

— ^—  (axdx^^x^  dx)  qu'on  a  trouvé  dans  le 
2  ra  ^ 

problème  précédent  fera  =  —  '{axdx^^x^dx), 

cp 

&le  moment  de  cet  élément—-  (ax^dx — x^  dx} 

fera=--- (tf  JP*ix  — Jt*  ix),  &  en  divifane 
2  r 

la  fomme  des  momens  par  celle  des  élémens ,  on 

aura  la  diftance  cherchée  =  -j^ — •  Si  l'on 

fait  X  =^  \  a  ,  cette  diftance  fera  ^==  -^  a,   & 

fi  l'on  fait  X  =  a ,  la  diftance  deviendra  ==  j  a. 

Aînfi ,  fi  une  fphère  &  un  fphéroïde  elliptique  ont 
un  même  axe ,  rhémifphère  &  le  demi-conoïde 
elliptique  ,  la  fphère  &  le  fphéroïde  elliptique  au- 
ront le  même  centre  de  gravité. 

76.  Problème.  Sûppofant  que  la  courbe  BAD  efi 
Sihe  hyperbole  j  dont  AF  foit  Vaxe,  on  demande  la  dij^ 
diftance  à  la  ligne  Tn,du  centre  de  gravité  du  folidc 
tngendrépar  la  révolution  duplan  AVf/l  autour  de  Vaxt 
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AF(Fig.  2$).  L'équavon  à  l'hyperbole  étant  y-*  == 
— (ajf-+-*x),rélément  dufolide  de  révolution  fera 


IL 
2ra 


(axdx^-i^xxdx)  ^  on  fyppofe  que  AFeft  le  pro- 
longement du  premier  axederhyperbole,&  le  mo- 

ment  de  cet  élément  fera  ==  —  {ax^dx-^x^dx); 

donc  en  divifant  la  fomme  des  momens  par  celle 
des  élémens  ,  Ton  aura  la  dlftance  cherchée  =a 

^  Si  ;r==a,   la  diftance   cherchée 


lera  ==  zt: —  ==  t2  •  ^» 

■ 

77.  PROBLâME.  Trouver  la  diftance  du  ee/H 
treàe  gravité  £un  arc  Mm  (Fig.  30),  dont  le 
rayon  eft  =  a  ,  Gr  dont  la  corde  eft  parallèle  à  la 
ligne  TT  ,    qui  pajfe  par  le  centre  du  cercle.   Si 
l'on  mené  la  ligne  A  B  par  le  milieu  de  l'arc  ,  & 
qu  on  conçoive  les  points  n  &  N  comme  des  poids 
fufpendus  aux  extrémités  du  levier  N  n  fou  tenu 
en  i  par  la  ligne  AB,  il  eft  évident  que  le  cen- 
tre de  gravité  des  points  n  &  N  fera  Ctué  fur  la 
ligne  A  B  &  ce  fera  la  même  chofe  pour  les  points 
M  &  m    &    tous   les   autres    points    correfpon- 
dans  de  lare  M  B  m.   Soit  maintenant  lare  M  B 
==  mB  ==:  îf ,  Ton  aura  2dj  pour  la  différen- 
tielle de  l'arc  donné.  Si  l'on  multiplie  cette  diffé- 
rentielle par  Aï  ==  X  j  ou  par  la  diftance  du 
centre  de  gravité  des   deux   élémens   fitues    en 
n  &  N ,  ou  fi  f  on  multiplie  2d^  par  x,  l'on  aura  le 
moment  de  l'arc  MBm  ==  2xd^.  Mais  (  Fîg. 3  ) 
par  la  nature  du  cercle  >  en  faifant  CH  =3 

H5 
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jf ,  C i  =  41 ,  H i  =y  9  ir  ==  i 7 ,  les  triangles 
irl  ^  C H  i  (  femblables  parce  que  leurs  côtés 
font  perpendiculaires  )  donnent  i  r=«  <i  ^  :  î  r  =» 

d  d  y 

dy  ::  Ci:  CR  ;   donc  J  j  ==  — -  ,  ou  x*  4  j 

^=ady,  2x  d^==2adyi6icmc  fi  Ton  divife  la. 
Ibmme  des  momens  S.  2  x  •  i  ^ssS.  2  a .  i  y  =s 
s^^  par  la  fomme  des  élémens  S.  2  Jf  =  2  ^  , 

Ton  aura  — ^  pour  la  diftance  cherchée. 

CoROLLAiBE»  Donc  (Fig.jo)  2  f  :»2y  =  Mm  :  : 
a  :  A  i ,  diftance  cherchée  ;  c*eft- à-dire ,  un  arc  eft  à 
fa  corde  >  connme  le  rayon  eft  la  diftaoce  du  centre 
de  gravité  de  cet  arc  au  centre  du  cercle.  Si  Tare 
eft  une  demi-circonférence  Ton  aura  la  demi-cir- 
conférence eft  au  diamètre  comme  le  rayon  eft  2 
la  diftance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  au  centre 
du  cercle.  Si  Tare  eft  la  circonférence  entière  ^ 

alors  on  a  y^==  O,  &  "-—  ■=  o  ;  c*eft-à-dire  , 
•^  2f  ' 

que  le  centre  de  gravité  de  la  circonférence  du 

cercle  eft  fitué  dans  le  centre  même  du  cercle. 

78.  Problème.  Trouver  le  centre  de  gravité 
tune  pyramide.  Je  COMTOIS  un  plan  TT  parallèle  à  la 
bafe  &  qui  pafTe  par  le  fommet  Â  de  la  pyramide 
(  Fig.  31}.  Je  tire  la  ligne  A  C  par  le  centre  de 
gravité  de  la  bafe  ;  il  eft  vifiblè  que  cette  ligne  pafTe 
aufli  par  le  centre  de  gravité  de  la  feâion  M/m  faite 

{)arallèlement  à  la  bafe»  &  que  les  plans  M/m ,  BFD 
ont  femblables.  Faifons  donc  A  P  ==  x  ^  T  p 

==  dx ,  AC  =■  tf ,  &  le  plan  de  la  bafe  tas  b^, 
il  eft  clair  que  les  plans  M/m ,  B  F  D  font  entre 
€ux  comme  les  quarrés  des  lignes  A  P  te  A  C; 


Calcul   iNTéGKAL.  119 

<—————— —i^M^l—^——— ——■  liai.     ■■  !■  ■ 

donc  aa  :bb  :i  x^  :  au  plan  M/m  =5= • 

Multipliant  ce  plan  par  i  x ,  Ton  aura  l*clément 

hh  x^  d X 

de  la  pyramide  ==5  — — — ,&  multipliant  cet  élé- 

ment  par  x  9  Ton  aura  le  moment  de  cet  élément 

» 

(par  rapport  au  planTT)= j — •     Diviiant   la 

fomme  — : — r-  des  mbmens,  par  -r — 7-  *  foinme  des 

élémens ,  Ton  a  —    pour  la  diftance   du    centre 

4 
de   gravité  de   la  pyramide  A  M  /  m  au  plan, 

T  T.  Si  Ton  fait  x  &=  4  ^  la  diftance  du  centre  de 
gravité  de  la  pyramide  entière  fera  =  \  a.  Pre- 
nant donc  A  P  =x  ^  à ,  le  point  P  fera  le  centre 

de  gravité  de  I9  pyramide.  Si  la  ligne  A  C  n'é- 
toit  pas  perpcndiculai!^  à  la  bafe  ,  on  méneroit 
A  c  perpendiculairement  à  ^ette  bafe  ,  &  faifant 
A  c  ==  g ,  A  n==  x ,  nL  ==dx ,  on  pr'ouveroît 
facilement  que  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide 
entvsre  eft  éloigné  du  plan  TT  de  la  quantité 

A  n  ==  I  g.   Si  Ton  joint  enfemble  les  points  c 

&  C ,  n  &  P ,   les  triangles  femblables  A  C  c  , 

A  P  n  donneront  g*\  g*'  a,  :  A  P  ==  \  a.  Mai* 

le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  eft  fitué  dans 
la  ligne  A  C  qui  pafTe  par  les  centres  de  tous  les 
élémens;  donc  il  eft  fitué  en  P. 

CoftoLLAiBE.  Donc  le  centre  de  gravité  d'un 
cône  eft  fitué  fur  l'axe  de  ce  cône  aux  \  de  cet 
axe  y  à  compter  depuis  le  fommet  >  car  le  cône 

H4 


M* 
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eft  une  pyramide  dont  la  bafe  eft  circulaire.  Ce 
fbroit  la  même  chofe  fi  la  bafe  de  ce  cône  étoit 
une  ellipfe  ,  alors  on  auroit  un  cône  qu  on  pour- 
roit  appeller  cône  elliptique. 

79.  Problême.  Trouver  la  dijiance  du  centre 
de  gravité  de  la  furface  fphérique  M  A  N  (  pro- 
àuite  parla  révolution  de  Varc  A  M  autour  du  dia- 
mètre AB)  au  plan  TT  p  rpendiculaire  au  fommet 
du  diamètre  A  B  (T\g.  32  ).  Soit  le  diamètre  A  B 
t=  2 a  j  l'abfcifle  A?==x  ,  l'ordonnée  P  M , 
ou  i  L ,  ou  /?  m  (  car  toutes  ces  ordonnées  étant 
infiniment  proches  font  cenfées  égales  )  =  y ,  lare 
infiniment  petit  Mm  fera  (félon   ce  qu*on  a  dît 

cî-deflus  31)  ==  zrrj  — r*  Si  Ton  con- 

^    '^  y(2ax — XX.) 

çoit  que  cet  arc  tourne  autour  de  Taxe  ,  il  en- 
gendrera une  zone  dont  le  centre  de  gravité  fera  fi* 
tué  évidemment  fur  cet  aXe  ,  Pélément  de  la  fur- 

e  r' 

face  fera  (43  )  ==  ^  *  y  •    y  (  àx^  -+•  ày^) 

-7  y  •  TT"? r  l  puifque  Mm  3*=» 

T*^     y  (  2ax  —  X x)   \^^  ^ 


X  x)  /  r 


^ 


dx . 


\(2ax  —  X  x)  J  r  *  V^(2(2X— iSrx), 

■        /•  f  *»  •  eu  dx 

(  en  fubftituant  la  valeur  de  y  )  = '  Si  Ton 

multiplie  cet  élément  par  fa  diftance  A  P  =  x  au 
plan  T  T ,  le  moment  de  cet  clément  fera  = 

c  .  c 

—  ax  dx.  Si  Ton  divife  la  fomme  — -•  ax^  des 
r  2  r 

momens  par  la  fomme ^ •  ax  às.s  élémens ,  Ton 
aura  la  diftancç  cherchée  ==  -^;ceft-à-dire,quo 
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la  diftanccdu  centre  de  gravité  dune  furface  fphé- 
rique  MAN, par  rapport  au  fommet  A  du  diamètre, 
fera  Gtuée  au  milieu  de  la  hauteur  de  cette  furface. 
Si  ro%comptoit  les  abfcifles  du  centre ,  &  qu'on 
demandât  ladiftancedu  centre  degravité  de  la  zone 
MjgN  par  rapport  au  centre  C,  on  auroit  CP  =  x 

&  lélément  de  Tare  du  cercle  m  M  = 


roit  -j^a,  xc 
~  S.  axdx 

c 

r 

S.  a  dx 

V  {ua^-^xx) 
(par  leN^.  31), jy==V^(«tf  ~  xx  ),  &  1  expreffion 

de  Télément  delà  zone  feroit  -^^y.^idx^^dy^^ 
==  '•a.dx;   le  moment  de  cet  élément  fe- 

AT  ^    &  la  diftance  cherchée  === 

=2    — .    Mais  C  P  ==  X  eft  la 

hauteur  de  la  zone  ;  donc  le  centre  'd'une  zone 
fphérique  ,  comprife  entre  deux  plans  parallèles , 
dont  Fun  pafle  par  le  centre  du  cercle  générateur 
eft  au  milieu  de  la  hauteur  de  îa  zone. 

Corollaire.  Il  eft  aifé  de  voir  que  la 
diftance  du  centre  de  gravité  au  centaede  la  fphere 
doit  toujours  augmenter  de  la  ipoitié  de  la  hau- 
teur dont  la  zone  augmente  ;  ce  qui  ne  peut  être, 
â  moins  que  le  centre  de  gravité  rfune  zone  quel- 
conque ne  foit  fitué  au  milieu  de  cette  zone  ;  car 
fuppofons  que  la  hauteur  C;?  foit  d  un  pied  ,  la  dif- 
tance du  centre  de  gravité  de  cette  zone ,  par  rap- 
port au  centre,  fera  d'un  demi-pied.  Si  on  ajoute  une 
autre  zone  dont  la  hauteur  Vp  loit  auflî  d'un  pied,  la 
diftance  du  centre  de  gravité  de  la  zone  totale  fera 
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xDaintenant  d'un  pied  ;  donc  le  centre  de  graTtté  de  la 
zone  ajoutée  étoit  au  milieu  de  cette  zone ,  puifque 
k  centre  de  gravite  des  deux  zones  (  ^aies  en 
fiir&ce  9  parce  qu  eUes  ont  même  hauteur)  6  trouve 
an  point  qui  répond  à  la  }onâion  des  deux  zones, 
^o.  Problème.  Trout^er  la  diftanct  du  cew- 
tre  de  gravité  d'unfeêleur  circulaire  A  M  m  (  Fig.  30  ) 
par  rapport  au  centre  A  du  feSeur.  Ayant  tiré  les 
rayons  An,At  infiniment  proches  du  r^yon  A  M, 
le  triangle  A  M  n  aura  fon  centre  de  gravité  fitué 
fur  la  ligne  A  t  qui  divife  la  bafe  mn  en  deux 
également  ;  &  cette  diftance  par  rapport  au  fommet 

A  fera  =  j  Af  ==  j  a ,  en  faîfant  A  t  se=sa  ; 

c  eft  une  fuite  de  ce  qu  on  a  dit  ci-deflfus  (6^  )i 
donc  fi  Ton  conçoit  le  fedeur  divifé  en  une  in- 
finité de  pareils  triangles ,  tous  ces  triangles  auront 
leur  centre  de  gravité  à  la  même  diftance  du  fom^ 
met  A  ;  donc  C  du  point  A  pris  pour  centre  avec 

un  rayon  A  &  s=  i  « ,  Ton  décrit  un  arc  de  cer- 
cle bf  9  tous  les  centres  de  gravité  de  ces  trian^ 
gles  feront  fitués  fur  cet  arc  ;  donc  le  centre  0  de 
gravité  du  feâeur  fera  le  même  que  celui  de  Tare  bf; 
or  nous  avons  vu  (  77  )  ,  qu'on  a  déterminé  le  cen- 
tre degravît^d'un  arc  en  faiiaxit  Tare  eft  à  la  corde, 
comme  le  rayon  eft  à  la  diflance  du  centre  de  ^ra- 
yké  de  Tare  au  centre  du  cercle  ;   donc  lare 

b^¥f  :  bf::  Ai  ==  }  a  :  A0  ,  difUnce  cherchée» 

• 

Si.Rbmarque.  Il  n'eft  pas  difficile  de  trouver  des  formules 
générales  pour  la  dilbance  du  centre  de  gravité  des  furfacts 
&.des  felides  de  révolution  »  par  rapport  à  une  ligne  ou 
à  xm  aoK  mielconque.  Soie  AB  Taxe  d'une  courbe  ^ueU 
qonque  (  Fig.  33  )  ^  1  elémcat  M  n  de  l'arc  A  M  fera  =5 
ds ,  en  faifant  cet  arc  =3  j,  le  centre  de  gravité  de  l'arc 
Mmjera  fituc  au  milieu  L  de  cet  arc  La  diftance  L  i  à  Taxe 


mm 
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àe  révolution  étant  exprimée  par  y,  le  moment  de  cet  arc 

wT*-^^^'  ^^  ''^"  ^^*^ = tt  la  diftance  i  c  du  centre  de  gra- 
vsté  de  l'arc  AM  à  la  ligne  A  B,l  on  aura  cette  diftance 
en  divifant  la  fomme  S.jds  des  momens  par  la  fommc 

S.  ds  des  élcmens ,  ou  par  s;  donc  u  =  -^.  Si  la  courbe 

eft  rapportée  à  un  foyer  C,  en  faifant  CM  =jf,  l'an- 
gle MCA  as  X,  le   triangle   reôangle  MCP  donne 

f  ;  fin.  je  :  :  ^  :  M  P  z=;l~^.  Multipliant  cette  quan- 
tité pari/.  Ion  aura  le  moment  de  dj— -^^"'^'^^  ; 

r 

donc  u  5=     ^  *"'  ^'  ^.  En  déterminant  la  diftance  du 

r.  s 

centre  de  gravité  du  même  arc  par  rapport  à  une  autre 
ligne  T  T  perpendiculaire  à  la  ligne  A  B  ,  &  menant  les 
Jignçs  Ti,  ic  ,  parallèles  aux  lignes  A  B  &  AT,  &  à 
^f.jàittAnce  trouvée,  de  manière  que  Ti  ibît  menée  à  la 
diftance  bc=:u  8c  bcz  la  diftance  V  =  i  T  qui  appar- 
tient à  la  ligne  A  T ,  le  point  *  fera  déterminé  par  Iç 
concours  de  ces  deux  lignes. 

S'il  s'agit  de  la  furface  A  MF  (  Fig.  53  )  >  en  appeU 
jant  I  cette  furface  ,  ds  fera  fon  élément.  Multipliant 
relément  P  p  M  m  j»   d  j  par    la    diftance  L  t  = 

-—  =  ~  ^  l  on  aura  le  moment  de  Taire  =3s —  S.  ydsi 

donc  l'on  aura  u  =  '  '^.  \  Sx  l'on  fuppofô  que  les 
ordonnées  font  perpendiculaires  aux  abfcifles ,  l'élément 

de  l'aire  fera  =?*ci  donc  dans  ce  cas  «  eft  =  *  t--^.        . 

S.ydx 

Si  la  courbe  AD  eft  rapponée  à  un  foyerF(Fig.  J4), 
on  fera  FM  =  ^  ,  l'arc  M  n  décrit  du  foyer  T^dx^ 
l'angle  A  F  M  ===  V  &  le  centre  de  gravité  du  trian- 
gle M«  F  fc  (-^)  feraitoë  en  ià  la  diftM£t  — .> 
de  F  (  comme  il  fuit  de  ce  qu'on  a  dit  d-de&s  ^) »  doîic 
«faifafttr:fija.V::-^-jr:  -ÎL,  v  fin.  V.  l'ôH  alita  là 


m 


12^     Cours  de  MATHimATiQUEs. 
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diftance  P  i  du  centre  de  gravité  de  1  élément  de  Taire 
par  rapport  à  la  ligne  A  F.  Si  1  on  multiplie  cettc'quan- 

titépar-^^ — ,  Ton  aura  le  moment  du  triangle  F  Mm  =5 

—  - jf * .  fin.  Y.dxy  donc  en  divifant  la  fomme  des  mo- 
mens  par  celle  des  élémens >  Ion  aura  la  diftance  b  c  du 

j  ...   IV  .         .'  \S.y^fin.ydx 

centre  de  gravite  de  1  aire  enuere =u=     -,    • 

iS.ydx 

ydV 
Si  Ton  fait  r'dVnj^zdx,  Ion  aura  '^ — ==rfjii.  Ainfi 

Ton  pourra  chafler  d  x  de  fa  formule  précédente.  Si  Ton 
veut  avoir  la  diftance  gb  da  centre  de  gravité  par  rap- 
port à  une  ligne  fg  parallèle  à  F  A  &  diftantc  de  F  A 
de  la  quantité  p  ,  on  cherchera  la  diftance  u=zbc  ,  8c 
Ion  aura  u-h  r  P^^^  I^  diftance  cherchée ,  ce  qui  eft 
évident. 

S'il  s'agit  d'un  folide  m  A  M  (  Fig.  29),  appellant  x 

i  élément  de  ce  folide ,  t  la  diftance  de  cet  élément  à  ua 

plan  donné  depofition>  la  diftance  du  centre  de  gravité  du 

S  t  d  f 
Iblide  par  rapport  à  ce  plan ,  fera  =    '  S'il   s  agit 

^      '    c 
d'un  folide  de  révolution ,  Ion  aura  (ix=:  —  y*  dx8c  u=s 

xr         -^  S.y^tdx 


—   S.    y  y  dx  -^ 

8i.  Tl  faut  maintenant  donner  la  fiimeufe  Kegk  de 
Guldin  y  félon  laquelle  ,  une  quantité  quelconque  Jituée 
'fur  le  même  plan  que  Vaxe  de  révolution  produit  en  tournant 
une  quantité  qui  ejî  égals  auvroduit  de  la  quantité  qui  tourne 
fOT  le  chemin  que  parcourt  Jon  centre  de  gravité.  Ainfi  une 


igné  ,  &  une  furfacc  produit 
égal  à  cette  furfacc  multipliée  par  le  chemin  parcouru 
par  le  centre  de  gravité  de  la  lurface.  Nous  allons  dc« 
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montier  cette  règle. élégante,  i ^«  Pour  les fiirfàces>  &cn 
(ècond  lieu  pour  les  folides. 

Soit  (Fig.  jj)  la  ligne  A  M  =  x ,  lelément  M  in=rf  j, 
la  diftance  fn  du  centre  de  gravité  n  de  cet  élément  à 
l'axe  de  révolution  hg=y,  le  moment  de  cet  élément 
lèra  ssjds,  &  la  diftance  LC  du  centre  de  gravité  de 

la  ligne  A  M  à  Taxe  L|^  (cra=--^'^7 —  =— ^^! —  =  u. 

Donc  S.jis  =  us.  Si  Ton  multiplie  les  deux  termes 


c 


de  cette  équation  par  le  rapport  —  de  la  circonférence 


r 


c  c  c  c 

àura3ron,ron  a  —  S,yJx=: — i/j=.j.  — u«  Maïs — .  zf 

cft  la  circonférence  décrite  par  le  rayon  L.C  =ttj  ou 
cft  la  circonférence  décrite  par  le  centre  de  gravité  de 

l'arc  A  M  j  &  —j,  la^clrconférence  décrite  par  le  milieu  n 

de  l'élément  d  s  ,   cette   circonférence   multipliée   par 
l'élément  is,  donne  l'élément  de  la  fiir&ce  engendrée  > 

laquelle  eft=i  S.  —  yds  i  donc  cette  furfàce  eft  égale 

au  produit  de  la  ligne  A  M  multipliée  par  le  chemin  que 
parcourt  le  centre  de  gravité  de  cette  ligne. 

Soit  la  furface  A  D  B  (  Fie.  36  )  =  x  ,  (on  élément 
i^NmM=rfx,en  faifant  nr  =  CL  =  y,  &  fiippofant 
que  C  eft  le  centre  de  gravité  de  cet  âément  ,  il  eft 
vifible  que  Ton  aura  j ds pour  le  moment  de  cet  élé- 
ment par  rapport  à  l'axe  P  L  ;  donc  la  diftance  du 
centre  de  gravité  de  la  furËice  à  l'axe  P  L  ,  fera  = 

>■'-       '  =Uy  donc S,yd S  =  usi  donc&  — yds-=:  —  us. 
s  "^  .  T  -^  r 

Mais  —  ^  eft  la  circonférence  décrite  par  le  point  n  ou 
par  le  point  C  &  —  yds  eft  le  (blide  engendré  par  l'é- 
lémcnt  OT  MN  &,  S.  —  jf  rf  x  eft  le  Iblide  engendré  par  la 
(lirface  x;  donc  ce  folide  cft  =  —  u  x.Maîs  —  u  eft  la 

T  T 

circonférence  décrite  par  le  centre  de  g;r^Yité  de  Ja  fui^ 


t^6    Cours  di  Mathématiques. 

face  s;  donc  le  (btide  engendré  par  la  furface  x  eft  ésal 
au  produit  de  cette  furface  multipliée  par  la  circonfé- 
rence décrite  par  le  centre  de  gravité  de  cette  furface. 

Dans  cette  règle  on  doit  remarquer  que  fi  une  partie 
de  la  ligne  on  de  la  furface  qui  tourne  étoit  fituée  de 
l'autre  coté  de  l'axe  de  rotation  ou  ne  fê  trouve  pas 
k  centre  de  gravité  de  la  ligne  ou  de  la  fiirfacc  >  les  élé* 
mens  de  cette  partie  ayant  des  distances  négatives  par 
raifort  à  l'axe  de  rotation ,  la  furface  ou  le  ibiide  en- 
gendrés par  cette  partie  >  doivent  être  pris  négative-* 
ment  >  donc  la  différence  des  deux  parties  engendrées  * 
ou  des  quantités  engendrées  fera  égale  à  la  quantité 
qui  tourne  multipliée  par  le  chemin  que  parcourt  foa 
centre  de  gravité.Si  Taxe  de  rotation  pafle  par  le  centre  de 
gravité  les  quantités  engendrées  par  les  parties  fituées  de 
part  &  d'autre  font  égales.  Si  roi^  cherche  le  centre  de 
gravité  de  chaque  partie  en  particulier  >  on  trouvera  fa-* 
cilement  la  quantité  engendrée  par  chaque  partie,  &  1% 
fi>mme  des  quantités  ainfi  engendrées. 

La  Règle  de  Guldin  eft  d'un  très-grand  fecours  pour  U 
réfolution  des  problèmes  >  comme  nous  Talions  faire  voir. 

2i  Problème.  S'uppoffl/if  que  les  lignes  A,  B,D,F,/, 
tournent  autour  de  l'axe  K  L ,  trouver  U  fomme  des  furfaces 
engendrées  for  cet  lignes  f  Fig.  57  ).  Ayant  joint  les  lignes 
B  &  A  par  la  ligne  B  A  oui  pafTe  par  le  milieu  de  ces 
lignes  >  te  divife  la  Kgne  B  A  au  point  P  en  raifon  réci- 
proque des  lignes  A  &  B  >  le  point?  fera  le  centre  de  gravité 
de  ces  deux  lignes  ;  tirant  par  le  point  P  &  par  le  milieu 
D  de  la  ligne  D,  la  li2:ncP  D,ic  divife  cette  ligne  en 
p  en  raifon  inverfe  de  t)  fl^  de  A  -♦-  B ,  le  point  p  eft  le 
centre  de  çraviré  des  trois  U^^nes  A  ,  B  D.  Par  le  point 
p  &  le  milieu  de  F,  je  mené  F  p  &  je  divife  cette  ligne 
en  ff ,  en  raifon  réciproque  deF&  de  A-f-B-f-D,  Iç 

?oint  g  eft  le  centre  de  gravité  des  lignes  A  ,  B,  D,  F. 
ar  le  milieu  de  f  je  mené  g  f^  &  divisant  cette  Ugn« 
en  M  en  raifon  récîpreque  de  /  &  de  A  -♦-  B  -4-  D  -4-  F, 
le  point  M  eft  le  centre  de  gravité  des  cinq  lignes  don- 
nées. Par  le  point  M  ,  fe  mène  la  ligne  M  N  parallèle  à 
laxe  L  R  &  cjçale  iA-f-BH-D-4-F-t-/,Ia  ligne  N  M, 
en  tournatrt  autour  de  L  R  >  prO'iuira  une  fiir&ce  égale 
î  la  fomme  de^  fuifaces  que  produiroicnt  les  lignes 
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84.  PnoBLBMt.  L'on  .a  ètnx  fgtates  t  ^  ABDfg 
fiii  tournent  autour  di  l*axe  R  L  (  Fig.  3S  ) ,  on  iemanie  um 
folide  égal  â  lafomme  des  foUdes  engendrés  far  ces  ffftres^ 
Je  cherche  (  ^p)  >  le  centre  de  eravité  P  du  triangte  Pi 
je  dîvifè  I  autre  figure  en  triangles  &  je  cherche  k  centre 
de  graTÎté  particulier  de  chacun  des  triangles  qui  compo- 
fent  la  figure^  Joignant  les  centres  de  gravie  s  Zc  i  Ae^ 
deux  triangles  A  Jg  >  A/D  par  la  ligne  1  i  >  îe  divift 
cette  ligne  en  r  en  raifon  réciproque  des  aires  de  ces 
triangles  4  le  point  r  fera  le  centre  commun  de  gravité 
de  CCS  triangles.  Suppofant  que  le  point  h  eft  le  centre 
de  gravité  du  triangle  A  B  D  »  je  tire  hr  &  divi(ant  cette 
ligne  en  n  en  raiion  réciproque  du  triangle  A  B  D  & 
de  la  (bmme  des  autres  triangles  y  le  point  iz  eft  le  centre 
de  gravité  des  trois  triangles  oui  compolèat  cette  figure» 
Menant  la  ligne  fnic  divtiant  ctxxt  ligne  en  C  ea 
raifon  inverfè  des  aires  des  deux  figures»  te  point  C  fera 
le  centre  de  gravité  des  deux  figures.  Si  Ion  prend  un 
reâangle  L  R  Mm»  égal  à  la  femme  des  aires  desdeux 
figures  y  &  tel  que  ibn  centre  de  gravité  foit  fitué  enC» 
ce  reâande  en  tournant  autour  de  L  R  engendrera  un 
cylindre  égal  à  la  fomme  des  (blides  qu'engeodrereient 
1^  figures  données  $  il  eft  ai(é  de  voir  comment  ilfau^ 
droit  s'y  prendre  fi  l'on  avoit  un  plus  grand  nombre  de 
figures.  * 

8f.  Problème.  Supfofant  qu'un  cerde  Ahgftomtnc 
autour  de  Vaxe  L  F  ,  trouver  le  ravfon  iesfyjaces  engen^  . 
drées  -par  les  demi- circonférences  h  gf,  b  A/  (Fig.  39).  Sdon 
ce  qu'on  a   dit  ci-defius  (1;;^^)  ,  en  Ëiifànt  le  quatt 
ce  cercle  if  s/i»  ou  la  demi-circonférence i^/=: a i« 

r  r 
le  rayon=r.  Ton  aura  sn:xr::r:  C  ffz:c= — ,   di& 

tance  du  centre  de  gravité  de  la  demi -circonférence 
tgfzu  centre  C  ;  de  même  la  diftance  C  p  du  centre  de 
gravite  de  la  demi -circonférence  i  A/>  au  centre  du 

cercle  fera  :=  — .  Faifant  F  C  =s  u  ^  Ton  aura  F  »i=  11 

il 

H &  Fp  =  u .  Mais  les  deux  dcmi-cîrconfô- 

n  '^  n 

rences  étant  égales ,  les  fur&ces  e0g«adi:éc9  pajc  ces  éemi* 


/ 
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circonférences  font  encr'elles  comme  les  circonférences 
décrites  par  les  points  m  &  p  >  donc  la  (arface  engendrée 
par  la  demi -circonférence  b  gf,  eftà  la  furface  engen* 

drée  par  la  demi -circonférence  h  Kf:  :  u-H — :u —  — 

(  car  les  circonférences  des  cercles  (ont  dans  le  rapport 
de  leurs  rayons)  ::ntt-4-rr  inw^rr. 

Remarque.  La  re^Ie  de  Guldin  ne  fuppofe  pas  que 
la  révolution  foit  entière  &  il  efl:  aifê  de  voir  qu  elle 
a   lieu  également  en  fuppofant  que  la  lettre  c  dans 

le  rapport —  défigne  un  arc  quelconque  de  cercle. 

Z6,  La  règle  de  Guldin  peut  aider  le  calcul  intégral  # 
comme  on  le  va  faire  voir  dans  les  courbes  qu'on  peut 
décrire  à  la  manière  de  la  conchoïde  de  Nicomède. 
(  Voyez  ce  qu'on  a  dit  fur  cette  courbe  dans  la  première 
partie  de  cet  ouvrage ,  Cauricj  Algébriques,  N*. 69)  Sup-* 
pofons  que  A  L  (  Fig-4o)  ,  repréfente  une  courbe  queU 
conque  >  hors  de  laquelle  (bit  fitué  un  pôle  C,  par  lequel 
paflé  la  ligne  C  D  B  qui  rencontre  la  courbe  donnée 
en  A  >  ayant  les  parties  A  B ,  A  D  égales  ;  que  cette  ligne 
Çt  meuve  de  manière  qu'elle  patk  toujours  par  le  pôle 
C  &  que  le  point  A  (è  trouve  toujours  dans  la  ligne  AL; 
les  points  fi  &  D  décriront  le  premier  la  courbe  B  F>  le 
fécond  la  courbe  D  i.Suppo(bns  que  cette  ligne  eft  par- 
venue dans  la  fituation  C  F  **»  &  5^'^"^  prend  enuiite 
une  fituationinfiniment  proche  C  /.  Du  centre  C> je  décris 
les  arcs' F  m,  Ln,  ii;  je  fais  CA  =  J,DA=AB=: 
Î.F  =  L3  =  a,  CL=_j;,  Ln  =  dx.  L'efpace  F  fbs 
«ft  cenfé  égal  à  la  zone  circulaire  F nb  i,  produire  par 
le  mouvement  de  la  ligne  F  6  =  x  a  autour  du  centre  C. 
IVIaisIe  centre  de  cette  ligne  eft  le  point  L  qui  dccritTarc 
Ln  y  donc  cette  zone  eft  =  ladxi  donc  Tetpace  Ffrs  eft  =5 
zadx.  Qu'on  divife  F  L  en  deux  également  «n  P  &  queda 


*  On  peut  fuppolèr  que  la  ligne  B  C  s'allonge  ou  fe  ra* 
courcît  ilu  côté  du  point  C,  quoique  la  partie  AB=^FL 
foit  toujours  «  Â  D  "*  L  &•     . 

point 


Mto 


«■ 


y 
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point  C  on  décrive  Tare  Pp ,  qui  étant  à  l'arc  ébr  commej^H 

•2-  :  y ,  fera ss^  d*H >  donc  la  zone  F  mLn  ^  8e 

par  con{2quent  au^  1  eipace  FfLl  fera  zs  adx'^ 
'"  De  même  ayant  divifé  L  i  en  deux  parties  égales 

en  ^  &  du  point  C  comme  centre  ayant  décrit  VdiVCgr, 

CL*  d  X 

on  trouvera  rcfpace L2Jx  =  acîx— ^.  Ainfi la di£ 

férence  des  efpaces FfLl.Llhi fera = —  ^  donc 

puifque  par  l'équation  de  la  courbe  A  L>  on  peut  avoir  <f« 
cnjf&djj  on  pourra  trouver  leipace  compris  entre  les 
courbes  fi  F,  Di  &  la  courbe  AL. 

Suppofbns  que  la  ligne  AL  cft  une  ligne  droite  perpendî- 
cularc  fur  C  E,  &•  que  le  point  B  décrit  !a  conclioide  fupé- 
rieure  de  Nicomède  8f  le  point  D  la  conchoïde  inférieure. 
FaifcnsAL=RÎV^=f,ron  auraCL-j-  y^(ih^tt  yU=it. 
Les  triangles  reélangles  CAL.  nhl  ont  les  angles  nlL.CLK 
qu'on  peut  regarder  comme  égaùx(à  caufcdcs  lignesCL^ 
Cl  innniment  prr.ches  )i  donc  ces  triangles  Ibut  fcirbla- 
bles  &  donnent  L  n{dx):h  ls=:dt\:  C  A  =  J:CL=î 

|^(Zi-4-tt)idonc  ^  ^  ="  T?7TgTII77\*    Subftituant  cette 

.  valeur   de  ix  dans  %Adx  ,    Ton  a  l'efpace  F  fh s 
ttthS*  4.a  hhdt 

•=  |/(/t-Kr.)  =  X-IFÏÏIT7Ô  ^^ ^'^^""^  ^*  ^* 
quadrature  de  ITiyperboIe.  Du  point  A  pris  pour  centre, 
avec  le  demi -axe  A  C  =  i>  décrivez  Thyperbole  équi* 
laterd  CR;  félon  ce  qu'on  a  dit  ci-deifus  (21)  "^  le 


*£n  changeant  4  en  ^  5c  >  eni ,  le feâeur  qu'on  a  trooTé 

Bkent  de  ce  leâeat  faa  -■  ■  ■■.  ^^       ■  ■« 

Tome  IK  I 


mmJb» 
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tt  Ai 

fcftcur  A  Ç R  fera  =  S.    ,>.,,  , — r  j    donc    l'cTpacc 
B  F  D  i  eft  au  feâeur  A  C  R  :  :  4  a  :  (•  La  différence  entre 

(L  ^  d  X 

les  efpaces  F  j  L  Z ,  L  2  i  x,  ayant  été  trouvée  =s  ■— ^ * 

cette  diftérence  fera  =2  tî =  -7-  x  n •  Mais 

'        X  ï   J 

S.  rr cft  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  eft  =  i  &  la 

tangcntc=f  *5doncladï(fîrence  des  cfpaces  ABFL,ALDi,. 
fera  au  produit  de  cet  arc  circulaire  mltipliplié  par  a  9^ 
comme  a  ;  b.  Puifque  la  fomme  des  efpaces  dont  on  vient 
de  parler,  dépend  de  la  quadrature  de  Thyperbole ,  tan- 
dis que  la  différence  de  ces  efpaces  dépend  de  la  qua- 
drature du  cercle  ,'il  eft  vifîble  que  chacun  des  efpaces 
compris  entre  la  ligne  A  L  &  les  courbes  B-F  &  D  i 
dépend  à  la  fois  de  la  quadrature  de  Thyperbole  &  de 
celle  du  cercle  ,  car  il  eft  vîCble  que  le  plus  grand  de 
ces  efpaces  eft  égal  i  leur  demi -(ômme,  plus  Icurdemî- 
diflfcrençe;  le  plus  petit  étant  égal  à  leur  demi-(bmme 
moins  leur  demi -différence  **. 

Remarque.  Si  Ion  pouvoir  connoître  cxaftemenc 
Ift  longueur  de  la  circonférence  du  cercle ,  en  multi- 
pliant, cette  longueur  par  le  demi -rayon.  Ton  auroic. 


*  Selon  ce  qu'on  a  dît  cî-deffus  (31  )  »  l'élément  d'un 
«rc  de  cercle  dont  le  rayon  «=*  «  &  la  tangente  ■■  * ,  efl  — 

"aa  -^xx  '  ^^"^  ^  ^^ "^y^"  —  *•  *  la langente  =»  i»  1'*^ 

lément  de  l'arc  fera  -•  -r-r — ^-— • 

**Ona  vu  dans  lapremfere  partie  de  cet  ouvrage  (voyex 
IfsBfuationx)  ,  que  Aé%  6ç\xx  quantités ,  la  plus  gnnde  eft 
égale  à  la  nkJÎtîé  de  la  fomme  ,  plus  la  moitié  de  la  diffé- 
rence ,  &  que  la  plus  petite  eft  ég^  à  la  moitié  de  la  fomme  ^ 
moins  la  moitié  de  la  diflétence. 


b 
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l'aire  ou  la  quadrature  du  cercle  i  8c  û  l'on  airoit  Taire 
eu  cercle  en  la  divifant  par  le  demi  «  rayon  >  Ton  trou** 
Veroit  la  circonférence*  u  eft  aifé  de  voir  que  la  qua^ 
drature  du  cercle  dépend  de  la  reâification  de  fa  cir  < 
conférence.  C'eft  dans  ce  fens  au'on  vient  de  dire  qn€ 
les  e/paces  dont  nous  venons  de  faire  mention  dépendent 
\}e  la  quadrature  du  cercle* 

De  la  Méthode  inverse  de^  Tangentes* 

87.  JTentends  par  Méthode  iriverje  des  tan* 
gentes ,  Tart  de  trouver  Téquation  ci  une  courbe 
par  quelqu'une  de  fes  propriétés  5  coiDme  par  1% 
moven  de  fa  fous* tangente^  fa  tangente  ^  (a  nor* 
inafe  5  fa  fous-normale  y  fa  quadrature  ^  &Cé  Pout 
cela  00  égalera  la  propriété  donnée ,  pu  fa  difié* 
rentîelle  à  TexprefiSon  générale  de  la  mcnîe  pro* 
priété  exprimée  pat  le  moyen  du  calcul  différen- 
tiel. L*on  tâchera ,  par  le  moyen  de  1  équation  qui 
en  réfultera ,  de  trouver  Téquatîon  de  la  courbe; 
Les  exemples  fuivans  pourront  faire  comprendre 
lartifice  die  cette  méthode* 

'  88.  Problème.  Trouver  la  nature  de  la  courbe  dont 
ta  fous  ^  tangente  ejl  =  — ^ — •  L  expreffion  gé* 

y  d  X 
iiérale  de  la  fous- tangente  étant  "^p,  To»  aura  Te- 


quatîon  -^  ==*^'^  >   ou  ajr*if^  ==  aydx, 

^ydy  s-ss  adx^  icen  intégrant  '^—  ==  a x^  ou 

y  ^  3c=x  ax  p  équation  à  une  parabole  dont  le  para- 
xhètre  eft  ==  a. 

8p.  pRO BLÊME.  Quelle  efi  la  courbe  dont  Par^ 
donnée  y  efi  égale  d  la  fous '^tangente.  L*on  *y 

la 
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V  d  X 

^=^dy^y^y^y^*'  ^y  =»djr,  équation 
i  la  cicloïde  (  Sedion  précédente ,  note  du  N*  13  ). 
Si  Ton  avoit  un  triangle  reâangle  ,  ifocelle  ABD 
( Fig*  4^ )  j  C"  faifant  rabfciOe  AT?  =  x  ,  l'or- 
donnée P  M  =^  ,  Ton  auroit  toujours  y  ==  x  ; 
aind  l'équation  dy  =  dx  qui  donne  y  =  x ,  appar- 
tient audi  à  un  triangle  reâangle.  ifocelle. 

5^o.,PROBLftM£.   Trouver  la  courbe  dam  la^ 
quelle  la  fous-tangente  ejl  troifieme proportionnelle  à 

tf— jf  Êr  ây.  L*on  aura  tf  ~  jr  :y  :  :y  r^ —  ;    donc 

ay  dx — xydx^=^y^dy^adx'^-^xix=^ydy. 

x^  y* 

donc 5  en  intégrant ,  a  jr— -  —  ==  ^^—  yOM^ax 

-—  X  JT  =  jr  * ,  équation  à  un  cercle  dont  le  dia^ 
mètre  feroit  2  a  ;  ainfi  la  courbe  demandée  eft  un 
cercle  ,  on  fuppofe  langle  des  co-ordoanées  droit. 

91.  Problême.   Trouyer  la  courbe  dans  la^ 

quelle  la   quantité  confiante  a  eft   à  Vordonnie  y 

comme  V^(  aa-^yy)  eft  à  la  fous-tangente.  Par 

la  nature  du  Problème  a  i  y  11  \  {aa  -4- yy)  ^ 

ydx    j        v^jr         V •  VTtffl -4-y y  )     , 

^ ;  donc     .       =  v_l ±:LjL  ;  donc 

dy  dy  a 

a  *  *  a 

Si  avec  un  paramètre  ==  2a  ^  Ton  décrit  une  pa- 
rabole A  M  C  Fig.  i"*  )  ,  dont  rabfciflè,  A  P =u  , 
lordonnée  P  M  ==  y ,  par  la  nature  de  la  para- 
bole, Toa  aura  y*  =«211.  u ^u^s=s^,dussam 

'^^^,  iii»  «a'îLliL^  Mais  lorfquc  rabfcifli 
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A  P  eft  =x  X ,  rélément  M  m  de  Tare  A  m  eft  =3 
^(d  X  *-4-  dy  ');  donc  lorfque  cette  abfciilè  ==  u  , 
Ton  aura  M in=  y^( du^  -h- dy^)^ fubftituant 
dans  cette  expreffion  la  valeur  de  du^ ,  Ton  a 

A  M  =33  jr,  Ainfi  la  courbe  cherchée  eft  telle 
que  fi  elle  a  les  ordonnées  P  M  d'une  parabole  , 
fes  abfcifles  doivent  être  égales  aux  arcs  A  M  cor* 
refpondans  à  ces  ordonnées  ;  de  forte  que  fa  def- 
cription  dépend  de  la  reâification  de  la  parabole. 

92.  Pro blême.  Trouver  la  courhe  dont  la 
fous  -  normale  eft  égale  à  une  confiante  a.  Vexr- 

preffion  de  la  fous-normale  étant  ^ ,  3  Ton  au-: 
'  ^  dx 

n3^=:na,ydy=zadx  ,^z=  àx,y* 

==  z  ax*  Ainfi  la  courbe  cherchée  eft  une  para- 
bole dont  le  paramètre  eft  2  a^ 

55»  Problême.  Trouver  la  courhe  dont  la 
fous-normale  eft  =5:  a  —  x.  Par  la  nature  du  pro- 
blème *^-r^  ===  a-'^x^  y dy^!=aaadX'^^xdxs 
dx  >JJ^ 

•^—  =5  ax ,  y*e==2tf  jr  —-  xx^  Donc 

2  2      -^ 

la  courbe  cherchée  eft  un  cercle  dont  le  diamètre 

eft  %a. 

P4.   Problême»  Traai/er  W€  courhe  d^nt  la 

r'         1  r-       ^p  —  ^p^  T» y ^y 

fous-normale  fou  =:  '^^ ^—  •  L  on  a  ■ 

"^  -^  aa  d  X 

II 


il^ifc—     I  I    I  !■  — 11— w— ^Wi— — ^i— ^^ii^iwm 


tA 
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ap  — 2px 

2  A 


s^ay  iy^sBzapix-^Zfxdx^ 


p 
ny^  ^=^apx — px^ ,  ouy*  3=^  {ax^xx) 

équation  à  une  ellipfe  dont  Taxe  des  x  eft  <=ss  a , 
le  paramètre  de  cet  axe  étant  ==Pf 

5^j.P]iOB(.ÂM£,  Trouva  la  courbe  dont  la  fous^ 

normale  =  ^ ax.  Donc  -^-^  =  4  »  *  ^»y^y 
t=  A  »  jf  *  a  4f ,  —7-  5=Œ ï 


I  jf  V^4  a  *♦  Sur  Taxe  APC  Fig.  4^  )  s  je  décrit 

une  parabole  A  M  avec  un  paramètre  =  4  ^ ,  ft 
te  fuppofant  l'ordonnée  P  M  :;s=s  u ,  l'dbfciiTe  A  P 

s=  4r ,  par  la  nature  de  la  parabole  ,  Ton  a  u  ^  «sa 
4a  •  4P  9  u  ==:  \/  4  a  •  r.  Si  donc  on  cherche  une 
moyenne  proportionnelle  P  m  entre  lordonnée  u 

de  la  parabole ,  &  |  ap  ,  en  faifant  P  m  ==  y ,  Ton 

aura  y  *  ==  j  *  V  4  tf  jip,    Si  Ton  fait  la  même 

chofe  pour  chacune  des  ordonnées  de  la  para* 
bole ,  Ton  aura  la  courbe  A  m  ,  qu'on  peut  ap« 
poller  quadratrice  de  la  parabole*  Car ,  félon  ce 
qu'on  a  dit  ci-deffus  (4)  ,  Taire  parabolique  APM 

^ft  1  y^  9  ^n  faifant  P  M  =  ^,  Donc  lar(qu*on 
fait  PM=u,  cette  airefera  =7  4pu  =  }4px 
V  4  tf  jr  ;  donc  la  courbe  A  m  eft  telle  ^e  les 
quarrés  de.fes  ordonnées  font  égaux  aux  aires  psr 

rat>oli<}ues  corfefpopdapte^t 


4BJif'  '    ■  ■     "!'*■■' 
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T 


c     p6.   ProbL£JR£.  Trouver  la  courbe  dent  la 
normale  ejl  confiante  &  t=a  a.  L'expreûion  générale 

de  la  normale  étant  -^  .  ^{dx^  -^dy  *-  ),rdn 
aura  a  =  -^  ."^{dcc^  -^  dy"")  9' adx 


a^dx^^yUx^==yUy\dx^=-^!^-^^    ; 

^^ — y  y 

y  {a  a — yyy  ^       Viaa'^yy) 

a=  ^-^y  dy  .  (aa  — y  y  )       *  ;  donc  en  intég   * 

grant,  —  x==i(aa — yy)^9  **  =  «<*  — - 
yy  ,  j  *  =  a  a  *—  XX  ^  équation  à  un  jcercle dont 
le  rayon  ==  a. 

^    .f^.  Problême,  Trouver  une  courbe  dont  Faire 

fonz===z  ay.  L'/éléjnent  des  aires  eft ,  j[p\on  ce  qu'on 

a  dit  ci-deffus  (  2),eft=  j  dx  s  donc  fi  Ton  diffé* 

y  d  X 
rende  l^aire  donnée  Ton  aura  ady  sissi^y  dx^  ^^ — 

dy 
.=9s  a  ^  .éguation.diâerentielle  d'une  ']bgaf  îtiimique 
dont  la  fous-tangente  ==  a ,  feâioa  précédente 
(  21  )  ;  ainiî  la  courbe  cherchée  eft  june  loga-. 

rithmiquc. 

__  • 

5  8,  Problème.  Trouver  la  fourbe  dont  Pairû 
vsi^'ji 'S^ ( oja ''n^ X X )•  Donc  yJx=s=axdx  x 


Xad-h^xxy    ^ ^y'=z7T7^i' — r-  ^^^^ 

"^  yiaa'-^xx^    . 

tracer  cette  cour-be  )e  décris  une  h^p^arbple  équila- 
tere  (  Fig.  43  ) ,  dont  le  demi-axa  6  A  foit  =s  a. 
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cirfaifantCP^--DM«»y,CD  =-PM=j, 

par  la  nature  de  Thyperbole  équilatere  ,  Ton  aura 

y  *  ==i  *•  *  — ^  tf  a ,  ou  jr  *  -^  j^  *  -  î    tf  tf.  Si  au  lieu 

de  faire  C  P  =  x  ,  Ton  faifoit  C  P    •=  a ,  Ton 

auroit  u*  =s=  y^  H-^*,  u   -^^r-  ^{aa-^yy) 

c=r:r^  %  '  (  fl  tf  -f-  JT*'  )  ,  eii  feifaiit  P  M  -="  *.   Si 
donc  on  cherche  une  quatrième  proportionnelle 

aux  lignes  CP  -^=  D  M ,  C  A ,  PMi  ou  fi  1  on  fait 
V(tftf-+-^*)  i  a  II  X  iVm  -r-^  -7~; -,  le 


^  (,il'd  -I    XX) 

point  m   ainfi  trouvé  appartiendra  à  la  courbe 
A  m  cherchée^ 

fp.  Problème.  Trouver  la  courbe  dont  Vairt 

x^ 
</?=s  — •  Comparant  Télément  de  cette  aire  avec 

x^ 

yix^  on  trouvera  —  ix  =  ydx^x*  «sa  ay  ; 

donc  fi  Ton  prend  fur  la  tangente  A  F  (  Fîg.  i*'*); 
les  abfciflès  AB  aa x* ,  &  qu'on  ^fle  B  M  =  AF 

e=  y ,  Ton  aura  (  P  M)  *  =  x  *  =  a  .y.  Ainfi 
Téquation  trouvée  appartient  à  une  parabole  en 
prenant  les  abfciflès  lur  la  tangente  &  les  ordon- 
nes parallèlement  à  Taxe. 

ICO.   Problème.  Trouver  la  courbe  qui ,  par 
fa  révolution  autour  de  fort  axe  ,  a  produit  U  folide 

■■  -— >.    ^ ■    .   Si  Ion  prend  la  dtffiSrentiell* 

2  or  . 

de  ce  folide  &  qu  on  le  compare  avec  Tâément 

^y^^^  ,    V  I»                  2          cx^dx 
-'  •' (4^),ionauracj:4'jr-— 


^« 
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-^ ,jr =  ^^j  2rx — x*  =  7%  équa- 

tion  à  un  cercle  dont  le  diamètre  =  a  r.      • 
loi.   PKOBLiME.  irou^tr  la  combe  généra^ 

C CL  X^ 

triez  du  folide  ==  .  Par  la  nature  du  pro- 

•  iA         «          caxdx          ey^dx  _ 

blême»  Ion  a =  — ^^ ,  a  x==y  \ 

t)onc  la  courbe  dierchée  eft  une  parabole  dont  le 
paramètre  «=  a. 

102.  FKOBiiiiB.  Trowtr  la  courbe  dont  îme  efi  =a 

^a}/^x.  L'on  aura  yix^=i\'  ^^ax^^  dxfjsszzax'^'^3 

j^*  =  4û*«       ,4fl*  =iy  2  JT ,  ou  en  faifant  4  a  *  =5 
1  .^a.a=sjti  ,  p  i  ssjf  ^  X,  équation  qui  appartient  à 
une  courbe  hyperbolique. 
xoj.  Problème.  Trouver  la  courbe  dont  la  fous-tangente  ejl 

s=5   ■   ^  y         ,    L   déjîgne  la  logarithmique  fyperbolîque. 

-r  »  ydx  I  ,  dy  j 

Lonaura-^^ —  =  ■  ,ydxssz ^J — >fly=9 

tfjr  i-t-L,x  "^  i-f-L.if    -^ 


J  y 

xL.xÇ  car  la  différentielle  de  4P  L.  x  eft  as  J  ;r  -f-  L.  «  X 
dx)  ,j^x',  équation  ï  une  courbe  exponentielle. 

104.  Problbmb.  Trouver  Tiquation  de  la  courbe  dont 
la  fous^normale  ejlssy^  .(i  ^^L.x).  Par  la  nature  du 

problême ,^ ,  ==;  *  (i-+-  L.x) , -^sx  dx'i-L.xdx, 

loj.  Problimb.  Trouver  Piqiutdon  de  la  courbe  dont 
la  fous-: tangente  efi  confiante  &3s^- —  .  Donc  A— a^ 
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= — ,jrrfx==r^*'*-L.flî=5-*^,  yL.fl  =  L.y,  où 
h. a  ^  L.a  J 

a*  ^=iy  y  équation  d'une  logarithmique  dont  U  (bus* 

io5.  PnoBLCMC*  Trouver  T équation  de  la.  courbe  dont  ht 
femme  de  la  fous-njormde  Sr  dç  l^abfcijfe  efi  confiante  ù'ssa^ 

L'on  aura*^^  -f-  «  =  « >  y^r-t-  *rf*  5=;4*a?^*^  4-. 
dx  ^  a 

don  au  cercle. 

iC7«  Problème.  Trouver  la  courte  dans  laquelle  ta  dif- 
fCrence  de  la  fous-normale  &*  de  Vaifcijfe  ejè  confiante  &»  =tf. 

l)onc'^^---*==fl,'^j^  =  a  -f-  «,  j'rfjy  =  flrfr  Hf* 

irrfx  ,  -^ssAjeH ,  j^*=;»ajc-+-y*  >  équation  à 

une  hyperbole  équilatere  dont  Taxe  =s  2  a. 

io8.   Problème.  Trouver  Téquation  àe  la 
courbe  daru  laquelle  la  fous-normale  eft  à  la  fous-* 

tangente ,  comme  labfciffe  eft  à  une  ligne  confiante 

y  d  y      y  d  X 

=  a.  Donc  '^y  "^   :  A :  :  *  ;  tf  ,  ou  a  y  *  : 

dx         dy  ^ 

i 

dx^  Il  X  :  a  ;donc  ady*  :;sss:xdx*  s  a'^dy=^ 

if-  ' 

AT  a  dx,  a  i  ^  ==  7x1,  tf  y  *  =  5  *  S  c^ua- 

tîon  à  la  féconde  parabole  cubique. 

lop.   Problème.  Trouver  V équation  de  la 

courbe  d^ns  laquelle  la  fous-tangente  eft  à  Vahfcijfe 

y  d  X 
:ia  raifin donna  de'm  :  x.Doqc-^^ — -  xr.mxi^ 


Il 
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w— —  x=mx,  y  dx^=^  mx dy^yix'-'^mxiy 

==  o.  Divifant  cette  équation  par  ^  "  "*"  %  il  vient 

vdx  —  mxdx  j       ,,.     ^     -     ,.  X         ^ 

Oy  dont  1  intégrale  elt 


wm 


==  o  ,  OU  —  s=t=  ~  C,  La  confiante  C  étant 

ici  arbitraire  >  je  puis  la  déterminer  comme  je 
veux  ,  pourvu   qu'il  en  réfulte  Téquation  d'une 

courbe î  ainfi  je  fais  —  C  =  ■  ^_,  ,  &  Téqua- 

X  I 

tion  de  la  courbe  eft  — -  =  ■  ^    , ,  ou  « """'  x 

*=  y"^  9  équation  aux  paraboles  de  tous  les 
genres  ^  (î  m  eft  un  nombre  pofitif ,  &  aux  hy* 
perboles  de  tous  les  genres  fi  m  eft  un  expofant 
négatif* 

ifo.  Problème.  Trouver  la  nature  de  la  courbe  dont  la 
tangente  efi  confiante  &  ?=:  a.La  formule  générale  de  la  tan-. 

genre  (voyez  la  feâion  première)»  efces^^ — — j î2L-i  5 

donc  n  =  -^j/^^dx  ^^iy  ^),{maady  >==y  *  ^^  z^-^zj . 
èoncix^.y^^(^iia^yy)dy,dx^^^^^^'^'^~^^^i 
iîjc=  it  ^y  '  ^y^',  équatîott  de  la  traûtîccw 

Remarque*  Cette  courbe  eft  tranfcendante  »  car  on  ne 
peut  exprimerpar  les  méthodes  de  l'algèbre  finie ,  le  rap- 
port qu'il  y  a  entre  Tes  co-ordonnées.  Cependant  on  peut 

expriflierce  rapport  par  réquationorss:  S±  dy  .^-— 2-^» 

Xcs  courtes  tranfceadames  »  dont  on  tipatti  dans  fa  {w^ 
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miere  partie  de  cet  ouvrage  ,  peuvent  éne  appellées 
courbes  tranfcendantes  de  la  première  efpece  s  &  nous  ap- 
pellerons tranjceniantes  de  la  féconde  effèce  les  courbes 
dont  on  ne  peut  indiquer  la  nature  que  par  uneéqua-- 
tion  qui  renferme  quelque  (igné  S  d'intégration,  la  quan- 
tiré  qui  eft  fous  ce  figne  ne  pouvant  être  intégrée  algé- 
briquement »  ni  par  les  logarithmes. 

ifi. Problème.  Trouver  une^courhe  dont  les  ordonnées 
fartent  d*un  point,  &*  dont  lafous^tangenxefbit  conRante  &•=— 
c.La  formule  des  fous- tangentes  de  cesiertesiie  courbes  eft 

(voyez  ht  Sciaionprécédente>*^-7—>  donc^U—   =.  —  c. 

Mais  fi  Ton  ruppofc  que  Ton  tafTe  <i:  d^iijnx  dx ,  Ton 

a  ix  ae  -^ — ^  (  i  étant  un  au:  de  cercle  décrit  d'un  ray#n 

confiant  =  «  )>  donc  en  fubftituant,*2-_pL=-.-c,  & 

adj  ^ 

= —  ac  y^  ^  dy,  1=-  -Hfl  cj  —  » ,  ç  j  =  a  c ,  équatiotr 

à  la  (pirale  hyperbolique.  Dans  la  féâion  première  (3o)> 

on  a  eu  pour  cette  fpirale  y  x=  cr  ,   en  fuppofant  :c 

un  arc  de  cercle  décrit  d*un  rayon  conftant  =ri  donc 
fi  on  change  x  cn^  Scr  en  a,  l'on  aura  ^  jf  =:  a  c. 

112.  Problème.  Trouver  une  courte  éhnt  les  ordôw^ 
nies  partent  fun  point  ,    &  dans  laquelle  la  fous  -  normale 

•^-^  (voyezlaSeûion  précédente), Jàif  conJlametf^=b.  Voa 

aura -2^=  i,  Tdy  =  Jijr.SuWUtuant  la  vaïcur'^L-S 
dx  '^  '^  a 

de  dx  ,  Von  B.  jdj  =:  — yd^9ady^hd\,  ayzs^b^. 

Si  l'on  fuppofe  que  a  eft  égal  à  une  circonférence  c  de 
cercle  ,  que  h  eft  égal  au  rayon  r  de  cette  circon- 
férence ,  &  {  un  arc  de  dette  même  circonférence ,  en 
changeant  a  en.c  &  &  en  r,  l'on  aura  cy^=s.  r^ équa- 
tion a  la  fpirale  d'Archimçdes. 

.  lit.  Problème.  Supjofam  une  infinité  de  paraboles  A  M,, 
A  m  du  mène  ordre,  mais  dont  les  paramètres  Jbieat  difUrens^ 
trçuyer  une  courbe BiM,  qui  les  coupe  toutes  perpendieur 


/ 
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hdrement  (  Fîg.  ^  ).  Suppofant  la  chofe  faite  >  je  mène» 

les  lignes  Vit,  in  taneentes  de  la  courbe  BM  &  par* 

^  conféquent  perpendiculaires  aux  courbe»  AM>  A  m.  La 

fous-tangente  des  paraboles  repréfentées  généralement 

par  fl*  flf  »  «=^*"*"»  cft  (feâion   précédente   10)  =a 
-^jr  >  en  faifaat  AP=asx  ;  maïs  la  fous -tangente 


r  eft  la  (bus* normale  de  la  courbe  fi  M   au  point 
rrefpondant  à  rabfciffe  »;  &  cela  a  lieu  également 


PT 

cori 

pour  toutes  les  paraboles  AM  >  A  m^icc-  qu'on^pourroit 

tracer*  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver  la  courbe 

B  M  dont  la  fbus-normale  foit  =  — x=s  -^-  x  . 

n  n       * 

en  luppofant  in-f-ns=f.  Mais  cette  fbus-normale  étant 
pri(ê  dans  un  fens  oppofé  à  la  fous-normale  Pt  de  la 
parabole  AM ,  nous  la  ferons  négative;  Ainfi  il  faudra 
chercher  la  courbe  dans  laquelle  la  fous-normale  (bit 

=— — ».L*ooauradonc^^=:— -^  x  ^jijsss»^ 

W  JE 

--  xâxyyij^  ^  xdx^so.  En  intégrant  &  faifant  atten- 
tion  que  la  diflérentielle  d'une  confiante  C  efls=o>  nous 
pourrons faire^^ — h-^  **s=5C.SuppofantCs=:<w,  l'on  aura 

•^--=<w— — xx,ou(PM)*=sir*  =  a.az»— -^  xx  ,  on 

,p— jf  a  as '^xx>  équation  à  une  ellipfc  dao& 

laqueUe  le  quarré  du  demi^axe  fur  lequel  on  prend  ra]>f^ 
ciffeareflss  — — •  a(L  Si  l'on  fait  p  :  x/t  ::  at g,  l'bn  aura 

=sg.  Se  faifant  g. âssbh,  ton  aura  - — ^ —  =}  »5\8c 

F         *  *  P  V   . 

MA 

réqaatioQ  de  la  courbe  fera  — jr^saW  — **,  ou  y  *  =^ 

P  "^ 

•*— .  (ib^'xx)  >dans  laquelle  le  rapport  de  pm  efUe 

même  que  cfluî  du  quarré  de  l'autre  demi-axe  de  f eU. 

1^ 


mm 
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Np(è  a^  quarré  hh  \  ainfi  la  çourbo  cherchée  eft  une 
cilipfe. 
Si  mssAssi  >  l'on  aurap=  z,  Téquation  des  para-» 

bQlesfera4x=j^^afcl'équatio!i  y^sB^  (  >J«—  y*) 

n 

deviendra ^ ^  =  I  .  {llf^xx).  Ainfi  une  eUipfe  B  ME 

qui  aura  fon  axe  fur  la  même  ligne  qu'une  infinité  de 
]uu:aboles  du  premier  genre  qui  ont  le  même  fommet  A 
(qui  eft  le  centre  de  relUpfe  )  »  dans  laquelle  h  h  eft  le 

Suarré  de  la  moitié  de  l'axe  des  jt  »  le  quarré  de  l'autre 
emi-axp  étant  ï  hh  comme  i  :  i  >  ou  dans  laquelle  le 
paramètre  de  Taxe  26  eft  à  cet  axe  >  comme  x  :  1  >  cou-* 
pçra  touic!»  ces  paraboles  à  angles  droits. 

Remarque.  Lorfqu  une  diiTérentielle  eft  égale  à  o  » 
Qc  qu'on  peut  l'intégrer»  on  doit  ajouter  une  confiante; 
Cl^tte  conftante ,  fi  elle  exiftoit  >  a  néceflairement  di&aru 
dans  la  différenciation.  Lorfque  cette  conftante  eit  ar- 
bifraire  ^  il  eft  de  l'induftrie  du  Géomètre  de  Texprimery 
de  manière  qu'il  en  réfUlte  la  (blution  la  plus  fimple  du 

Î^fobléme  prdpofé  ^  &  s'il  s'agit  d'unç  courbure  >  il  faut 
aii^e  enfone  que  la  conftante  foit  homogène  aux  germes 
dcrintégrale. 

I14.FXOBLBMB.  Suppofant  une  infiniti  f hyperboles 
iont  Tune  foit  a  M  (  Fig.  45  )  >  qui  ayent  tes  mimes  affymf^ 
totes  perpendicuLaires  Vune  à  Vautre  ,  &  dont  les  aojdffes 
foknt  A  P  (  op  ftippofe  Tangle  M  P  A  des  co-ordonneesî 
droit  )  «  trçuver  une  courbe  fi  M  «  qui  Us  coupe  toutes  4 
en^s  droits.  La  courbe  B  M  fera  donc  perpendieulaire  ^ 
la  tangente  MT,  &  PT  fera  la  (bus-tangente  de  la  courbe 
a  M.  Or  la  fous*tangente  d'une  hyperbole  quelconque , 
eft  (comm^  on  1'^  dit  feâlon  précédente  10  ),  égale 
au  auotient  de  l'expofant  de  l'ordonnée  divifé  par  celui 
ilp  vabfciftè  ,  eh  prenant  l'expofant  de  l'abicifte  avec 
le  figne  —  s  donc  en  prenant  l'équation  générale  des 

|iyper|;)plçs  4 "•  "*" •  s*:j »  *  »,  1^  foi^srtangentç f X  fet^ss 

m 
w^  —  X»  M$iis  PT  eft  la  fous-normale  de  la  courbe  BM  reft 

Il    •     ■  ; 

pe^i vement  i  laquelle  elle  eft  pofiti ve  .•  parce  qu'elle  va  du 
fét^  oâ  doivçn^  {uler  Ifs  fous-perpendiculaires  dt  VM  pi(- 
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Xapport  à  1  origine  B  de  la  coutbe.  Le  problème  confifie 
donc  à  trouver  une  courbe  B  M  ,  dont  la  fous-  normale 

Ibit  es* — TîTon  aura  doiic-2T^±3-^x,  ou  yrfy  t^- 
n  dx  '      n  "^   ^ 

"-^xàXf  —xdx — ydyx^o, — ^- ^-^îsCsraà^oa 

n  n  n      z  ± 

' — y  *  =«  *  t a  a.  Donc  la  courbe  cherchée  cft 

une  hyperbole  rapportée  au  premier  axe  ,  &  le  tcrtné 

r — j  *  fait  connoître  que  le  premier  axe  doit  être  à  fou 
ni 

paramètre ,  comme nirruSi  I on  fait  la  =:=«=:  i, lequa-^ 
tton  «■"•■»  =jf  •»  jc  »  deviendra  a  *  2=j  X9  &  Téquatioa 

çi-deflus  fora  7  *==af*  —  x^a  i=^xx  —  i  X,  en  prenant 

5  moyenne  proportionelle  entre  a^  za*  Cette  équation 
appartient  à  une  hyperbole  équilatere  dont  l'axe  eu=  xi. 
Donc  fi  BMm  eft  cette  hyperbole  y  que  A  (bit  fon  centre  9 
A  B  =  h  y  la  moitié  de  fon  axe  9  B  01 ,  coupexa  à  an^tt 
droits  toutes  les  hyperboles  du  premier  genre  dont  les. 

équations «jf  =  fl »,  3PJ  =( a  ' )    ,«j  =  (a")    ,&c. 

ne  diflèrent  entr*elles  que  par  rapport  à  la  puifTance  >  Zc 
qui  font  rapportées  aux  mêmes  alTymptotes  perpendivi 
culaires  Tune  à  l'autre. 

1T5.  Proslbmb;  Trower  une  courhe  B^(  Fîg.  if)\ 
rapportée  d  des  co  "OTdonnées  perpendiculaires,  dims  laquelU,e$ 
faifant  B  A  =  a  ,  l'aire  A  P  m  Bfoit  égale  au  produit  de  Varç 
B  m   multiplié  par  a.  L'élément    de   lare   B  /tz    eft    = 

y(dx  *  -4-  dj  2),&  l'élément  de  l'aîre  ATmBedydxi 

^nc  S.jdx  =  a  S.  i^^dx^-^dy  *),  ouj^d;f==  à 

}/'(rfx*  -hdy^),y^dx^:=i  aadx  ^  -h  aadj^  , 

gjpiÇji  —  aa)=^aady^,dx=ryr^ ^^ r,  équation 

^*^  ^  V^yy^aa)       ^ 

de  la  courbe  des  co-finus  li3rperboliques  (21). 

116.  pROBLEMR.  Trouver  la  courbe  dont  Vaire  en  tournant 

■C  a  ^  d  X 

nutowr  de  Vaxe  des  abjélffès, produit  lefolidé S. • 

•**  2  r  X        • 


mmmmmmmgm 
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Comparant  l'élcment  des  folides  de  révolution  — y  *  dx 

avec  la  diflFércnticUc — . du(blideproporé,ronar 

X  r       fX 

c     a^  ix         c       ,j        tf'         -.  -• 

%T       X  ar*^  X       '^  •'^ 

tion  à  une  courbe  hyperbolique. 

117.  PaoBLCMC.  Trouper  une  courbe  A  M  f  Fig.45), 
rapportée  aux  co-ordonnées  AP  =sjp,Pm  =  y  perpendicw* 
laxTcS  l'une  à  l'autre  telle  que  labre  A  «r  P  Joit  é^ale  au 
fegment  A  Ê  F ,  ofmpris  entre  la  corU  A  E  6»  îarc  corref- 
fondant  Sun  demi-cercle  dont  le  diamètre  A  B  =s  2  a.  L'eA 
pace  AFEP  >  félon  ce  qu'on  a  dit  ci  -  deflfus  (  14)  > 
cft  =  S.  <'*  K  (  3û.r  —  jc  .r  ).  Le  triangle    APE   eft 

AP.EP         x.l/'Czav—xx)      ,         ,     ^ 
s= = ^  »  donc  le  fegment 

^AEF=S,dx.\/'(.iax-xx)-'^^t^^—^^. 

tn  différentiant >   Ton  aura  dx  .   y  (lax-^^xx)^» 

_    ,    .^,  V         ,  adx^^ xdx 

i,dxy(iax — xx)—mL.x.     >->>■-  ■      .     SB 

■      >    '    r,  élément  du  fegment  AE  Fi  donc  y<f  jr 

'%y{ta—x)  ^  ^ 

aàx^V^x  aV^x  .        •      i. 

«==    ,y*/ N ,  ou  y  =  —77 — — -f ,  équation  d  une 

courbe  du  troifieme  ordre  Cette  courbe  commence  en  A, 
coupe  le  demi-cercle  au  point  D  corref pondant  à  une  abfciife 

r—  ,^  a  &  s'approche  continuellement  de  ion  aflymptote 

B  N.  Laire  A  m  P  de  ceue  courbe  eft  égale  au  (ègmenc 
circulaire  AEF.  Ajoutant  de  part  &  d'autre  Tefpace  AmE> 
Ton  aura  l'elpace  A  m  E  F  compris  entre  la  courbe,  le  cer- 
cle &  la  ligne  droite  m  £ ,  égal  au  triangle  AE  P.  L'efpace 
infiniment  long  ADMNB  renfermé  entre  la  courbe^le  dia- 
mètre A  B  &  Taflymptote  fera  égal  au  demi-cercle  A  D  B 1 
donc  il  du  demi-cercle  &  de  cet  eipace  l'on  retranche 
l'efpace  commun  ADB,  Ton  aura  lefpace  infiniment 
long  BNMDsAFEDm  A  Or  cet  efpaceeft  égal  au 
triangle  reâiligne  A  D  G  ;  donc  B  tj  M  D  eft  a  A  JL>  G. 
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118.  PifcaBLBiii.  Sur  la  furfue  du  qwan  fun  hé^ 
mifyhne  AB  D  C  (  Fig.  47) ,  mener  une  ligne  A  QD ,  de 
manière  que  la  luntde  AQÏ)  Kfoitquanable  algU/riquentenu 
Je  mène  les  grands  cercles  AQMyA^m^yqui  coupent 
la  courbe  en  Q  &  9  H^  ^^  '^  perpendiculaires  QP  > 
qf  fur  le  demi-axe  A  C,  &  des  points  M  &  m  les  per- 
pendiculaires MN>  m n  à  la. ligne  BC >  enfin  je  mène 
O  Q>  parallèle  à  la  ligne  M  m.  Je  fais  lare  BM=z  x, 
M4iaditBNs=x«  Nnsarf*,  AP  =  r,  Pp=Jç, 
P(^Bssjf  >  le  rayon  de  la  lphere=:a«  Il  ck  vifible  que 
le  triligne  A  Qg  cft  l'élétAent  de  la  lunule  ;  mais  AO  Q 
étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  >  OQ  q  fera  un 
infiniment  petit  du  (ècond  ordre  i  donc  en  négligeanr 
cet  infiniment  petit,  l'élément  de  la  lunule  fera  AOQ» 
Je  mène  les  arcs  infiniment  proches  Vu  ,  Z^  parai* 
lètes  •*,  du  point  V  j'abaiffefur  AC  la  perpendi- 
culaire VT  &  je  faia  A  T  =î  f ,  VT£=  M.  Mais  VT  étant  le 
tayon  de  Tare  V  ii>  Ion  a  la  proportion  ai  V  T  =»  s  :  : 

M  m  =  Ji  X  Vu  =^ y  &  parce  que  V  Z  eft  l'élément 

de  Tare  A  V  dont  le  finus  vcrfè  eft  AT  =st  »  le  iinus 
droitétantVT=Bii,l*ona  VZ:a:  liu  u  ***,ou  VZ=i 

— j  donc  le  reâangle  V  tf  Z  j=^.  —  =a  it  du  Donc 

intégrant»  en  regardant  d  s  comme  confiante  (  ce  qui  eft 
uès-permis),  fon  aura  le  triligne  AYusstefj,  &;fup^ 
pofant  AT  ss  AP  ,  ou  fuppofant  t=^ ,  l'on  aura  le 
triligne  A  OQ=?<{j.  Tel  eft  Télément  de  la  lunule. 
L'élément  as  d  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  eft 
ss  a  ic  rabfciffe  comptée  du  fommet  ssx,  c&,  icioa. 

.*' Les  cercles  dont  les  plans  paflent  par  le  centre  de  la 
fphere  (bm  appelles  grands  cercles  de  U  fphere.  Les  ^etiit 
eercles  font  ceux  dont  les  plains  ne  pàiTem  pas  par  le  centre 
de  la  fphere. 

•   ^*  Les  centies  de  ces  arcs  font  dans  la  Ifgne  AC  «  8c  les 
ceides  auxquels  ils  appartiennent  font  des  cercles  parallèles. 

***  Dans  la  fifure  3,  l'élémenti r eft  as/,  dîiRrentteUe  du 
fious  rerfè  AH,  conune  le  rayon  Ci  eft  au  finus  droit  jR, 
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ce  qu'oa  a  dit  ci-deffus  (  ti  )  ;^,>'  ,        ■    ^ — r  & 

donc  rélémcm  AQQ«b  ^  v  '•  ^" r-j  donc  la  por- 

tion  de  la  lunule  comprife  entre  IVrc  circulaire  AQ  &  l'atc 

AiQdelacourbcAtQP,fefaa=S.,>-     ^^^^ — r  , 

]&  en  ruppofanc  t=^«  8c  x  ^b  a,  loa  ^mr^  U  Iwinle 
eniiere.  Avant  décrie  uo  grand  cercle  quçïcoqque  AQM 
fc  mené  M  N   perpendiculairement  à  B  C  »  uippofons 

A P 9  la  lunule  fera  =  S.  « ^.;v?=  ax»  h  fai&nt  i« s:=a« 
lalwnuk  entière  fera  s?  a  a*  C'eii  pourquoi,  Payant  dé- 
crit un  grand  cercle  quelc^aque  A  Q  M  j  l'on  mené  M  N 
perpenmculaire  à  B  Ç ,  &  qu  on  prenne  A  Fc=;  M  N  >  & 
que  dans  le  plan  de  ce  cercle  l'on  mène  P  Q^  pefpendi- 
culaiie  fuc  A  C ,  le  poipc  Q  &  cous  ceux  oui  ferons  (èm- 
blablement  déterminés  >  appartiendront  à  la  courbe  cher- 
chée ,  &  la  lunule  A  Q  D  A  fera  égale  au  quarré  du 
rayon. 

tip.  PaoBLBMB.   Oa  âemcaide mamt^nant  de  trom^ 
un  onglet  AHBD(i A  ^ui  fou  qwarable  qlgébriquemer^ 
Je  remarque  que  le  triligne  AOQ  vient  dctre  trouw^   ' 
xs^^dsh  donc  en  fuppoiaftt  ^ :?s  ACsssa^  Toft  aura  le 
txiligne  A  M  m  essais  i  donc  M  O  Qm  qui  eft  l'élemciic 

de  l'onglet  fera  =  (  a—  ^  ) .  dj  =sï      (fl-r-7).B  x 

donc  en  intégrant»  la  partie  de  Tonglet  compuife  entre 
le  ^^it  de  cercle  A  HA,  lesarcsdecerdeBM,  QM& 

ïarcQi A  Icra=S.     ('^-T>'^^^   ,  s^  ç  =  * ,  oa 

^  Y(2AX XX)  ^ 

A  p = B  N  j' longlet  deviendra  =  S. ,  j"""'^'^''*  i 

e^ fl>^(»if  «-— xof),  86 en faifant*=tf,ronglct entier 

lcra=fla. 

La  courbe  A  Q'D  fë'  confirme  de  même  que  dans  le 
problème  précédent  i  car  ayant  pris  un  erand  cercle 
quelconque  >  A  Q  M ,  &  mené  le  finus  M  N  de  l'arc  B  M  » 
prenez  A  P  =  BN ,  &  dans  le  plan  AQMC  du  gran^ 
cercle  A  M  menez  P  Q  perpendiculaire  à  A.  Ci  le  pomt  Q 
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^  tous  tes  autres  ainfi  déterminés  (èrontdans  la  courbe 
cherchées  de  parce  que  les  fin  us  verfef  B  K»  A  P  des  arcs 
B  M  y  A  Q  ftat  égaux ,  les  arcs  le  feront  iMfi.  Cctt  fonu 

2 Mi  preoaiic  toujours  A  Q  an  S  M  >  tpus  les  points  Q 
xanrè^  courbe. 

]t  »ir  A  E  ^  u  B.  LV>A  peut  fimvent  trouvef  la  courbe  qpiJL 
l^ut  unpr^léme  qui' peut  parohre  d^abond  afTèz  difScile 
ffu^^wflojtt»  ni  le  calcul  diffîrentiei^ni  le  calcul  inté^ 
.gnJ»  9iwA  qu'on  peut  le  voir  en  liiant  la  première  partiç 
de  cet  ouvfiage  >  la  feâion  précédence>  &  par  la  fi^don 
4^  pMbl^me  fuivant. 

xa«.  Prçbi^bme. Suppofant un ccrde amln (Fig«4j8L 
*émiJ'aiani<îrçovfinnzejbh^=:^kS^^Gi  Von  demande  de 
trouTA^  des  arcs  qfd  ffW^  entre  ei^  cmme'  Us  quanés  it 
leurs  Enus.  Si  Ton  dre  1^  li^e  iodéfinie  At>  fiir  laf 
ouelle  en  faifant  À  Ss?  Ç  >  S.;;  s^  C  >  ^  {==  C ,  &  ainfi  de 
tuiee  I.  l'en  puine  one  itiiimté  de  parties  dont  chacime 


pendiculaire  à  A  P  &   é^ale  au  finus  p 

&  ^ofk  faffe  la  même  choft  pour  chaque  arc  de  la 


qu'on  mène  de  même  ^N 

partie  S  N  {^  apparûendia  auflî  à  la^  ligne  dos  fiuus.  Mais  le 

inus  gN  fera  négatif  à  caulc  de  Kârc  amhn  ^  C  &  <C»Cé 

'  Si  tixT\  f  aeiC ,  h)ft  ptend  ç  j  éçalc  à  Tare  àm=su,^ 
m'on  mène  R  9  c=  m.  tt  >  te  poxtic  R  appartiendra  auffi  k 
U  Ûaie  i^  ^m»  On  ¥pif  9iK0icn^qpc  1^  arcs  u^  £— 'u  ^ 
aC4-u,3C  —  u,4  C-f-i/ ,  j  C  —  tf,  &c.  ont  le  même 
finus.  ^ 

Cela  pofé^  la  quèftion  eft  jbtie  réduite  ï  trouver  une 
«oiirbe  A  M  B  IL  V  qui.  ^puye  b  ligme  de»  iions  en  dilTé* 

jceos;  poisc^i  M',  frRi  V  »  &c.  &  qui  (eût  tielle  que 
^.s^b(ci^  A  P>;AF>  Sfn*  (otAnir  entre  elles  oonime  les 
q\xméf^  d§&  cordonnéA^  FM  4  '*  F  >  8»-  comAunes  à  oecte 
courbé  &  ^  la  ligne  d<g  finus.  Si  Ton  fait  les  abCciffes 
•AFïa^^l'ordonnlc  PWî=a^,.là  quelïion  (era  réduite  à 

'  «nMiref  une  courbe  dactfs'  laqueUe  les  x  fdient.  entre  e^x 

eomme  les  quarrft^*  dj-s  ordonâées  j  or  nôui  fgavons 

Sue  c'eft4à  une propri'(M'dela  parabol'cf  ainfiia  courbe 
L  M  r  BR  doit  être  une  parabole. 
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Si  Ton  fuDpofe  aue  A  P  eft  Taxe  de  la  parabole ,  l'an- 
gle  que  Eût  la  couroe ,  ou  la  tangente  de  la  coube  avec 
Taxe  AP  au  point  A ,  fera  droit  dans  la  parabole  1  mais  cec 
angle  eft  de  45^  dans  la  ligne  des  finus  commcnous  le 
ferons  voir  dans  un  moment.  Donc  au  commencement 
la  parabole  tombe  hors  de  la  ligne  des  finus.  Si  Ton 

fuppofe  que  réquation  de  la  parabole  eft  a  x  =7  * ,  8c 
qu'on  faite  le  paramètre  fort  petit ,  la  parabole  coupera 
la  ligne  des  fiuus  dans  plufieurs  points.  Si  l'on  fait  le 
rayon  du  cercle  a  mbnssp,  lor(qu*on  aurajr=sp,  l'oil  aura 

«*=»»,  jc=3^.  Si  Ion  prend  donc  *=—  &=— ^^ —  , 

une  des  brandies  de  laf>aràbole  recontrera  la  ligne  des  fi- 
nus au  point  correfpondant  à  cette  abfcifTe.  Si  fabicifie  x 

s:^   Li  répond à^you  à-  Qouà^C»  &c. ,  comme  les 

ordonnées  paraboliques  vont  toujours  en  augmentant  > 
la  parabole  ne  rencontrera  plus  au-delà  la  ligne  des  fi- 
nus. Si^   sss  xeft^C>la  ligne  des  finus  fera  coupée 

en  plufieurs  points.  Si  Tabicifle  Jts=î  '—  eft=  —  C  ,  la 

parabole  touchera  la  ligne  des  finus  (ans  la  couper.  Si  — 

eft  ^  101  •  C  >  la  demi-parabole  A  R  coupera  la  hene 
des  finus  au  moins  en  aoo  points  *j  &  _  alors  a  fera 

<  —2-2-:=,.  Donc  fi  on  décrit  une  parabole  AMK  avec 

aoi.C  .     .    \       ■ 

le  paramètre  a  <.  — i— ;^  ,    Ion  aura  au   moina  200 
^  201. C 

-arcK  qui  feront  entreux  comme  les  quarrés  de  leurs 
finus.  II  eft  facile  de  voir  comifient  on  doit  détermi- 
ner a  pour  avoir  tel  nombre  d*arcs  que  Ion  voudra 
^  (oient  dans  le  rapport  des  quarrés  de  leurs  finus.   . 


'^ Si  on  fuppoiê.que  les  ie^ax  branches  delà  parabole  ibient 
d  fcrites  ^  il  eft  facile  de  voir  ^n  combiLeii  de  points  la  branche 
A  /N  doit  couper  la  ligne  des  finus.  ' 
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Nousayons  dit.  que  J'angle  P  AM  qucfiut  la  ligne  des 
fin  us  avec  la  Uj^iie  AP  étott  de  4;^.  Or  c  eft  ce  qui  eft 
évident;  car  k  dans  ie  cercle  âm  i  iz , on  prend  Tare  a/a 
iifiniment petit ,  Ton  finus  mp  fera  cenfé  égal  à  cet  arc; 
donc  fi  A  P  eft  an  arc  infiniment  petit >ron  aura  AP 
s=  P  M  &  le  triangle  reâangle  A  m  P  j  dont  l'hypoté- 
nufe  eft  Tare  A  M  de  la  courbe  des  finus  fera  ifbcelle  , 
&  langle  MAP  fera  de  45"*  >  auffi  bien  que  l'angle  PMA  > 
donc>  &c. 

APPItlCATIOM   nu    C'ALCUt  DlFF^REKTIBL 

BT  DU  Calcul  Intégual  aux  Courbb« 

A      DOUBLE     CoU&BUAB. 

121.  Afin  de  mieux  comprendre  cette  matière  >  les 
commençans  feront  bien  de  reb're  ce  que  nous  avons 
enfeiené  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage  >  fur 
les  Jwfaces  courbes  &  les  courbes  à  double  courbure. 

1 22.  P  A  o  B  L  s  11  B.»  itant  donnée  la  courbe  à  .double 
courbure  A  N  (  Fig.  49  ),  fin  axe  AV  desx,  dont  l'origim 
efl  A,  Véquatîon  de  la  courbe  de  projeSionfur  le  vlan  A  P  M 
ae  la  bafe  ,  &•  celle  tune  des  deux  autres  courbes  de  fro-^ 
jeâHon ,  on  demande  de  mener  à  un  point  N  de  la  courbe  k 
double  courbure  la  tengente'N  t,ou,ce  qui  revient  au  même, 
de  trouyer  la  valeur  de  la  fous  ^tangente  M  t  aujjlî  bien  que  Jh 
fojiûon.  Du  point  N  >  )e  mçne  l'ordonnée  N  M  >  & 
du  point  M  où  elle  rencontre  le  plan  de  la  bafe ,  ùl, 
co-ordonnée  M  P  :,  je  prends  le  point^  n  infiniment  pro- 
che de  N  >  je  mène  les  co-ôfdohnéés  correipondantes 
nm,  vm,  &NA  parallèle  à  M  ta  ,  auffi  bien  que  M  H 
parallèle  à  l'axe  A  P.  Faiâint  enfuiteAP  3=,r,PM=s 
jr,MN=^,ron  aura  Pp=:rf.jei7iïH:^ijf  >  «A-ssrfç 
&  Mm  =  Vidy^-hdx^).  Mais  les  triangles  fcm- 
blables  nNA,  NMr,  donnçnt^A:  fi kssMm::Mfh 

Mr,oucft:^^(&»-f-rfjO:vtvMt— ^'*^^'^/'"^'^'^*^, 

Il  eft  ai(e  de  voir  que  cette  (bus-tangente  doit  être  fi- 
tuée  fiur  M  T>  taneente  de  la  courbe  de  pcoîeâion  AM^ 

{mifque  les  lignes  Nn,  M  m  étant  dans  le  même. plan» 
eurs  prolon^mens  doivent  auffi  être  dans  le  même 
f^lan.  Pour  faire  ufage  de  cette  formule  il  faudra ,  p^r 
e  moyen  des  courbes  de  projeâion  ,  éliminer  deux  des 
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crois  varriiblas  mf elle  cèdtkftt ,  la  diffétetftiellé  dt  h 
tmtkic  qui  Deftera  fe  nomrdAt  au  fium^ateur  &  aÀ 
4cnoixiinaceiiff  >  la  fbnnuk  ftta  délivrée  de  diffiiietltiene^ 

113.  CoAohhMJi^jithà  tangente Nccft 'égale 4 


114.  Coa€»i:^^Aiias  ÎI,  Si  dans  le  pktn  da  trian* 
gle  t  M  N  on  mç^ic  la  perpendiculaire  N  O  à  la  courbe 
a  double  courbure ,  les  triantes  femblables  Unk,  N  M O» 

donneront  NA=  j/^(<fx* -f^  Jjf  ^):«  A=5  </f  :  :  MN 
maie  M  Os  donc  la  norraaIeK  Ow=>/^(MÔV  ATn*) 

KsMÀRQUt.  Si  Ton  troiivçic  la  (busrtangœnte  ni^ 
l^ative»  on  la  pxèndroit  du  coté  oppoie;  c^dt-à-difet 

Îu'on  la  prendroit  fur  la  tan^nte  <  M  du  côté  de  O  >  fie 
la  fous-cormale  ctolt  négative  >  on  la  prendroit  du 
côté  ^  A. 

.  135.  PaoBLtMS.  Suff^finKfmlntqiùApns  âét  céurifét 
ie  rrojeStûti  A9A ,  AY ,  fur l6j  fiant  APM,  KAQ.font 
axsay^  ^  h  jt^=^  II*  on  demande  la  fouj^tangeaîs  Mtie 
la  C0iffbfi  d:4oubU  ^urkiré  ÀN«  I^i  première  équation 
iboiia  adj»iks«jFi{^  ,bftcoii4fc  dMine  bàj^e^^  dii  donc 
-        àiiâ  adx    ,  Idy  hdy 

ahdrX 
■    ^, ,      I   ,  ■■  ■  ■■  / eo  fiAflituant  la  valeur  de  dy  & 

cdkdcjr  n  !/"««)  9  donc  K^  (  rfjr*  -♦•  rf;»  )=« 

^  ,  .  ,^(^.±ÎL±1.^,  Mais  de  plus  5  5  ;=i=  î^  «i  >^a  ar 

my(fHLx)i  èonti^^ihaM.  Saftiûmnc  les  ra- 
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le^  ^  f  >  dé  ij;,  de  K^(  rf *  *H-  dj^)  dans  la  forhmle  de 
la  Ibus-tangcntc  ,  Ton  a  j^*   K(rf**4-  ^J'*)  =5 

fttis^tahgente  de  la  jpaf aboie  AM  eft=i  2^  &  la  tan-> 
gente  MT==s  ^^^(4*^» -4-jf*  )  =^ï^(  4**-f-tr  *  )  5  donc 
la  {bus-tângénte  Mt  de  U  coutbe  à  double  courbure  AN  r 
eft  dp^blede  la  tangente  M  T»    ./ 

.  i%6.  Prqblshe^.  Tcûuxer  l^Jousrwrmde  de  la  mim\ 
cùitFhe  à  double  couriure,   H  M  étant  une  perpendiculaire* 
abaiiliée  du  fomiifcc  N  de  l'angle  droit  du  triangle  rec« 
tàngle  r  5ï  O  fur  rhypôèhcfiufe ,  loff  a  M  f  :  M  N  :  :  M  N 

sÉ=ç2±sî^^  jf  J  ;if  (amfi  ûOf'iJti  Ta  vo  ci-deffiis  wy  )  : MO^ 

==lÇrr^=^  a  ^"(4 ^-f-  ^y  ^^  ^-^^  ^^PP^^^  ^  :^  a .  1  on 

j 

aura*MO=.*-*î  Si  Ion  £iit  r=  où  ^lon  a  MOss 

.2 

— l/^^^— =a»  oj  donc  à  rittflui  la  tangente  de  lit 

couxbe  à  double  courbure  eft  pwraUèle  ait  plao  de  la  baièf 

:  ^Tff:  PnoBLEMB.   St^g^puu  we  RN  (Fig,5o) ,  efi 
wtfi.cowrhe  à  àoulîe  courbure ^   telle  que  la  courbe  de  jrro^ 

jfàîon  fir^  le  plan  de  la-  brfe  fôît  la  parabole  de,  Viquamà 

ûxffssjt*  ùt la  (xwbe dtfrf^Sim  fir le  planKAQ,desjfÇfi^ 

des  i,  le  cercle  de  Véquanoa  jf  *  =:<fl  —  yi{,  tromper  lava^ 

lekr  de  la  fous-tangem  dé  cette  courbe^  Eft  prenant  la  va- 

fcurde  i  icàtdi  enx8c  dx,  célicdtV^idx^^dj^), 

qrfoDra  trouvée  ( lajf  )  s* dx  p^  ^-^- — ~)  Se  la 

valeur  de  j* si tfa-^jf  ^tszaa, —  o-x  (àcaufede^*=flx)^ 
l'on  aura  j  =  ï/^(«a  -  ax),ii  =»  -^^fi^^, 
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donc  on  trouvera  la.  (bus-tangente  demandée  que  iap« 
pelletai  S  ^  en  prenant  un^  Ugne=  y^{  4X^H*  ax) ,  tanr 

Ente  de  la;  parabole  >  fuppofknt  cette  lt^ne=^  u  ,'  8c' 
ifant  ;:*.  u  :  ;  4— of  :  S  j  mais' on  prendra  S  de  l'autre . 
côté  de  M  par  rapport  à  T  à  caule  dufigne  — «. 

iiS.  Problème.  Trouver  la fous-normale. ds  la  courte 
R  N  dans  la  mime  fupjfofition.  SI  l'on  appelle  cette  fons- 
normale  A  >  &  que  Ton  falTe  la  foos-tansence  S  :  ^  :  :  ^  :  R  y 

t»  -D         7?  x.Taa — ax) 

Ion  aura  K  =a  -"•     sa     — ; ^—^. i— r 

«*!  ,y7"   ^    '  \  >  Vi  fc  réduit  à  -^ =— tff/^, 

en  fupodâoc  «  s=s  «.  La  (bus-normale  doit  être  pri(è  du 
c6té  de  A  j  parce  qu  elle  eft  négatire. 

Lor(que  jif=a»lon  a  j*  =  flfl  —  ax=o«  8c:{=o; 
donc  la  courbe  à  double  courbure  doit  rencontrer  le  plan 
de  la  baie  au  point  C  corre(pondant  à  x  sa  a. 

iip.  Problbiib.  Heâi]^  une  tovahe  d  doobk  cour^ 
ime  AN  f(Fig.  49).  Le  triangle  reâangle  NAn  donne, 
l'élément  Niz  (de   la  courbe  à  double  courbure  }  sa 

y^{(nh)  *  «fr-CN  *)  *).  Mais(ëlon  ce  qu'on  a  ditci-defltis» 

KA  =  Mm  a=  V^  (dx*  -4-  d^»-)  ;    donc    Na  =s 

|/'(rfç*-«-d»*-f-dj' *').  On  éltmiocra,  par  le. moyca 
des  équations  des  courbes  de  projeûion  >  toutes  les  difie* 
rentielles  excepté  une ,  Scintégram  enfiûte >  1  on  aura  la 
valeur  de  l'arc  AN. 

139.  PaoBi.BM9*  ReSitur  la  courie  i  doubU  amlure  , 
iortf  réquation  de  la  courbe  de  projeSion  fur  le  plan  de  la  bafe 

ejl  (j^  '^  tua)  ^  =pfl***>  téquation  de  la  courbe 

de projeSionfiff  le  flan  dés  y  tfdes  \  éantj^  ^s  a^.  La 

première  équation  donne  »=y-i-Z^lî— -^  *  ,  d»  s= 

^  df  - 

•i— ^ .  (j'  •  —  »  fl  a  )  *.  La  (cconde  équation  donne  {=5 


■2^,  d^=  ^^   ^,  SubiUtuaat  tes  valeurs  de  dx  &  de  dç 


•    Calcul  Int^gkal.  lyj 

m ^  « 

dans  rétémcnr y^( ii^-hix^'hd'j^).  Ton  a ,  toute' 

• 

rédttâîon  fidte ,  -^-^^^  "^  ^'^-^   ,  dont  llntégrafe  cft' 

Pour  déterminer  la  conftante  C,  yi  remarque  que 
Tare  de  la  courbe  doit»  être  :^  o  ^  lorfque  xi^oi  mais  »/ 

s:  /  — : — L  ;  doocatorst^  s:t.%aa,yssia}^%y 
donc  puiiqiie>  lorfque  x  ±s  o,  Tintégrale  doit  étres=  oi^ 
Ion  aura hflK»-#-C  =  o,  ou H 

«K^i  4-  C  =  o,  ou  C=  —  -î  fl  J/^i.  Aînfi  l'intégrale  com-' 

I 

plctteeft  -=2! 1-  |r„  H  ^j/'g^.  Xellc  fera  la  valeur  de; 

l'arc  de  la  courbe  à  double  courbure  >  compris  entre^ 
Porigine  de  la  courbe  &  le  point  auquel  tAnA  YoiA 

donnée  7.  ^ 

Si  Ion  fait  7SSK  o^  Ion  a  x  =  ■■^-  ■    1   maiy 

(  —  aafl)»  =  V^( —  8  a*)  >  quantité  imaginaire  5  donc 
on  '  ne  peut  pas  fiippofèr  jr  ss  o.  Oh  ûe  peut  pas  (uppofei? 

non  plus  \  ss-:-*^  =05  ain£  TorigiBe  de  la  courbe  à 

double  courbure  ne  fçâuroit  être  fur  le  plan  de  la  bafè. 
Mais  parce  que  «=09  donne^  ^  =  2<ia  >  Ton  aalois 


X  aa 


{  =  s=  2  0,  Par  conféquent  cette  origjne  eft  éloi«; 

gnée  au^efliis  du  plan  de  baie  de  la  quantités  tu 

ijx.  PnoiLBMt.  Sm  lui  c^wrbé  d.'dbiiUft  coiirftttreAN 
(Fîg.  51),  dont  les  mcci  font  AV»AK,  AQ  (rdeuxJâfes 
emiriex  de  ffo^eSion  AM ,  &  AVssPN,  m  demtfnife  dt 
trouver  h  yideur  de Veffoce  AVîiqid^unefardt  âeUJbfaci 


iS4     Cou» s  VM  MATHéli-A^TIÇUBS* 


"sme 


O'Undrique  AVNF:*  élevéefurla  courh  AV ,  iétamMnçt 
&  courbe îdouhletôurbure, par  Taxe  A  P  6*  /a  courle  P  N  = 
AV.  Je  prends  Pp 3=  dx,  jt  mche  rordonnAe  p «&  je 
déérh  (a  côûfbc  p  h  dont  le  pian  cft  perpendiculaire  a 
celai  de  la  bafe,  &  parallèle  à  ceux  des  courbes  AV 
&  PN.  La  petite  furfacc  Nu  Pp  fera  ïclénïeTit  de 
la  furface  cherchée^JEn  metiîmt  N  G  parallèle  à  A  P , 
ft  teèaricHant  fé  petit  rrianrié  N  n  G'Çqui  diTparoit  de. 
mwt  Pp  N«')  i  j'élémcht  de  la  fiir^ce  cherchée  fera' 
P  p  N  ô.  Mais  cet  élément  cft  le  produit  dtjv  ^dx 
par  It  eeufbe P  Ns?  A  V» & Jes  ca-  priaiHiécs^ eettc 
courbe  étant  7  &  ?  ^  l'élément  de  cette  cou At  fera  = 
t^(iy  »-«-!  (f  ?  »)  5-dottc  cette  côârW=s:  S.y^Çdy^-^àl  '  )>  &" 

rilément  de  la  fiirfacc  chcr^^è  cft  =«fr^  S.K(ij-» -^^ 

Si  roB  réduit  "cet  élément  à  une  feule  variable ,   & 
qu'on  intègre^  Upn. aura  la  furfacc  cherchée.  ^^ 

•  ij*.  ^itblSL^kÉ.  ErC fi^pofaht  que  ta  courte  ae'frd*^ 

jeSion  A M^Jbit. une- parabole  ÀoncViquation  fiit y^  ^=rfi^?P'». 
fr  qatlacoitttt  &  prôjâSïon  Ai^z=^Hjbh  une  autre  pârahbte i 

lafiîface  aPN  rtf^ermée  emre  '.U  fùurhe^  à  iouUe  cbM*4 
bure  ,  la  parabole  cubique  PN  fr  Vaxe  A  P.  L'ofi  auia  « 

?=    ■  /    -j  i..<.^Jntégfaflt  far  ferW^^  foûiamept^*  i 


•  '^  P«r.  cfiîmirq  «t^jui^tid  îd  un  fblide  ddnt  ta  stoo^Mi^  «ft 
iuiiWi«<ajks.  Inouïe  iàlon^ttf.  ^ 


i^Mvan 


-  # 

Je  remarque  maintenant  au*en  augmentant  d'une  unjt£ 
Féxpélant  t  U)ihveDftndilâe  la  variable  jr  hors  du  iigne  x  ^ 
ledivifantenfuiteparrexpoiami  (bus  entendu  de  lava* 
riable  j  feus  lu  fi^e  p  le  quotient  donne  un  nombte  cH^ 
tier  pofittf)  âinft  (t),  cette  différentielle  eft  intégrakk^ 

Vm^'YU  €i»dèflut<i),^è  laibffirentioUoaic*  •  '^  -*-'^x 

l^^t*  (x^  **"^/   •  Si  dans  cette  fojfmule  on  faitsstm' 
làanwmi  fc  qtt'oh  îotcgrc  en  négligeant  le  faôtf ur  confiant,. 

littégralc:fer4«&<iî.fr~— «t^)==^4"^^  — ' 
.{  p  ''^  '*  Maisfi dans  ladifietefitielletfv' 


(R-hi»*)   ,devcttoît(cnfairant(M-gx"3>=5{>;^— -^^j;j^^ 


-•+•1 

p 

rf*(i*f*f  «»)#>r©n  change  xenjf^  rfi» M 4^>  ^éa 
ÊUTe  ix:s|  âAj^==t^K  qu'on  change  te  âiâeur  coo^' 

tant  A  en  -^ ,  p  ta  -  ,  que  r<w  mald|iixe  fintégkalà* 


a 


T  » 


que  Too  tient  dd  trouver  par  le  faàeur  confiant  qu'oiv 
deucKdeflus  {  i)^ettpar  ■■      >    '.■;^  qui  [tarée  que  à 


A  ici  repféfenté  pat  ^-j—  >  ppàr  f,que»assj,&g=ai, 


Mte  #  Ssjt ,  tottfe  rédfiâidii  ftke ,  rintégtald  efierchée 

imégEale  eftcmiflttie,  ^remâiqué  ^iMte  défit  éH^  :a^ 
(orfiiuejrssor.majs  akxs  clic  devient  ss—rg-yr  •    > 

dotebi€ônAaaie9i'i£im^9tercftBEai^^^  «    4 


^  I      I  ■    ■  ■  ■  I      mir  r  i  ■  ■  ■    ■    w? 
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klmtcgrâlc  complcttc  cft  -^•O—  ^)*«-Cr*-j«)*-h' 

^1^.  TcUc  cft  la  valeur  de  la  furfacc  AP  N. 
76J45 

I3^PROBLBME•  Trouver  lafinfàce  cylindrique  A  VN  r« 
Cette  furface  étant  le  produit  de  A  P  par  l'arc  P  Nj  fera 

Co^OLLAiRB.  Si  Atteft  une  demi  -  cicloïde  4orK . 
le  diamètre  du  cercle  générateur  foit  a,  \u  fera  =  %^a  Se 
la  furface  cylindrique  Aunp  fera  =  x  a  x.  Si x  ^  a ,  ci^ttc : 
lurfiice  fera  z.aa,  ou  double  du  quarré  du  diamètre  du 
cercle  générateur. 

i}4.  Problème.  Trouver Vejpace  AVff  comprîienrrr 
la  courbe  i  double  courbure  AN,  la  courbe  de  proje^ion  A  V> 
&  la  lime  V  N  parallèle  iA?.$'i  de  la  furface  cylindrique 
APNV,  on  retranche  la  furfacc  ANP  *  l'on  aura  la  farfece  • 
cherchée  =xS.  ]^^(iJf  » -f- (f^  *) -^x  S.  V^(rfy  »-♦*  (f^^). 

13/.  Problème.  Étant  donnée  la  courbe  i  double  cour^ 
hure  A  N  avec  Ces  axes  îf  fes  iquadons  *  trouver  le  foîide 
A'PMN  déterminé  parle  vlan  MN^P,  la'bafe  APJVT  t> 
les  furfaces  courbes  A  P  N  &  A  M  N.  Le  petit  folide. 
M  P  p  m  /z  N ,-  compris  entre  les  deux  plans  P  M  N"  & 
pmn,  étant  l'élément  du  Iblide  cherché  |  il  s*agit  de  trou- 
ver (on  expreffion.  Pour  cela  »  je  remarque  que  Cet  élé-' 
ment  cft  un  prifme  dont  la  bafe  eft^  le  plan  P  M  N  &. 
la  hauteur  P^.'  'Or  Télément du  plan  PMN  eftî=?dy5 
";?  &  r — *" 

x'i  de 

v-1 -    eft^ 

de  l'aire  doit  être  =  ç  fl^  5  donc  la^  tfafe.  ^  notre  folj4e. 
élémentaire  (era  =  S.  ^rfj',  le  folide  élémentaire  fera. 
^=idx  Ssidpf  &  le  ÇJide  cherché,  fera  S^dx.S.z dy^ 
Pour  pouvoir  Intégrer, on  réduira»  par  le  moven  de  la 
courbe  P  N^la-vaîeaT  de  S.  ç^^sCn  j  &  enmite  en» 
ou  d'abord  en  y  &  enfuite  en  x ,  par  le  moyen  de  Té- 
guatioQ  delajQQàrbe  A  M  afin  qUerélétneot  ne  contienne 
<juune  feule  variable  x,  ou  bien > on  tâchera  d'exprimer 
1  élément  par  une  feule  variable  ^-,  par  exemple  >  &  (a 
difFérentielle d^,  en  éliminant  dx  Se  dy. 
,  I  jtf.  Problème;  Supporant  que  la  courbe  de  projeâku 
fur  le  pian  de  la  bafe  efi  la  parabole  de  réquaàonax^j^^^ 


imm^mmmmÊtÊm 


Cacujl   Intégkav  xyy 


la  courbe  de  projeSion  fur  le- flan  desrtf  des  r  la  -parabole 
[de  Véquaiion  ^^  =s  hy  ,  on  demande  le  folide  A  M  N  ?• 
L*on  aura  f  =  V^ty  5  donc  rélément  ix  *  S.  f  d  f, 
Ter^^dx.S.dj  Vi^,  oudx.S  dy}/^ (  hp^ax), 
parce  quej  =  ax.  Mais  de  l'équation^  =  >/'«*  ,  Ton 
«  I  adx 

tire  //jr =i  a  »  «  —  »  rf*  =  f -TT j  donc  en  fubftituant 

*  *  y  ax 

Ton  aura  dx.S.dj  j/'bj^il  ix.a'^h^ S.x-'i  dx\ 

OtS.x     ♦  rf*s=l**  5  donc  rélemcttt  ferai.  1   *a^^ 

11*  i     1     I 

i^.jp*  rfx,  dont  l'intégrale  cfti  .  «♦.**.«♦.,  valeur  du 

folide  propofé.  Si  Vqn  veut  rcxprimcr  enjr,  on  fubftî- 

turra  la  valeur  de  x  prift  de  l'équation  j^  *  ss=  «  a?  &  fi 

Ton  fubflitue  enfuite  la  valeur  de  jf  en  ; ,  on  l'cxpri-. 

nera  par  une  fonâion  de  |. 

137.  Problbiii*  Trtmver h  vdeur  du pifme  AVNKP^ 
ccmfTÏs  entre  les  plans  AVQ  &  PMN.  Si  l'on  multiplie 
Taire  P  M  N  par  A  P  ==  x  ;»  le  folide  cherché  fera  == 
«.S.  {</y. 

CoROLLAiiiB  L  Si  la  courbe  AV  =  PN  eft  use 

parabole  dont  ^  foit  l'ordonnée  &  y  TabiciiTe  ,  l'aire 

P  M  N  fera  =  1  ^  jr  &  le  prifme  demandé  fera  =  1  x^y. 

138.  CoROLLAiRB  IL  Si  du  prifme  x.S,Tdy\ 
l'on  retranche  le  folide  A  MNP  j  l'on  aura  lelo* 
lide  AVMN  ==  xS.^dy  —  S. dxS.^dy.  Ce»  l'cx^ 
preffioii  du  fbliac  qui  manque  au  folide  AMNP.pom: 
égaler  le  prifme  A? M  N  V. 

13p.  Problemi.  Étant  donnée  la  courbe  à  double 
courbiifelA  N  (  Fig.  yi  )  ù*  fes  courbes  de  jrojeâion  fur  le 
plan  rf<  la  bafe  (rjur  celui  des  y  (f  des  ^,  trouver  le  folide 
AMNVQ^  enfuppofant  que  ton  ne  -connob  ni  le  prifme 


*  OndoitfiUre  attentioi\  que  V{b.yax)':^V{V.hbax'i 

'     1    d  1    - 

■■  yf  bhax^h^a'^ x'^ ^Bç^t^Vax^y/aaxx^a^  x^ 


% 


IjS   Cours  s^b  fikrniMkriqVÉt. 

/PMNVQ,  m  UTôWh  APMN.  Je  mène  le  plan 
unmq  paraUèk  au  pii^n  V  N  M  Q  &  infiniment  ptoche 
de  ce  dernier  plan ^  leLément  4^  folide  chercné  fera 
Vtt/tNMmQf.Si  Ton  fiiit  paflec  les  plans  V/rN, 
N  L  £  K  M  pat  les  lignes  V  N-j  NM ,  ces  plans  retraScho- 
rontlçs petits  (blides  Yu/gLiit  n LN H K io<pi font 
înaffignables  refpeâivcmf ne  au  prifine yfgHaiKq(^ 
qu'on. peut  regarder  comme  l'élément  du  folide  demandé. 
JPwi»  avorr.  YexptdBkûh  de  cet  éréficiicVlc  mukiplie  Qq 
pa^  le  reâangle  V  N  M  Q  =^ .  ^  Mais  Q  9  =3  d]^  s  donc 
^et  élénteot  m  pm  «t'> 

ConoLiAiRB.  Donc  le  folide  APMN  =B^x.S.^cf^ 
^S.xi  d^.~ Autre  ezpreffioB  diffihmite  cb  coHci  (ju-on  a 
couvée  çi-dcSus  (15;  ),  ppur  le  «iççie  folide, 

I4i>»  F  &  o  BiL  SM  a*  Sutp^knt  qt^la^  coifrie  A  M  (mi  A 
tfi  courbe  dcvrojc^og,  de  m  courhç  à  doûile  courbure  jyr  4e 

Î^îan  delahaje)ejl  laparaSole  ds.téquation  flx=^»,  ù'que 
i  courbe  AV  de  vrojeâionjhr  k  ^Imi  êts  y  (f  éks  ^  e^ 
ftffperiole  ésfiàl^me'  dôm  féqumw  ^^ytxiau,  l^n  de-^ 
mmie  lefibie  A  M  N  V  Q.  L'é^uatten  £xs3xjf*  donne 

11.  1     -1,  mdx 

ysKfl»  X  *,tfjf=:ia  **      *d*  =  l.|7— .L*«quati« 

^jttfi  $L  »  doiœe  t=w  — ^ «* --r*— r  ^  ^^    '  >    Subftir 

tiiant  les  valturs  dp  ^  8c  de  ^  J'  »  «ui'on  inent»  dçrtr^uver 
4^  Ji^  t  4  >  9  réjémenc  du  folide   de^i^dé^  ferji  m^ 

x^-r^ — .l.-r7''*^=s.lXr-j — r^=^\.c(^^  dx- ,  doqt 
Y  ax   *    }rax       *         a* 

Tintégrale      1 .  a  ».  «  cft  la  valeur  du  folide  cherchée 

CI  dans  cette  intégrale  L'ofi .  fùbllirué  à  1»  plàos:  àç^x 

&  vsJcut-î^  brift  de  l^équatioç  a  «  25?j  *  ,.  Çp^v    i4Fa 
a  •  ■ 

i  «  J  *  poiijja  valeur  du  folide  cherché. 


0 


^rr 
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SECTION   m. 

I 

Db   l'Intégration  des  Formules 

dlffébe^tlblles  et  pes  é^quatiqns 

Différentielles. 

X^  O  Ù  S  divîTerons  cette  Seâlon  en  cfeux  par* 
tics.  Dans  la  preibiere.  noas  traiterons  de  Finté^ 
gration  des  formules  &  des  équations  différentieUâB 
«  une  &  à  phifîeurs  variables.  Noug  parleroqs  dat^ 
la  (êconde  de  quelques  méthodes  (finté^r  pç^ 
connues  ^  du  calcul  des  variations  &  de  (es  ^ 
plîcations. 


mmam 


saca 


«■«^■«■«iV«*i 
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PREMIERE  PARTIE. 

■  * 

DE     LA     TROISIÈME     SïCTlQK. 

i.x^Ous  parlerons  d'abord derrîntegrîitioQ dqs 
diiférentiell^  à  une  feule  variable ,  &  di^  cel^ 
qui  ne  contiennent  qu'une  (èule  variable  dans  du^ 
cun  de  leurs  termes.  Nous  paflêroos  enfuite  »» 
différentielles  à  plufieurs  variables.  Mais  aviSUit 
d'entrer  en  matière ,  nous  remarquerons  que ,  fe- 
loa  ce  qu'on  a  dit  dans  la  feâion  précédente  (i); 

fintégrale  de  mx«-»  ix^q\x  S.mx'^^'  dx  eft 

xdy-^yàx y         dx •      ' 

'  X^  XX 

s.  (y  d  X '^  X  dy  y  ^=x y.  Von  a  vu  aufli  dans 


i«M 
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Tendroit  cité  »  que  Ton  pouvoit  trouver  Tintégrale 
duae  dififérentielle  bmome  ax'^dxÇb  ^^ g **)' 
toutes  les  fou  que  p  eft  un  nombre  entier  po« 
fitif.  De  même  toute  différentielle  de  cette  forme 

41  :c*  d:f  (fc -+-g  *• -4-/x  ' -4-- ft  *• -4- &c.  )% 

fera  intégrable  algébriquement  ou  par  logarithmes, 

toutes  les  fois  que  p  fera  un  nombre  entier  po- 

fitif  9   &  que  le  polinome  qui  eft  fous  le  figne 

ne  contiendra  quun    nombre   fini  de  termes  ; 

car  alors  on  n'aura  à  intégrer  que  d^i  quantités  de 

B 
iaknn^Bx^dx ,  dontrint^raleçftjc .x^"^'. 

MaîsfiR= — I  ,rintégraledeBjfVjrfera=BL.;r« 

L'on  a  vu  auflî  dans  le  même  endroit  ^  que  Ton 

peut  intégrer  toute  dififérentielle  binôme  telle  que 

Texpofant  de  la  variable  hors  du  figne  augmenté 

d'une  unité  étant  divifé  par  Texpofant  de  la  va* 

jriabk  fous  le  figne  donnera  pour  quotient  un 

nombre  entier  pofîtif.  fi  en  fera  de  même  fi  la 

différentielle  binôme  ne  fe  trouvant  pas  dans  ce 

cas  peut  (  fans  changer  de  valeur  )  y  être  ramenée  , 

en  cnangeant  Texpofant  de  la  quantité  (bus  lefigne 

de  pofitif  en  nézatif  »  ou  réciproquement.  Ce 

fera  la  même  cho^  fi  en  multipliant  hors  du  figne 

&  divifant  fous  le  figne ,  ou  fi  en  divifant  hors  du 

figne  &  multipliant  fous  le  figne ,  la  diffèrenrielle 

peut ,  fans  changer  de  valeur ,  être  ramenée  à  cette 

former**""*"""'  dT.(fr-4-gjr*)',  ouàcelle-cî 

tfx*  '*^*  dx  (fc-|-gx*)%m  étant  un  nombre  entier 

pofitif  ou  o  dans  le  premier  cas  ^  &  un  nombre  entier 

pofitif  dans  le  fécond  :  car  en  augmentant  d  une  uni- 

•  té  Texpofant  de  la  quantité  hors  du  figne.  Ton  a  dans 

le  premier  cas  m  •  n  +  n  ^  qui  eft  divifîble  par  r> 
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te  donne  pour  quotient  m  H—  i.  Dans  le  fedond 
cas  >  divifant  m  •  n  par  n ,  f on  a  m  pour  quotient. 
Donc  dass  Tun  &  Tautre  cas  les  quotients  fe* 
Tont  des  nombres  entiers  poiitifs.  On  peut  aufll 
voir  facilement  qu'on  intègre  par  la  règle  fondamen- 
tale^  toute  formule  dont  la  quantité  hors  du  figneCce 
fignepeut  indiquer  une  racine  ou  unepuiilance)  eft 
la  difiérentielle  de  la  quantité  fous  le  ugne,  exaâe* 
ment  y  ou  même  à  un  multiplicateur  confiant  près  , 
ce  qui  peut  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  la  différent 

tielle  eft  de  cette  forme  ax"*^'  dx  ,ou  peut  y  éti^e 

ramené.  La  diâférentielle  xdx  .(^x*H-jr*)»  eft 
dans  ce  cas ,  parce  que  xdx  qH  la  diâerentielld 
de  la  quantité  fous  le  fîgne ,  à  un  multiplicateur 
confiant  près  qui  eft  2  »   &   fon  intégrale  eft 

î-        2xdx  -=— y-   .Quand pour 

abréger  nous  n'ajouterons  point  de  confiante  ,  on 
devra  toujours  en  fuppofer  une. 

a*  *  Uon  peut  préparer  la  formule  d  x  x 
V(^'^+"3^*^  -+-  3  a  X  *  -4-  ^  ^  )  en  prenant 
la  racine  du  faâeur  a  ^  -H  2a  x  -+-  x^  Se  écrivant 
la  dififérentielle  de  cette  manière  (adx  -r\^  xdx)x 

y(a'^x)s=sdx.(a^x)  »,dont  l'intégrale 
=  f  (  a  -4-  Jf  )  ■*.  Mais  pour  préparer  la  formule 
(^ax^dx  --^  4 x^ d X ) .y^a X -^-x X) ;il hut 
divifer  hors  du  ligne  par  x  y  &  multiplier  la  quan* 
tité  fous  le  Cgne  pàr^r  *  ;  c'éft-à-dire ,  par  x  élevé 
jk  lexpofant  «du  fîgae  y  parce  que  x  ^  fous  le  figne 
jeft  la  même  chofe  que  ;rhors  du  figne;  ^'on  aura 
TomQ  IF»  .  L 
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donc(  ^ax*  dx-h-j^x^  <i *)  xV(^* '"+"**)• 
dont  rbtégrale ,  par  la  règle  fondamentale ,  eft 


^  .  (a  x^  -4-  *  *  )  *.  Quelquefois  une  formule  dif- 
férentielle peut  être  préparée  en  multipliant  ou  en 
divlfant  le  numérateur  &  le  dénominateur  par  une 


même  quantité.  La  fradion  ~f^ ^.  -  »  de- 

vient  9  en  multipliant  le  numérateur  &  le  dénomi- 

ax dx  "^^  X xdx     1     ^p.  ^, 1^ 

liateur  par  x ,  -^t^^ . — - ,  dont  1  mtégrale 

r=  7  V  C3  tf  Jf  * -+-  2  X »  )  ,  comme  il  eft  aîfé  de 
fe  voir  9  en  dlfférentiant  cette  intégrale. 

Pour  préparer  la  formule        '  *  ^^  ""^  '^ 


je  divife  le  numérateur  &  le  dénominateur  par 
%/(tf  H-y),  &  y  ai  %^ ^-^ = (^^^  -^  xdx)x 

(2  ax'-ir  XX  )      *,  dont  l'intégrale  »  par  la  rè- 
gle  fondamentale  ,  eft  =  {2ax^+-'xx)  *  = 

yC  2AX  -+"  X  X). 

Il  eft  fouvent  utile  d'ajouter  à  une  formule 
différentielle  &  d'en  retrancher  en  même  tems 
une  même  fonâion  intégrable.  Soit  la  formule 

X  dx  .  (a  -4-;r)*  ,  &  fuppofons  quon  ne  ladic 

pas  comment  il  faut  a  y  prendre  pour  Tintégren  En 

ajoutant  &  retranchant  aix  *  (a  -+-  x)"^  y  dont 

nous   connoiflbns   l'intégrale  ^   il    vient  xdx  x 
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dontfintégraleeft.^    ■ 


»-•-*  >»•     />•      1     «-N  »-♦-  * 


x(m-^i),Jf— ^  \^^^^  •  --  O-  En  effet  en 
différentiantlUntéglraleA,rona — —  •  (tf-i-ar)"^ 


il .  (a-^x)  "•  -4-  X  •  (a H-  ^)* î  donc  notfe  diffé- 


dx 
rentielte  devient  — — -- —  •  a.  (a -4- x ) 

m-4-  X 


•  flf  •rfx.(aH-a'} 


TO-4-2  m-f-i 


tf  .<a-4-J^)    ttAr== .  xàx  X 


m 


I-i  .  4,<f  Jî" .  (tf  H--^)**===jiri/r  .(tf  4-jr>* 


tf  d  ^ .  (  tfH- Jt  )  • -^  4 1/ Jkr .  (  tf -4- j:  J  *  î=3 
arix4  (4H-*)*. 

3.  11  eftfouvent  utile  da  pattagerune  formule 
différentielle  en  deux  panies  pour  la  comparer  à 
la  formule  xiy  -H,  j  à  x ,  dont  1  intégrale  eft  ==  xy. 
Qu'on  propofe  ,  pat  exemple  ,  la  formule  — 

fL       ■ — :-—  •    je   la    dîfpofe    aïnïî 

1.2 
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Mita 


j^                .V          dxy/^iaa-"-^  XX)          xdx 
dé  cette  manière ^!~^ — ; i  —  -t-; . 

(  ces  fraâions  étant  réduites  au  même  dénomina- 
teur rendront  la  formula  dont  elles  font  les  par* 

ti*es),  ou  ^{aa  —  xx).d(2iS)  4-  —     X 

^   X  ^  X 

d  .  V  ( 4  ^ — ^^  )  (^  lettre  i  indique  qu'il  &ut 
prendre  la  différentielle  de  la  quantité  qui  eft  à  fa 

droite)  5  dont  l'intégrale  fera — ^(aa^^xx),  quan- 

X 

tité  dont  la  différentielle  eft  ^(aa  — arr) .  i  ^  JL  \ 
H- JL  i  ^(atf  —  XX).  Si  on  fuppofè  *  ==i 
V^Ctf  a  '^  XX)  s  te  y  ==  — ,dans  la  formule  ci-deffus 

X 

xdy  -+-  ^d* ,  on  verra  aifément  que  ^{aa — xx)x 
d  (— )  eft  i=ssxdyy  &  que  —  d ^(aa^^xx)  ==: 
ydx^ic  parce  que  y  4r  eft  Tintégrale  de  x  dy  -4- 
ydx ,  notre  intégrale  fera  — .  V^( aa^-^xx). 

X 

4*  Pour  avoir  Tintégrale  d'une  formule  dUSé-^ 
rentielle ,  il  faut  quelquefois  élever  des  binômes 
ou  des  polinomes  à  des  puillances.  Par  exemple  y 

pour  avoir  Tint^grale  de  la  formule  x'*dx(a — x)  *, 
f  élève  tf  •^-  *  au  quarré,  &  je  multiplie  tous  les 

termes  de  ce  quarté  par  x^  dx  ,  ce  qui  donne 

a^x^dx^^Zêx^ dx'irx^d»»  Frenantmain-r 


mmm 
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tenant  Tintégrale  de  chaque  terme  ^  jfai^  a  ^x 


4 
î 


Itf  ^T  «i.  Ji.;pl 


5*  It  faut  quelquefois  employer  les  fubfUtutions 
pouc  changer  une  formule  dont  on  ne  connoit  pas 
rintégrale  en  une  autre  qu'on  fâche  intégrer.  On 
peut  auffi  quelquefois  ,  par  le  moyen  des  fubftitu-- 
tioos  changer  une  formule  irrationnelle  en  ration- 
nelle &  intégrer  enfùite  facilement  ^  comme  nous 
le  ferons  voir  par  pluCeurs  exemples. 

c  •  1   f         t  d  dx'"^  X  a  X 

Soit  la  tprmule : ^ 

Pour  la  réduire  à  une  forme  plus  fimple  ^  je  fuppofâ 
V(2/ix-4-xx)  =  7;donc(2tfy-+-' jrAr)==j*, 
aadx^^  7.x  àx^==ss 2\d^^  a  dx^^^xdx^ss» 
\di[\  donc  en  fubftituant  \ic  ^d^  à  la  place  des 
quantités  quelles  repréfentent  ,  la  formule  pro- 

pofée  deviendra  =  — 5;  ^-  ,  ==    ji,    ^  ■     =a 

il  i .  (tf-Hî)  * ,  dont  l'intégrale  eft  2  (  tf-H? )* 
essaVC a  •+-?>=  2  V  (a-*- \/(2fl *'-+-* :ip)V 


Soit  la  formule ?  ,*    que    f  écris    ainfî 

0^       m-^^  xd  X      ««  '^^  X  d  x  #>      • 

—  X j.  Parce  que 1     cfl    mté* 

grable    algébriquement  »    je  feis   fon  intégrale 
rrz :  ==  —  ;  ainfi  I— î r  =  — ^  ,  & 

rfr 

la  formule  propofée  devient  — ^*  Pour  trouver  x, 

X 

f  élève  «a  quatre  la-  fonnule  de  fubftitution ,  ft 
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Sabftituaot  cette  ^naleur  de  jr  dans  — ^  ^  la  formule 
propofée  fera œ    ,/.  :'v  ^  '  ■  v    ,  dont  Tînt^ 

-7.- -^  *•   Il  nV  a  aucune  rigle  pour 

•onnoître  quelle  fubftitution  on  doit  employer  dans 
tous  les  Cas  pour  changer  une  formule  dilTérentielle 
qui  ne  pgroit  pas  intégrable  en  une  autre  qu'on 
puiflè  facilement  intégrer  :  Tufage  &  Tinduftrie  du 
calculateur  doivent  fuppléer  aux  règles. 

à  ^ 

Soît  la  formule— 77; r*  Pour  que  cette 

formule  foit  rationnelle ,  il  faujt  que  \/(  ax^^xx} 

foit  un  quarré.  Je  fais  ax  —  x  x  ^=s  ^"'  ; 
ce  qui  donne  x  =  ^  j — 7  ;  donc  y  (  ^  x-^xx) 


iànt  les  fubftitutions  ^  la  formule  propofée  décent 


*  Lorfque  pour  abréger  Ton  n'ajoute  point  de  conf- 
iante 9  le  leâeur  doit  y  fuppléer;  i  l'égard  de  (a  déter- 
mination ^  elle  dépend  «  dans  chaque  cas  pacuculier>4e 
v:\\  -la  nature 4u  Problème  qui  a  donné  cette  intégrale. 


^ 


•*■ 


Calcul  Intéorai.  i6j 


«=  -—i   dont  1  mtcgralc 

de  la  formule  propoliîe  fera  =  —       \ '• 

6.PkOBLÊme«  Trouver  V  intégrale  de  la  formulé 
(  ^H-  V^C  I  -4-  xat)  )•  i  y.  Je  fais  jf-+-\/(x-Hjr:r) 

3^=7:  donc  4:  ara=  ii— -     dxss=.  '^    ^*'  ■■  ■  '   I 
aînfî  la  formule  propofée  devient  ==  Tf*""*»JïX 


»-+- 1  *  •-•i 


tégrale  .eft  g=g?   -/    ■ — -?-+-  --^ ;:t-HC.St 


on  avoît  eu  n  =  j  ^  ou  n  ==3:  —  i  ,  Tun  ou 
Tautre  terme  de  la  différentielle  A  auroit  eu 
im  expofant  =  — •  1  ;  ainfi  Ton  auroît  intégré  ce 
terme  par  les  logarithmes. 

7.   THéoRÊME^    Toute    différentielle  d  x  X 

(0,-4-  t  i'-H-cjf  "•  -4-  g  x^  -t-Crc.)', pétant 
im  nombre  entier^  &  les  expo  fans  de  x  dans  les 
termes  particuliers  étant  tous  JraBionnaires ,  ou  en 
"partie  entiers  &  en  partie  fraStonnéuns  ^  peut  toujours 
itre  rendue  rationnelle. 

Suppofons  que  n  icm  folent  feulement  {raâioo- 

.  f'  * 

fiaires,  /  étant  entier^  &  que  n  foit  ssss  -r  ^   fraâion 


înréduâible ,  m  ss=  —  autjreffaâion  irréduftible,  j« 

cherche  un  nombre  entier  h  qui  foitdîvifiSie  exaâe- 
toent  pat  i  &  par  a  ^  &  je  fuppofe  x=^j  ^  :  donc  djf 
h  î  *•  '  4  f  ;  par  conféquent  en  fubftituaiit  {*  ail 

^4 


k»  -itmiam^mmiÊ^Êm^g^mm^mmmmmammmm 
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lieu  de  X  &  ^^^"^^«.au  ieu  à^  ix^  ht 
dîôérentielle   du    théorème  fera  ^  ^  *''*'  di  x 

r  h  t  h 

(fl  +  fr?;T-4- cf  T-+- g  ^*')' ;   or  h  étant 

divifible  par  i  &  par  u ,  le  fécond  &  le  troiCèime 
termes  feront  afTeâés  d'expofants  entiers.  Donc 
la  formule  fubftituée  fera  rationnelle.  ^  l  avoit 

été  un  expofant  fraâionnaire  =  —  ,  on  auroit 

pris  pour  h  ud  nombre  entier  divifible  i  la  fois 
par  i,  uSc  s  ,  Se  ainfî  de  fuite  ,  s*il  y  avoit  un  plus 
i;rand  nombre  d'expofans  fradionnaires. 

8.    Problême.    Intégrer   la    diffcremielU' 

■  ^  y^ j — i  Je  change  V  y  en  y^  s   &  je 

réduis  les  expofans  j  &  7  au  même  dénomina- 
teur* ce  qui  donne  7  &  ^*  Donc  la  formule  pro-^ 

pofée  devient -J^l2!llllL._2!..  Je  Cuppofe  y  =1 

l*  {6  ^^  divifibfe  par  3  &  par  2)  ;  donc  iy 
=s=  6  \^  d\  ^    &  la  formule   propofée  devient 

tage   cette   dernière   formule  de  cette  manière 

TIPF."^  ^Hr-l  '  ^^  ^^^"^  ^  par  7 H-  !• 
Je  trouve  d'abord  (  ien  prenant  f  pour  le  premier 
terme  du  diviiéur  >  j  *  pour  quotient  ;  multipliant  le 
divîfeur  par  le  quotient  ^  &  retra.ichant  le  produit 

du  dividende  j  ^  ,  il  refte  —  f  *,  que  je  dîvife  de 
même  pou;:  avoir  -»  ^  '  ^u  quotients  Retranchant 


m  ■» 
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encore  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient,  fai 
H-  î  '  pour  refte ,  je  continue  la  divîfion  jufqu^à 
ce  que  le  refte  foit  i ,   &  divifant  ce  refte  par 

f-Hl,  lequotient  fera  (A)  ç* — ?'-+-  ?*  -~ 


?^f-i-+- — T^.  De  même — ^^ — *==7 


(  B  ).  Multipliant  tous  les  termes  du  quo-  * 
lient  A ,  par  5  J  ; ,  &  intégrant ,  Ton  aura  7  î^  — . 

Multipliant  tout  de  même  les  termes  du  quotient  B 

par  6hi\j  &  intégrant ,  Ton  a  - — — — (îfc ^-f- 

6  i  L .  (  7  -+-  I  )  *  ;  joignant  enfemble  cette  fuite 
de  termes  Ton  aura  l'intégrale  totale.  Si  Ton  veut 
l'exprimer  en  y ,  Ton  fubftituera  la  valeur  de  ^ 
en  y. 

Soit  la  différentielle  y  *  iy  (  t  -H  jTjy  "  )  ^  Pour 
favoîr  dans  quel  cas  cette  formule  eft  exadeir.crt 

intégrable ,  je  fais  (fc  -4-  g  y  "  )'  ^=  V  9  ^  ^^^^^ 

r 

indéterminée  5  donc  h  —H  g  ^  *  =  îT  >  y  *  ===^ 


;conc 


la  formule  propofée  devient  =  —  ?  ^  "^'^~'^?x 

Qi ^  "  ,|qui  eft  intégrable  lorfque  *  -^*  —  i, 


ir 


— .,: 


*  L  4éiigne  le  logarithme  hyperbolique. 


«MM«i 
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-'"  — 1  eft  un  nombre  entier  pofitîf,  oucx* 
•— •  I  eft  un  nombre  entier  négatif^  la 


formait  fera  rationnelle  enfuppofant  r==p«Stp=: 
—  ,u  étant  un  nombre  impair  pofîtif  oïl  négatif  ^  & 

.  =  u.  La  formule  pourra  être  rendue  ra« 

tioanelle ,  en  foivant  la  méthode  du  théorème 
précédent. 

Ç»  Pkoblemb*  DofU  jud  cafftux-'on  rendre  ranonnette 


I* 


la  formule  x^^*  ix(a^'b  x*)  '^  ,uScv  étant  des  nom* 
bres  entiers.  Si  v  =  i  >  il  eft  vifible  que  la  formule  (èra 
ntionelle ,  pourvu  que  m  ic  n  foient  rationnelles ,  mais 

fi  ^  eft  une  fraétion  îrréduâible^  il  faut  empbyerune 

donbte  fubftitution.  Qu'on   fade  a^bx^^sz^'^i donc 

(«-f-4x")V=j%jr"=si--r — jainfi  jp-s=:  Qa-y— ^-. 


&  «--«    dxia-^-bx*)  ^  =f^  j--^»-i  dix 
Q!^\  !1I2IL  ^  ce  qui  fait  voir  que  tontes  les  fois  que 


m  *—  n  "  77Z  ïïi 


=s =- 1  >  ou  —  feront  des  nombres  entiers , 

n  n  n 

cette  formule  fera  rationnelle.  Suppofens  en  fécond  lien 


m 


(l^^^b)^  (l*^  — *)• 
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■^— — — 

donc  *•-■  Jj:  = 5  donc  la  £br- 


+  '^ 


mule  propofte  ft  change  en  cçUcKi — 


qui  fera  ratîonncHc  toutes  les  fois  que h  —  ,    fera 

un  nombre  entier. 
Aiofi  Ton  peut  rendre  rationnelle  ja  difiSientielle  pro» 

pofée  toutes  les  fois  ^ue  —  &  —  H ,  font  des  nom* 

bres  entiers, 

K).  Si  l'on  a  une  formule  difierentîelle  X ix,  X étant 
une  fonâion  de  x  qui  ne  contienne  que  des  fouûions 

M  M 

fraâionnaires  {e^fx)  "  ,   («H-/*)^  ?  &c.  du  bi- 
nôme e + / jt  >  on  la  rendra  Vati^nnelle  en  fiippoânt  e  «4« 

/« = î  :  car  par  cette  fubftitution  >  Ton  a  x=      a — ,  dxz:^ 


1/ 


Donc  fi  X  =  ((  f -f-/jc  V'-4- (e-hf  *r -»- &c.)  ,    » 

étant  un  nombre  entier  ,  l'oni  aut^  X==  (?;•     -f- 

l^  *¥-  &c.  )  ^ ,  qu*on  rendra  rationnelle  par  la  mes» 
thode  ci-dcffus  (7).  %i  les  binômes  étoient  multL- 
plics  les  uns  par  les  autres ,  &  qu  il  n'y  en  eût  que  deux^ 


« 


l'on  auroit  X»?*  ^  ^=iwrSen  Êd(ànt2+i^raf, 

de  la   formule   propoiSe    ftroit    =s    '^-X'^X*  ^ 
tft  intégrable  algébriquement  toutes  les  fois  que  s  n'eft 
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en  rcndroit  la  fonnurc  rationnelle  en  faifanc  iltJ^l  =-  ^ 


pa*  =  —  I.  Si  J  étoit  =  —  i  ,  fon  intégrale  feroic 
y  .  L  .  t. 

Si  outre  les  fonâions  &aâionnaires  dont  on  vient  de 
parler  X  ,  contenoient  encore  des  fondUons  *ration- 
nelles  de  x,  il  eft  ai(e  de  voir  qu'on  pourroit  la  rendre 
rationnelle  par  la  même  méthode.  De  même  fi  X.  ne 
contenoit  que  des  fonâions  rationnelles  de  x ,   &  des 

puiflances    fradionnaires    (  CS^—LJL\ 

combinées  enfemble  par  addition  ,  ou  par  (buftraâion» 

a-^bx 
car  on  auroit  *  =  ILZl,        arf^f/--tj)H-}rf^(a^-0. 

£a  fuppofant  pour  plus  defimplicité  ,que  X  necondcnae 
que  les  formules  ('liEL^T&('£±4f^■^,  p  étant 
toujours   un    nombre   entier  ,    la   formule   deviendra 

donc  on  pourra  la  rendre  rationnelle  par  la  méthode 
ci-delfus  (7)  :  car  en  preMant  un  nombre  A  qui 
foit  cxademcnt  divjpble  par  n  &  y  ,  &  faifant  r  =j>^ , 
'^. étant  le  nombre  dont  on  vient  de  parler,  la  formule 
différentielle  cju  on  vient  de  trouver  fera  changée  en 
une  autre  qui  fera  rationnelle ,  ou  qui  ne  contiendra 
"aucun  cxpofant  fraâionnaire. 
'     Si  on  Vouloir  intégrer  une  fradion  radicale  de  la 

-  jp  1» — I  j  — 
^forme    -^  »  — r,  to  &  /i  éunt  pofiti&  &  entiers , 

on  feroit  <  -f-  i  x"  c= r-  >  pour  avoir :r»s= 1- 
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»  *'~''  —II—  t 

donc  S. ^'^^'dx       _^  (g?)  -   atkd^^^r^ 


(i— iO" 


»  I 


_i.  _  __s.  _______    o„j.j^ 


• 


cnfuitc  î=t»,  pour  avoir  î"  =5:t»,&-î    "   ^î  = 


n 

m — n 


««■-"  tf fj  donc  S, r-^  =:  S.  ■- 1 5    mais 

1 — *î  I — if» 

W2X*""  '  dt 

" ,  ,  eft  une  firaâion  rajioncUc  qu'on  pourra  in- 
tégrer facilement  »  ou  par  les  fériés  >  ou  par  la  mé- 
thode des  fraâions  rationnelles  dont  nous  parlerons 
dans  la  fuite. 

De  l'Intéguation  par  les  Séries. 

II.  Lorfque  par  la  fubftitution ^  Ion  ne  pourra 
pas  parvenir  à  donner  à  une  formule  diffërentielle 
une  forme  fous  laquelle  elle  paroifle  intégrable , 
algébriquement  5  ou  par  les  logarithmes ,  on  pourra 
avoir  recours  aux  fériés. 

Soit  la  différentielle     ^^    ^    ,  qu'on  ne  peut 
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*    bUx 


intégrer   algébriquement.    Je   fais  >      —  =5 

AJJx.(i*— *J)- ^  J'élève  t»—;rU  la  puif- 
fance  —  i  parla  formule  du  binôme  de  Newton  ; 
en  fimBofânt  dans  la  formule  (  a  -h-  b  )*  =s 

m  =  -^—  I ,  &  f  ai ,  en  multipliant  enfuite  tous 
les  termes  par  If^  dx  ^  la  férié  dx  -h-  —  —  -+- 

&c.  ;  donc  Fintégrale  de  la  for- 

*♦  x^ 


b^       •        b^ 

m 

mule  propofée  fera 


4**  7*^ 


X 


,    &c,  férié  convergente  ,  en  fuppofant  b^x. 

Si  X  > i^,on réduiraC— ;r  *  -H  fc *  )""'  en  férié  en 
prenant  x  '  pour  le  premier  terme.  Pour  cela  on 

changera  la  formule  propofée  en'^ — - —   = 

—  b^  dx  .  (x \ —  b^  )""',  &  Ton  aura  x '  pour 
le  premier  terme  du  binôme  qu'on  veut  élever  à 
la  puiflance  —  I  ;  Ton  multipliera  enfuite  tous 
les  termes  par  —  b^  d  x  ^  Se  Ton  aura  en  inté* 

—  b^dx  i»  h^     ,        M 

g^^«^> ^'TTzrbT  =  2x~  -*-  prr  "+-  "87^ 

&c. 


12.  Au  lieu  de  fe  fervir  du  binôme  de  Newton 
pour  trouver  les  fériés ,  Ton  peut  employer  une 
méthode  élégante  dont  fe  fervent  plufîeurs  anafyftes 
pour  intégrer  les  formules  différentielles ,  voici  en 
quoi  elle  confiftc.  Qn  divife  la  formule  propofée 
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en  deux  faâeurs  »  dont  l'un  contienne  la  difieren* 
tielle  &  foit  intégrable  ,  &  dont  Tautre  contiemie 
la  variable  finie  ;  on. intégre  le  premier  taâeot 
comme  fi  l'autre  étoit  confiant ,  &  Ion  diilereii- 
tie  enfiiite  le  réfultat ,  ce  qui  donne  la  difieren- 
tîcUe  propofée  avec  une  autre  formule  qui  vient 
de  la  dinérentiation  de  l'autre  faâeur.  Si  Voa 
ajoute  cette  dernière  formule  à  la  propofée  » 
ic  qu'on  l'en  retranche  en  même  tems ,  Ton  aura 
une  formule  qui  en  contient  trois  &  dont  les 
deux  première^  font  abfolument  întégrables.  Si 
la  troifième  a  de  l'affinité  avecla  propofée ,  Se 
qu'on  puiflè  la  traiter  par  la  même  méthode ,  on 
la  changera  en  trois  formules  ,  dont  les  deux  pre- 
mières feront  intégrables  9  te  dont  la  troifième 
pourra  être  traitée  de  même  ,  &  ainfi  fuccefiive* 
ment  ,  Ton  formera  la  férié  cherchée.  Mais  il 
fera  plus  élégant  de  prendre  une  formule  géné- 
rale, qui  étant  différentiée  donne  deux  formules 
qui  aient  de  Tafiinité  ;  car  par  ce  moyen,  ca 
déterminant  les  coëificiens  indéterminés,  Ton  a 
une  férié  plus  fimple* 

I?.  Soit  la  formule qu'on  veut  ré- 

-^  a'  -*-  *'    ^ 

duire  en  férié.  £n  regardant comme 

un  faâeur  confiant ,  &  intégrant  Ton  a 


Je  difierencie  maintenant  cette  formule  que  J 

.     •  ^  I        ^  *%  '/    dx  ^x^dx\  . 

cris amn * X -; -,&jai(-- —  f^  ^  .. J  . 

Si  f intègre ,  j'aurai j  ;  donc  fi  je  diltribue 


m^m^ 
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la    formule   propofée    de    la   manière    fui  vante 
.JJL îlllf.  ^  J^IUJL,  *  lesdeux 

Eremiers  termes  donneront  une  intégrée  algé- 
rique.  La  troifième  formule  eft  femblable  à  la  for- 
mule propofée  &  n'en  diffère  que  par  les  expofans , 
puifque  celui  de  x  dans  le  numérateur  eft  augmenté 
de  trois  unités  (  car  d  x  =  x^  dx),  tandis  que 


Texpofant  du  dénominateur  (  a  *  -f-  x  *  )  eft 
augmenté  d'une  unité  ;  c'eft  pourquoi  j'Intè- 
gre en  fuppo(ant  .^^  ,  —  confiant ,  ou 
ce  qui  revient  au  même  ,  en  fuppofant  le  fac- 
teur -5 jjf  onftant ,  comme  la  première  fois  , 

ce  qui  donne 7-71 — : rr;.Diftérentiant  cette 

*  ^  •  (^  '  — +—  x^  ) 

intégrale  (  qui  n'eft  pas  la  véritable  )  »  Il  vient 

^  x^  d  X          2.3*' .  x^  dx       -r-ir    ^j-r 
2 ^  •'^ -. -^-  ;  amu  u  faut  difpo- 

fer  la  ?*  formule  de  cette  manière  j^ r-    — 

^  (ai  H-x»)* 

a  .^^  x^ d  X     .    2.^^x^dx     y       j 

— --^ —  H r-^ r-«    Les  deux   pre- 

mieres  formules  prifes  enlèmble  ont  une  inté- 
grale algébrique  ,  &  la  troifième  peut  être  traitée 
par  la  même  méthode  ;  ainfî  en  répétant  les  opéra- 
tions on  trouvera  la  férié  cherchée. 

*  La  féconde  formule  a  le  figne  — ,  5e  la  frolfièifie 
le  figne  -h  s  parce  que  pour  ajouter  à  &  la  quantité 
—  a,  &pour  l'en  retrancher  en  mime  tem$^  on  peut 
écrire  J'—  a+cu 

'4- 
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14*  Mais  pour  avoir  la  férié  d'uQc  manière  plus  élé* 
«gante  >  je  me  fers  de  la  formule  générale  -^ —  , 

donc  je   prends    la  difTérencielIe  de   cette  manière  t 

^K 7)  =^ ^  '^^. ' îtri  i 

(a3-*-ifî)  (a3-f.jf3)  (aî^jr») 

donc  s. := — — -X pH ^-1—  X 

Cela  polé,  je  fuppôfc  p  t=  o  fc  5=1  (pour  avoir  :^  ^f  ix:=s. 
,       >  V  •  .j  •«>        rfj*?  Jf  ^     x^  dx 

(a^'*-x?) 
(  car  ç  -f-  I  =  1  ).   Je  fais  cnfuite  p=i&^s-2,   gç 

par  la  formule  (A) ,  j*ai  S.  — ^ ' — j  sss  —  • .  ^ 

2»  %        X    d  X 
-1-  s. »— •  Suppofèz  enfuite  jp=:x  &  ^=asj,Iai 

formule  A  donnera  S. 


^.S.- —.Si  on  faitp  =  |&  ^  =  4, l'on  aura 

7         (fl'-f-JcO 
^       x9  dx    _  I         _1^11.  .  i-4c     ^''^^  •  ^ 

ainiï  de  fuite ,  Tort  pourra  continuer  tant  qu'oa  voudra. 
Enfin  dans  la  première  fubftitution  B  écrivez  au  lieu 

de  S.  — ^ ^-,  là  valeur  donnée  par  la  feconde  fubfti- 


M-^ 


"^  La  lettre  à  indique  qu'il  faut  prendre  la  difiSr^ntiella 
de  la  quantité  renfermée  dam  la  paranthèfe. 

Tome  IV.  M 
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■       ■      I  I   — ■—        ■— — ^^— —        — — — — fc— i^i 

X  ^  d  X 

tution ,  &  enRiite  à  la  place  de  S.  'r-; rrr  9  fit  ▼*- 

leur  que  donne  la  trcifiètne  fubfti tution  ,  Se  alhff  cfe 
y,-Ai>  g^       a  X  X  2         x^ 

(iute&  lonattraS.-T-- — ;  =-—- — 7-f---rTT"i\l'+' 

4.  7'(a'-HeO*        4.7.xo'(ttï-t-»»)+      4.7. 10.  ï| 
■»—- &c 

tTsAGE     DES    Quadratures     xt    des 

Rectifications  des  Courbes 

dans  le  Calcul  Intégral. 

if.  Il  n'y  a  aucune  formule  difterentielle  qu'on 
ne  puiflè  conftruire  par  la  quadrature  fuppofée 
<f une  courbe.  Soit  une  formule  Bdx  ^  dans  la- 
quelle B  foit  une  fonâion  de  r  9  qu'on  la  réduifè 
à  une  dimenfion  linéaire ,  en  la  multipliant  s'il 
le  faut ,   ou  en  la  divifant  par  des  confiantes  , 
{1  B  eft  une  puiflaace  3^  »  par  exemple  ,  on  la  di- 
vifera  par  a  S  La  formule  étant   ainfi  préparée  , 
fuppofons  B  linéaire  &=;=^y&  décrivons  la  courbe 
dont  les  co-ordonnées  font  x ,  &  y  =  B.  Si  F  M 
(Fig.  x^'^«)  eft  la  courbe  demandée,  en  faifanc 
À  P  ==2  X  9  P  M  ==  j  ==  B ,  Ion  aura  Télément 
de  cette  courbe  ==  yix  =^  B  dx.  Donc  S.  B  dx 
fera  égale  à  Taire  A  F  P  M.  Donc  on  aura  l'inté- 
grale par  le  moyen  de  cette  aire. 

Si  Ton  demande  Tînte^le  S.Bdx  pour  lé 
cas  de  x  ==  a ,  l'on  prendra  A  P  =rr=  a  ,  &  l'aire 
A  F  M  P  donnera  l'intégrale  cherchée. 

Soit  fuppofée  B=V?2ax — jr.v)  ,  la  dîffé- 
rentieUc  B  dx  feraswi*  VCa^r  — jtjt).  Comme  B 


i^iMatiÊums^ 
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éft  tei  finéaire  ,  on  ne  fera  aucuiHe  multiplica^ 
ttonni  aucune  divifi€ln5fuppofezy3=^y(2^x — -.vx), 
&  décrivez  la  courbe  de  cette  dernière  équa-* 
tion  5  qui  fera  un  demi-cercle  AMD  (Fig.  2) ,  dont 
le  diamètre  ==  2  a  ;  donc  S.  B  dx  ==  S»ydx 
s=  S.  i*.  \^( 2ax  '^^xx)  eft  égal  au  fegment 
AMP,  AP  étante?,  &  PM  =y.  Si  la  .for- 
mule avoit  été  a  ix  .  V^(  2  a  t  —  J^;r  )  ,  on  l'au- 
roit  divifée  par  a  v  mais  on  auroit  enfuite  mul? 
tiplié  rintégrale  par  a  ;  de  forte  que  l'intégrale 
aorott  été  égale  au  produit  de  4  p^f  le  iègment 
APM. 

Sok  la  formule  Bi»  =3 ix  •  y{2àx^-i^x»)  ; 


ayant  décrit  une  hyperbole  équilatère  A  M  (Fig*^)  , 
lioïKt le  demi-axe  Ô  A s==c ^ ,  fefpate  AMP  fem 
s=S*  ix .^(^2  ax -^xx). 


i5,Solt  la  formule — * — ^ ,  qu^on  multipUera  par 

a^  pour  avou:     ,^-    ^ — -5  ™^®^  ^77 -     <  =  « 

s==7  &  décrîvet  la  courbe  de  cette  équation,  cette 
courbe  eft  du  troifîème  or4re.  Suppofons  que 
A  M  (Fig.  4)  ibit  cettç  courbe  dans  laquelle 
A  P  =  *    &  P  M  =  y  ,  Ton  aura  leipace 

AFM      .     *^^  ^^I^        ' 

— .  Sï  r^n  avoit' la  formule         ■  •  on  la  mul--: 


JC» 


tîplieroit  par  11^'  ^  &  l'on  auroif  -j j.  Suppofez 


a' 


•  »  • 


Ma 


mmm 
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(  Fîg»  S)  ^^  ^^^^^  équation.  Dans  cette  courbe 
AP  =^x&  PM  =py.  l'efpace  ABPM  fera 

e  aUx  .       ç    dx           ABMP 
6=5. ;aonco. -; == z • 

Soit  la  formule  ii--  ,   Ton  aura  Tintégralc 

S.  ^^       ^  par  le  moyen  d une  hyperbole  entre fes 
aflymptotes.  Voyez  la  feôion  précédente  (  8  ). 
Soit  la  formule   .,         >  Je  multiplie  cette  foi>- 

mule  par  fr  '  pour  avoir j  =i  ' .  (  i*-f-**)  "*  '  • 

Or ,  feôion  précédente  (14) ,  ifl .  a  >  (a»-+-**  r  '  i 

eft  Télément  d*un  feôeur  de  cercle,  dont  le  rayon 
s=  a  3  &  la  tangente  =  x.  Donc  fi  Ton  fiait  A  C 
(  Fig.  2  )  B=s  b  y  Ab  ==  X  ^  le  fefteur  C  A  M 

-  i  ^b^dx       •  c    dx     n       a.CAM 

fera  =  -r  S..  _^    ;  mais  S.—-—  eft  =      ..      • 

Si  Ton  avoit  la  formule ,   en   faiûmt    g 

fc=:  a  *  (  ce  qui  peut  fe  taire  en  fuppofant  qu'on 

ait    multiplié   g  par   i   afin  qu'il  devienne  a^, 

aa  •   . 

pour  avoir  i  :  a  :  :  a  :  g  :ifc»=  • —    ==    ^     J  > 

dx 

Ton    auroit    la    formule    — — ; — —7  3    qrfon 

a  u  —+-  XX  *    . 

multiplieroit  par  ~  afin  d'avoir  — — ; — • — r,  dont 

■  ^ 

l'intégrale  éfl:  un  fedeur  de  cercle ,   dont  la  tan- 
genCB  s»:«  ,8c  le  rayî>tf.i=s  ji. 
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9  I 

Sî  Ton  avoît  la  formule  jr*.(i— x)  *  dx, 
on  la  conflruireit  par  le  moyerv  d'une  ciilbïde. 
Voyez  la  fedion  précédente  (  i6)* 

'  Là  formule  x'  dxie  conftruit  par  le  moyen  d'une 

courbe  exponentielle  dont  l'ordonnée  y  ==  x\ 
.Voyez  la  feûion  précédente  (17). 

La  formule  ^ï^ — ^^  dépend  de  la .  qaadra- 
ture  de  Thyperbole  ;  il  en  efl  de  même  de  ta  for« 
mule      ^^^    -^ — w  Mais  la  formule   y!  -^   ^    ^ 

yijjf  —  (i^)  Vicia  — yjf) 

dépend  de  la  quadrature  du  cercle.  Voyez  la  fec- 
tion  précédente  (  2 j  )• 

.  17.  Il  n'cft  pas  nécefTâire  pour  intégrer  de  coaftruire 
la  courbe  dont  Tabfciflîp  eft  jc  ,  il  fera. même  fouvent 
Utile  de  choifir  un  faâbur  difiTérentiel  qui^  (bk  întégraUè . 
algébriquemeQt ,  &  de  fiùre  fon  intérable  =î  >  ?  étant 
Fabfcîflc  de  la  courbe  qu'on  doit  décrire,  en  Faifant 
l'autre   faveur  "==•  y  >  y  étant  rordonnéc'dc    la  même 

courbe.  Ainfi  dans  la  formule  r^r, r  9    dont  on  a 

Y  \ci — x) 

parlé  ci-deffiis  (i^)>  ayant  fait  la  multiplication  par 

Â  .   adx.f/^x       dxl/^a.l/^ax  -. 

—  pour  avoir  —77 7  = ^  x/^  ■  '  v    >    je    fais 

-  ^.    — r  =  flî>  &  en  intégrant  &  joutant  une 

confiante  arbitraire,  j'ai  C — K^a .  j/'ia  — ,x) ç=j  ,  &  en 
faifant  C=a,  je  trouve  a— i^(w— •<i*)=ssî',  a — t=sl 

f^(aa  —  ax) ,  ou  ^= ^  5^ tf  —  x.  Faitcsf  maintenant 


lAax=y  ^  ou  ax=y^ 9  ou  xsss-^ — ,  &  Péquatioa 
2c'  la  courbe  dont  [l'abfcifTe  eft  ^  &r  l'ordonnée   ;f 


•«il 
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fera    i — iL^(i^^»^z=:- :^^— ,  <iuU— 0*=» 

ctf  -*^^,  ou  tf  a  —  ta j  H-  ç*  =  ira  —  7J  >  OU 
iflj —  \  ^  =sy  *,  C'cft  pourquoi  fi  avec  le  rayon  C  A  sa  a 
je  décris  un  ccfcle  AMBD  (Fig.  x)  ,  dans  lequel  on 
feffc  AP  =  î5=d— f/^(aa~  ax)  &  Torionnéc  P*I 

«=  y =l/"(^  a  *  ) ,  To!^  aura  S.  — -7- es  A  M  P* 

-^  -         dxV^Jf       _^ft.AMP       •,.        r  f      J      I     !• 

Ponc  S.  ,vi  Pi  »■   at .  Lmtéeralcdclafor- 

mule  rT — ——-  dépendant  de  \i  quadrature  du  cercle  9 

la  quadrature  de  la  courbe  A  M  (  Fig.  4)  »  par  le  moyen 
de  laquelle  on  a  conftruit  la  même  formule  dépendra 
auffî  de  la  quadrature  du  cercle  &  l'efpace  infiniment  loAg 
A  B  H  D,  fera  égal  au  double  «Kun  quart  de  cercle  .dont 
le  rayon  =  fl. 

Soit  la  fermme  •- j ,  je  la  multiplie 

par  a  ^  pour  fendre  linéaire  le  multfpUcateur  àt  ix^icy^ 

ftrends  enfuite  le  faâeur  — — j — ,  dont  l'intégrale  4I- 
gébrique  eft  — >  que  je  fais  =s  ^  ;  donc  x  =:  —  •  Je  fais  en- 

X  ^ 

fuite  —  l^laa-^xx)  =bj.  Pour  ilécrirc la  coip)>e4es 

co-*ordonnée»j  icy  ,  il  faut  déterminer  la  nature  j  pour . 
cela  je  futîfliitue  dans  la  derniei^  équation  la  valeur  de  ir 

donnée  pat  l**vant-dernièrc,  «r  j  ai  ^-K^a  a  —  ^  )  « 

|/'(^f— '«fl)  c=^,  équation  à  ^hyperbole  é^uilatère. 
C'eft  pourquoi  avec  le  demi-axe  C  A  c=  «  ,  )e  décris 
l'hyperbole,  équilacère  A  M  ÇFig.  i  )  ,  je  prends  fur 

le  premier  axe  l'abfcifle  C  P  =c  ;  =s  —  &  ayant  mené 

X 


m» 
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m    o  ^dx}/'(aa — xx)       APM     ..  ^  , 

te  S. ^—^5 =  — ; — .  Ainfi  pour  chaque  va- 
leur de  X  Ton  pourra  connoûre  la  valeur  de  ^^  &. celle 

i8.  Il  fera  quelquefois  plus  élégant  de  conftruîre  par 
les  quadratures  >  non  la  formule  propofée  >  mais  une 
autre  formule  >  qui  étant  ai'outée  à  la  première ,  don** 
nera  une  formule  difierentieUe  algébriaue  >  de  l'intégrale 
de  laquelle  retranchant  l'intégrale  de  la  formule  ajou- 
tée ,  il  reftera  l'intégrale  de  la  propofée. 

Pour.faiie  comprendre  cet  artifice ,  ibit  la  formule 
fiopoSic  jixi  intégrez  comme  fi^.étoit  confiant  & 
vous  aurez  ^jr  5  prenez  la  difFérentielle  de  cette  inté* 
grale  &  vous  trouverez  i(jpi  )=»4y  "♦7JK  d  x,  Ainfi  *  dj 
eft  la  formule  qu'on  ajoutera  à  la  ptopMc.  Doncjx  =a 
S-xdj-i-  S.jdx  ,  tcjx-^  Suxdj  =S.j  dx'y  Donc 
il  par  les  quadratures  vous  trouvez  S.  x.dy^  .&  que 
vous  retranchiez  cette  quantité  de  ^  x  ^  vous  aure^^ 
rintégrale  de  la  formule  propofée. 

Soit  la  formule        '  ^^       p  que  vous  pourrez  difpot 
iêrainfix'      "^        !■  ',  intégrant  maintenant  comme 


(xX'haa) 


t 


x^ 

ûx^  étoitconftant>rona  ,  >  ladîflffrentiellc  de 

1.     .  ^j/       **       \         — x^dx    .       zx^dx 
eelle-tcieftaf  ■,  1  eu x  -t-T-T; — ;; — •. 

donc .  =!S. ■ -^-t-  i  S.  p^r^;;^:;:^)  - 

jf  *  x^  ix      ^    —-x*dx 

*"  .»*-*-a«)^""''  yCxx+aa)-  '^^^^^^ji* 

M4 
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Intégrgns  par  les  quadratures  la  formule  J^^TJJ^jT^)  * 

Four  cela  je  fuppofc  //.        ■    \  =  rf  j  ,  afin  d'avoir 

l/'(xx^aa)  =s  ç ,  &  «  =l/'(^— flfl).  Faites  *  =^  &  dé- 
crivez la  courbe  des  co-ordonnces  «  &  JC  C  dont  1  équation 
cft  ^^  —  flfl  =  ;fx  =  yj'»  qui  appartient  à  Thyperbolc 
équilatcrc  ).  Avec  le  demi-axe  C  A  =  a ,  ayant  décrit 
Thypcrbolc  équilatèrc  AM  (Fig^  5  ) ,  prcnoa  C  P  =  ?  =« 
|/(  xx-H aa  j  ,  &  ayant  men«  lordonnée  P M  ,  vous 

aurez  S  ,-/i,  55=  A  P  M,    Donc  fi  on  rc« 

tranche  le  ttiple  de  cet  eft)ace  de  i*intégrak  algébrique 

-~. î ,   Ton  aura  Tintégralc  de  la  formule  pro- 

(y*-*- au)* 

polee  't* 


Parlons  maintenant  de  la  conftrudion  des  for-*^ 
milles  (lifr(5reqtielles  par  le  moyen  des  reâifiça^. 
fions. 

15;.  La  méthode  de  conftruire  les  formules  dif- 
Férentielles  par  la  redification  des  courbes  parok 
— £cx^^u\^  A  ! ^-udion  *par  les  qu-*-*— *™'-  • 

>urbe  A.  m  (  Fig, 

-       „  égal  à  l'intégrale _ 

férent'.elle  propolée  ,  en  enveloppant  cçt  arc  avec 
un  fil ,  Ton  aura  facilement  la  longueur  de  cet 
arc,  &  par  conféquent  la  valeur  de  l'intégrale 
cherchée. 

Si  Ton  a  la  différentielle  pd  x,  dans  laquelle  p 
«ft  uYie  fondHon  algébrique  de  jr ,  que  nous  fup- 
poferons  réduite  à  yne  dimenlion  linéaire  (  ce 
qu  on  peut  toujours  obtenir  en  multipliant  ou  en 
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— 1 \ ri r       ^1^    TF  -  -^- 

divifant  par  une  conftante  )  ,  il  s'agit  de  réduire 
cette  formule  difTérentielle  en  une^  autre  qui  ex* 
prime  Télément  d'un  arc  d'une  courbe  algébrique. 
Suppofons  que  les  co-ordonnées  perpendiculaires 
de  la  courbe  cherchée  font  yicuy  Tclément  de  Tare 

de  la  courbe  fera  ==  ^(dy*' -4-  du^  )  ;  donc 

l'on  doit  avoir  pdx  =  \/(dy *  -f-  d u '  )  & 

pp  dx*  =  dy  *  H-  du*.  Cette  équation  fait  voir 

que  la  formule  p^  dx^  doit  être  partagée  en  deux 
parties  dont  les  racines  quarrées  fbient  réelles  &  in« 
tégrables  algébriquement  &  dont  Tune  foit  —  d  y 
&  l'autre  "^^^  du  ;  leurs  intégral|^  &  u  feront  les 
co-ordonnées  de  la  courbe  dltr^Pb. 

20.  Soit  la  formule  pdx  =■  ^^^  ^ ^x; 

donc  p  »=  V^fl±ff2 jp  ^dx^~  lilifl 
-+^  dx*=  dy  *-+-  d  uSFaifant  tI_L  =  dy* , 
te  d»*=^du\  ronz^^LÉI=^dy,8cdxz=a 


a 

X' 


d  u.  Donc  en  intégrant,  —  =  ^ ,  &  a:  =  u.  Par 

conféquent  —  =y ,  ou  «  «  =^  ^  y  équation  a 
une  parabole^  dont  le  paramètre  =^  o-  ;  donc 
3^  dx.V  {^xx-^aa)  ^>^^^^^  ^^^  j^  récaifica- 

a 

•tion  d'un  arc  de  parabole.  Soit'  A  M  (-Fig.  6  ) 
«ne  parabole  dont  le  paramètre  ==  a  i  TabA 
ciflTe   AP  =  ;^,    l'ordonnée  PM  =  ït,    1> 

quation   de   cette    parabole    fera  u  *  =5  4  jr. 
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X 


ft  parce  qaVxi  a  trouvé  u  «=  x  te  —  s=9  y^û 


a 
x^  uu 


Ton  prend  rabfcifle  A  P  =  —   ou=  — ,ron 

aura  pour  chaque  valeur  de  x  Tintégrale  de  la 
différentielle  pcopofée.  Si^  par  exemple ,  on  £ût 

jr=  a,  &  qu'on faffe^  =  AP  ==~  ;=r^=8tf  , 

Fintégrale  correfpondante  à  x  ==  a  ,  dépendra  de 
la  reâifîcation  de  lare  A  M. 


Soit  la  formule — ^ 


1»^  I 


^u*OB  veut  ré^Hjre  jli  la  rectification  d'une  courbe 
algébrique.  J  eflU  aSl  quarré  le  multiplicateur  de 

711*  x  **•■"* 

dx ,  pour  avoir ^^_^  ■■  -4-  t.  Je  divife  cette 

Quantité  en  deux  parties ^_^ .-    &  i  >  dont 

)e  prends  les  racines  quarrées  _  &  i  • 

Multipliant  les  racbes  par  ^x,  fai  les  formules 

m  jp****  ^  u.  X 

j^3-^ —  &  J  X  9  qui  font  toutes  les  deux  inté- 

grables  algébriquement.   Ayant  fait  l'intégration 
Ton  a  -;j:r-x  &  *  ;  fi  je  fais  la  première=i  a  &  la  fe- 

M,  oujf^ss^*"'  U  ,  équation  qui  appar- 
Mat  aux  paraboles  »  ou  aux  hyperboles  de  tous 
les.  genres ,  félon  que  m  eft  un  nombre  pofitif  ou 
négatif  9  on  fuppofe  que  m  n'eft  pas  =  -f-  i^ 
autrement  cette  équation  feroit  à  la  ligne  droite. 


coude  =»y,  il  viendra  x=y  & ==  m  ,  ou  J-^ 
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— ■ -1 -i  1 • 

Ainfî  la  (bnnule  propofée  s'intègre  par  un  arc  de 
ces  courbes* 

Soit  la  formule  pix=(t=  ixf—  -+-  --4- V    i 

\  a         a       aac  / 

élevant    au  quarré  le  .multiplicateur ,  de  i  ^  8c 

le  partageant  en  deux  quarré^  — .  -h  —  ,  —^  *  j 
laultipUant'  leurs  racioes    (  qui  Xont    toutes  lea 

deux  réelles  )  par  ^at,  Ton  a  ix  ^Vy^      i 

x^  dx 

-  -^    y  qui  étant  intégrées  &  égalées  ^  la  premièrt 

â  u  &  la  féconde  à  y ,  donneront  ^  «  ^  ^    ^*    ■■m; 

y.  Ainfi  l'intégrale  de  la  fonmdo 


propofée  fera  égale  à  un  arc  de  la  coiurbe  des  cor 
ordonnées  uicy. 

21.  Il  eft  quelquefois  ï  propos  (f ajouter  au 
quarré  de  la  formule  propofée  &  d*en 'retrancher 
en  même  tems  une  aiitre  différentielle  afin  de  ré<» 
duire  plus  facilement  la  formulé  àlareâification 
d'une  courbe  algébrique. 

didx 

Soit  la  formule    ,>  ;  Tayant  élevée  au 


*  .Rieq  n'emi^écie  4t  confidéçcr  ces  q^aatii&coBmt 
4t6  qttacvés ,  quoiqu'on  a'ea  pnifle  pas  aawûr  des  n^ 
cites 
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■Wl 


"^"^^•■W^BWW 


quarrc  ,  j'ajoute  &  je  retranche  ^  -.^ 1 —  ,  pour 

ax — XX 

.     Cî  û*  — fljif -4- :r*  H— tf /r  —  x^^  j    *   t 
avoir  1^^ 1 -ix^.jc 

AX XX 

partage  maintenant  cette  formule ,  comme  on  le 

.     .  .    'i\  a—^  xV  dx^      .     ^     j        ^ 

voit  la  — 2 ^^  1  «  ^    •  dont  les  ra- 

^     ax  —  kx 

dries  font  \\^~       ^  ,  &  li x ,  toutes  tes  deux 
y  (ox — ^jrar) 

réelles  &  întégrables  algébriquement.  Ayant  fait 

rintégratioh ,  il  vient  v/  {ax  —  xx)y  &  x.  En  faifant 

V  (  fl  jf  —  XX)  ==  y  ^  icx  =  tt  9  on  trouvera 

Vl[û  M  —M  k)  =  y  y  ou  tfa-— utt  =j'  ^  9  équa- 
tion au  cercle  (donc  l'intégrale  de  la  formule 
propofée  :,  s  obtient  par  un  arc  de  cercle.  Lorfque 
tt^^-^:r  eft  plus  grand  que  fl ,  la  dififérentielle  pro- 
pbfée  eft  imaginaire ,  auflî  bien  que  G>n  tntégrale.^ 

12.  Tl  arrive  rarement  que  Tintégrale  de  la  formule 
p  àx  foît  égale  à  un  arc  d'une  courbe  algébrique  i  maiis 
cette  intégtatç  eft  trè$-(buvent  égale  à  un  arc  de  courbe 
algébrique  .V  en  ajoutant  ou  retranchant  une  quanrité 
ajeébriquç.*  Ainfi  il  eft  permis  d'ajouter  à  la  formule 
p  nx  une  formule  difFérentiellc  -qdx  intégrable  algé- 
briquement. Pour  déterminer  la  différentielle  <^uoadoit 
ajouter  à  la  formule  propoféç  jppur  qu'il  ea  refu^tç  une 
formule  dont  on  puifle  diftribucr  le  quarré  en  deux  par- 
ties^ doBt  Jc$  racines  foient  réelles  te  algébriquement 
mtégrabies'^  nous  établirons  le  théorème  luivant; 

ij    Theorbmk.    Si  ayant  fuppofé  dx  =s  sdp  (^s  ne^ 

tljiffi~f6mt ^Tîntigrale  de  dp)  / hn  décru  la  courhe  des 

t^ordonMëâi. 3,  (i  •^.p  f)  ^ ,  s.  (p— p')  —  *  *  ^*^^  ^^ 
c«ae  tombk^s^  j'jfpcUerai  L ,  fera  aa  j.  (  j  --*  ftp)  •— 
S,  pdx.  Qu'on  prenne  les  difterenrielles  des  co-ord5>a^ 
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nées.  Ton  aura (f^.  (  i  —  pp  )  *  —  3  j.prfp.  (i  —  pp)*    9 
is*  (p — p*  )'^sdp  —  3 ppjp  —  rf:jf/ En fubftituantrfjf    \ 
'au  lieu  dt  sdp ,  ces  différentielles  fe  rcduifent  facile- 

ment  aux  fuivantes.  (i  —  pp)».(rfj  (î — pp)  •*-  3  pdx), 
p  (rfx  (  I  *— pp  )  *—  5  prfx).  Si  Ton  prend  la  (bmme  des  quar- 
tes de  ces  différentielles,  Ton  trouve  {ds  (i  — pp'  —3  p  dx)*, 
dont  la  racine  ds (  1— pp)— 3prfx  >  fera  Télémcht 
de  Tare  L  ou  (ëra  =^  L.  Ajoutant  &  retranchant  la 
quantité  différentielle  li (  1  —  pp  )  , Ton  a  ïx •  (  1  — ppy^' 

sd{i  — pp  )  -4-  ispdp  —  )prfA:=  rf  L.  Je  fubftitue 
arfr  au  lieu  de  %sdp',  p«ur  avoir  rfj  (  i  — PP  )  -♦- 
jrf(i — pp)  '^pdx=idLif  donc  en  intégrant  Ion  a 
1(1  '^pp)-^  Spd x  =  L,  ce  qu'il  falloir  démontrer; 

donc  Spix  =  L  — s  (i  —  pp)  s  ainfi  Tintégrale  de  la 
différentielle  pdx  c&  égale  a  l'arc  L  >  moins  la  quan^ 
tiré  s  (  I  — pp).  On  doit  remarquer  que  Ton  peut  pren- 
dre pofitivement  ou  négativement  les  co-ordonnées  4 
car  il  en  réfultera  toujours  le  même  quarré  »  puifque 
le  quarré  d'une  Quantité  négative  eft  toujours  poûtii. 
Ainii  la  fomme  des  quarrés  des  différentielles  des  co- 
ordonnées fera  toujours  le  même  &  =  (  d  L  )  *.  De 
même  lorfqu'on  prend  la  racine  rf  L ,  il  eft  incertain  G 
cette  racine  doit  avoir  le  figne  -f-  ou  le  figne  —  ; 
c^elt  pourquoi  il   fera  à  propos  de  donner  à  l'arc  L  le' 

double  figne  it  &  de  déterminer  enfuite  lequel  des  deux 
doit  avoir  lieu.  On  doit  fc  (buvenir  de  ne  pas  omettre 
d'ajouter  une  conftante. 

Soit  la  formule qu'on  veut  réduire  à  la  rcftîfi- 

X 

cation  d'un  arc  d'une  courbe  algébrique.    En  compa- 

a    .        j        — adx    ^  d  X 

rant  nous  avons  p  =   -  j  donc  dp  = ,  8c  s  =  — r— 

X  .  XX  df 

_       **  _         *^  _  ** — ^^      / 

—  ^9  FF  -^  ^^      •        XX  _    '    '  \ 

I  ^  ~ 

sac-—  —  {xx^^9LU,\  Les  co*ordonnées  de  la  courbe 
a        .  '     . 
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I 


^ —j  ,     ,  ou 

(  en  prenant  les  co  «  ordonnées  «tec  des  lignes  con^ 


I 


traires  )  •: —  , $  doac  par  le  theorerae 

^       ax  X  ^ 

l'on  aura—-  —  (xjt— da)  ^  Lx=S» ^^    Pour  fa- 

a  ^  X 

roit  quel  figne  Ton  doit  prendre ,  prenez  la  femme  des 
quarrés  des  différentielles  des  co-ordonnées  &  vous  laïu-i 

aaxx  y 

■)  csJL.Pif- 

T  %xàx 

férenciez  —  — .  (xar-— m)  pour  avoir— ,  quantifié 

qui  étant  ajoutée  avec  <brQ ~)^»  donne  la  formule 

propofêe 3   donc  rf  L   doit  avoir  le  figne  -f-  auflS 

bien  que  L  >  &  la  véritable  formule  ftra  —  — <  xx — aa) 

H-L  =S. . 

Le  théorème  précédent  eft  inutile  toutes  les  fois  que 

f  T    >  ï*  car  alors  la  co-ordonnée  s.(t — p p)  »"  eft 

imaeinaite*  Pour  remédier  à  cet  incOnvémetit ,  voici  la 
méthode  qu'on  peut  fuivre  :  ayant  fait  dx=^sdpy  dé« 

crivez  la  courbe  des  co-ordonnées  ^.  (pp  — 1)*  =  7# 
s.  (f^'^p)  t^x  =  uî  cela  poff.  Ion  aura  le  théo- 
rème fuivant. 

f.Vi  rf  1/  *  —  rfjf  »  )  cft  =/ .  (pTr-  I  )  H-  S  .  f  rfx.  Ce 
tnéoréme  (e  démontre  comme  le  pséeédcat.  Car  piae^ 
nant  les  ^différentielles  des  co- ordonnées  #  Tcti  aura 
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is  (pp—i  )*-*-!  x.prfp.(pp--i)»=<7,^J.(f'—p) 
-f<  3^p*  Jp  — ii/pH-/ix  =  ^«.Subftitiie£4aii$ttsdi£- 

férentiellfs ,  1/  jr  au  lieu  de  x.  Jp  &  vous  auza  is  ( jf — 1)> 

•f-  3prf*.(pp— l)»=rfjr,OU(pp  — 0*V^x.(f*~f) 

^ipdxjssidjff  &  p  .  (^rfj(pp— i)-f-}p&)=i«-  fic- 
hez au  quarré  la  Talcui  de  «fjr  >  &  celle  de  ia  ,  &  mm 
aurez(pp— i).|^ifx  (pp— -O-t-Spefe)  =  'j'*»?*  x 

f  rfx.  (pp  —  I  )•♦-  jprf*  )  =2  ifii*5  donc  rfn*  — 

rfjr»    s=s       ^à.(pp— l)-#-3p(&f}   ,&^x.(pp— iH- 

Îprfjr  =  |/*(  Jtt*  — rfjr*  ),  Tajoute  au  premier  mcm* 
re  de  cette  équation  &  j'en  retranche  en  même  tcms 
j.rf(pp-— i),  &j'ai  ds.(pp — i)-HxJ(pp — i) 

^-1  xprfp-f-3p(&r  =  |/'(iu*— rfjf*)*,oa(cn  fiibilî* 
tuant  ix  aulieudex^p)  ds.  (fp —  i)-l-xd(pp — i) 
•hp  d^  :5=  |/"(  d  tt  *— if jr  *)  j  donc  en  intégrant  «on  a  (A) 
'(PP  — 0-+-Spd*=S.  |^(du»  — rfj»).  Ce  théo- 
rime eft  de  Ricati  »  &  le  précédent  a  été  trouvé  par 
Jean  BernouUi, 

Servez-vous  du  théorème  de  Bernoulfi  pour  inté- 

Îrcr  la  formule  V^(<î«*  —  dy^)  ,  par  la  reâification 
'un  courbe  algébrique.  Pour  cela  Qippoiez  dy^^qiu  9t 
la  formule  deviendra  du  l/'c  i — qq)  ,  dans  laquelle 
q  9<^  I ,  parce  que  du^  eft  fiippofê  plus  grand  que  dy  ^.  En 

effet ,  il  eft  aiié  de  voir  que  la  valeur  qu'on  a  trouvée 
ci-defTus  pour  du^  ,ttt  plus  grande  que  celle  icdy^"**. 


*  s.  d  (pp'^  I  )=j.  zpdp  ^=z%s*pdp^ 

**  Car  en  multipliaiu    par  pp^  Ton  a  un  plus  grand 
produit  qu'en  multipliaac  par  pp  «—  t/ 


«M 
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Suppofbns  donc  que  la  quantité  qui ,  dans  le  théo- 
rème de  Bernonlli ,  eft  repréfencée  par  f.  Soit  ici  repré- 
fcntée  Dar  K^(i*— 99  >&  que  la  quantité  qui>  dans  le  chéo^ 
rcme  de  Bernoulli  eft  x ,  (bit  ici  u ,  celle  qui  ell  /  dans 
le  théorème  de  Bernoulli  fera  ici  appellée  i  >  c'eft  poui^ 

quoi  ayant  introduit  ces  valeurs^  Ton  ^du=  ^^  _     *  » 

&  les  co-»rdonnées  de  la  courbe  feront  ?ç  '  >î7  *  \^{i — ^^ 
•— K.  Enfin  vous  aurez  L  =3^.  9*  — S.  iu\^(i — qq) 

outg-— L  =  S.  duV^(i  — {»)=S.Ï^(Jtt»— rfy-). 

Si  l'on  fubflitue  cette  valeur  dans  la  formule  A,    il 

v'itnt  X.  (pp  —  I)  -»"S.pi/jif=^  {9*  — L,  eu  S.  f  dfx  s: 

j  7  *  —  J-  (  fP  —  '  ^  —  L  ,  qui  ne  peut  être  troublée  par 
aucune  quantité  imaginaire  lorfque  f  /  ^  i.  Ainfi  loa 

voit  par  les  deux  théorèmes  précédens  que  toute  formule 
différentielle  algébrique  j  c'eft-à-dirc,  qui  ne  renferme 
aucune  q^uantitetranicendante,  peut  être  condruiie  par  la 
reâificatidn  d'une  courbe  algébrique. 

M.  Problème.  Confirme  la  formule  '    ^  -■ ï^. 

*-  y  {x  —  a  > 

L  on  ne  peut  employer  le  théorème  de  Bernoulli,  parce 

'**"1^  X  X 

que  en  faifant  v  =  rr, ^^  >  l'on  auroit  vp  = 


a 

a 


&   I  —  p  p  = ,    quantité    négative  (  au- 

trement  x — a  feroit  négative  ic\^  [x  —  a  ) ,  imagi- 
naire aufC  bien  que  la  formule  propofée  )i  Ainfi  il  faut 
avoir  -recours  au  théorème  de  Vincent  Ricati.    L'on 

aura  donc  w^  1  = ,1»^»  =  ;; r-,  rf  p  =a 

*— tf        *    '       (x— a)*       ' 

'^^  ad  X  adx  ,        /•   1  « 

• T rr  =  — : ' — ? ,  à  caufe  de  pp = 

zp.(x—2y  7,  \k  x—a 

x»(x— a)* 


'^  Car  dans  le  théorème  de  fierooulll  dx  =:x  .  ^f]  donc 


.  .    .  ,  ^  »  t        —  ?<7  </a 


I 


*    " 
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ïpî 


}h  lis:  JL.  ainfî  V  =:      I*'  «,  .—  ^^     _ 

1 .  ,  ^  v*~«;  dp 


a«  *.(x— tf) 


^  -*;  donc  s.  (jy  ~  I  )=  2 .  >/•  AT .  V^(;c--fl). 

De  plus  Ton  trouve  que  les  co- ordonnées  de  la  courbe 
quoH  doit  enjployer  font  a.  y^  ax  =j,  —  ^^  —  j^ 
ou  «  3=  tt ,  en  changeant  le  figne  de  x.    Donc  par  le 

théorème,  nous  aurons  x  y^x  \^{x — a  )  -f-  g  ~  ^Jf  k  x 

Confirmions  maintenant  la  formule  \/'{du^  ,^iyi\ 
par  la  reûification    d  une  courbe  algébrique.  Puiîquc 

«=ar,&que^eft=aKfl*>l'onaurarftt  =  rfjtf,  rfv=a 
ix\/^a  j  ..        -^ 

-^^•Ainfi  laformuIçV((ft/»— ^a)devientrfArj/'A—  t\ 


1*  *    (« — «)»    ^  ,  .  ,       ,      ,   . 

-z >  «  lesco-ordonnees  de  la  courbe  feront 

\ y?- •  Ï^C «  —  fl),&ap  —  itf.  Suppfons cette  courbe 
décrue  &  appelions  L  l'arc  de  cette  .  courbe  qu'on 
doit  prendre  de  manière  que  L  croiffe  ,  ircroiffant. 
Ayant  fait  les  fubltitutions  convenables  dans  la  formule 

jî^  — L  =  S.K(rfu»  —  (^  ^),  il  vient!  K*.K(:e—fl> 
—  L  =  S.  K^(  rf  w  *  —  dj  4  ).  Ceft  pourquoi ,  en  fubfti- 
tuant  cette  valeur  de  S.  K(  d  m  »~  dy  »  )  danf  la  formule 
B,  on  trouvera  i  y^x,  K(t  —  ff )  -h 5. "y  ^*  ^^— , 

^"  ^'  kV^g)  '^  ^  *  ^^  ^"^  ^^^  ^^^  .^"^  '*  formule 
Tomt  IV%  N; 


\ 


'^Tn 
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propoféc  s'intègre  par  la  rcdification  d  une  courbe  al- 
gébrique fans  l'addition  d'aucune  quantité  algébrique^ 
rour  dérfermincr  la  courbe  >  je  fais  la  co -ordonnée 
%\/'a,\^{x  —  a)=,72,  &  la co-or donnée  jt  —  2  fl  =  /z  j 
donc  4a.  (r  —  fl)  =  mm  y  x  —  a  =  /z  -f-  rz'  ;  donc 
4fl.  (/z-hfl)  ^^  mm  j  équation  à  la  parabole  d'Appo- 
lonius.  Avec  le  paramètre  4  a  «  je  décris  la  parabole 
AM(Fig.  7),  dont  rabrciffe  AP=rt-+-fl5  donc  ayant 
pris  A  i=â:',  Ton  aurai  P  =  /i,  l'ordonnée  P  M  étant =jr« 
Je  prolonge  P  A  en  D  jufqu  à  ce  que  A  D  =  a ,  pour 
avoir  D?  =  n-f-%a=x;  c'eftpourquoifes  DP  étant  x, 

A  M    fera   =    S.    r-7-- — r- 

Ramener  dans  certains  cas  l'Intégration 
d'une  Fomule  Différentielle  a  cellh 
d'une   autre  Formule  Différentielle 

FLtJ^S     SIMPLE. 

^  •  —  -    .  _  • 

2y.  Soit  propofé  de  réduire  Tlntégrale  AQx'^ixx 
{ct^x  "  )  ^ ,  à  celle  de  y  ^  àx  (a-^b  x^y ,  en  fuppo- 

fant  fTi^q.  Je  prends  la  formule  ^c *. "*"  ^(a-^bx*y, 

dont  h  différentielle  eft  (m-+- 1)  dx.x'"(a'+'bx''y-t-' 

i?npx'^^'  x^'-'xdxia-i-bx'y ,;    donc 

(m -i— 1>1  S.  (i  JK* .  AT*  C  A -+- A  X  ») ^  =  ^r"*"*"  '  X 
{a-^bx'^)p  —  bnpS.x'^'^''dx(a-4-bx'')^\ 


ou  S.  aar.x  "•  (^ -H- fc;r*  )  ' 


b  np 


-.  S;.r*-*-^  X  J;f  (a-+-fc:t»)^-'. 


712  -irh-T 

De  même  S.  x'^'*"'dx  (^-j-fc^r-)'-' 
A^"^»-^'(itH~fc:r'*).^r;  bn(p — I) 


5.  4f""^"'i^(a-i- ^^*)''^*»  donc  4*00  aura 


S.xi'dx  (a-i-bx')  ' 
bnpx'--'-*-'  (a 


^^n*P-(p  —  l-).S.x''*-'dxCa-^bx')P-'' 

(m~i-  i).(m  -f_n-+-i)  ""  V 

&  en  continuant  de  même ,  il  fera  aifé  de  voir  qu'en 
général  l'on  aura  S.  x- dx  (a~+-bx-)f  ,c= 
llllllltl^îll'  _  ^"P'f'"^'*'(a-*-bx')t-^' 

(m  •+- 1) .  (m-f-n-H- 1)".  (m-Hân-j-î)  •"•  *'*^* 

'  — ^ — *-  ■  ■  V 

Le  Çgne  Mf'eur  a  lieu  lorfque  r  eft  un  nom- 
bre entier  pofîtif  impair  j  Se  le  fîgne  inférieur ,  lorf- 
que r  eft  un  nombre  entier  pofittf ,  mais  pair.  Main- 
tenant fi  p-.^^r,  ou  lî;,-^r  =  r,  nombre 
entier ,  1  intégrale  de  x-^Jx  (  a  ^  hx'yr,  {e  ré- 
duira  à  cenc  à^  x  ■^"',dx(,a~^b  x')  %  &  n  t -1. 
——  eft  un  nombre  entier  pofitif,  on  réduira  l'in- 
tégrale de  la  formule  propof&  à  celle,  de  la  formule 
««djf(«  H- **")':  car  alors  on  aura  y  ==jn-t-f/i. 

Na  . 


•àmàm^maa 
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t6.  Mai? Tintcgralc  de  x*-^»»  Jx  (<H-J «•»)'& ré- 
duit  à   Tintégralc    dcx^rf*(d-f-ix»)'',  lorfque 

x  ,  ou  lorfque ,  cft  un   nombre  enciet 

n  n 

poficif;  c'eft-à-dire  ^  lorfque  la  différence  des  expoiàns 

des  variables  hors  du  binôme  étant   divifée   par  Tex* 

pofant  de  la  variable  dans  le  binôme ,  donne  un  nom* 

bre  pofitif ,  &  pour  le  faire  voir  prenez  la  quantité 

««-*-'(fl-i-iAe»)^-^',    dont   la   difiercntiellc  cft 

(jH-i),Jc«i«(fl-4-iaf'')'"*"*-t-  rfx.i/z.(p-4-i)x 

«*-*-»-*"•"•*  («-+-**")'', ou(^a-Ha)x^  (a-hbx»y  dx 

3cî-^"dflp(fl-f-ix'»)^  =  (a7-f-<x)  .xidx{a-hbx'y  -f- 
(i/ipH-i/i  -H^A-t-  i).  x^'*''dx  (a-f-Jjc»)/' .  Donc 

0i  (q  +  i)  S.  x^  dx{a-hbx'y 

Suppofons  maintenant  qu'on  veut  réduire  Tintégrale 
de  «"•  rfx(fl-+-i5f»)S  à  celle  de  *»J*  (a-hix»)^* 
Je  fais  ç-+-/i=»i,   ou  q  =z  m  ^^  n  ,  pour  avoir 

//"'"^'''t_'\&jc">-»rfy(fl-hfty»)^*Parlaméme 


raifon  S.  a?"^»dx  («-»-*«■  y  =  -ï-7 ^- ^. 

^(i-i-m-+-/ip  —  /i) 

—  • =—; r •  Et  en  général  on 

A  (/ipH-m-t-î  — «)  ^ 

«ttraS.x»Jy(«4-*x*)fs=:  ï — -7 — ^^-     ,     ( -* 

i(/ip-f-iR'+-i) 
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JJ*  (np-hJW-f-i)(np-+-w-<-r— n) 

1^1^^— ^■^^^■■^M.ifc— »— ^i  II  II   ■  '  I  ■     Il  ■  ■  III  ocC« 

*  ^  («p-t-zn-M)  {np-i-m  -♦-  i  —  n)(«j-»-/ri -+-  i  — a/i) 

jjt  (i  -f-7n — w)(i  -h m — 2/z\-(i-+-m— m).S  x"»— "^  Ae(fl-+-îx»  )^ 
**  (np4-»H-i)(/ip-4-ffi-^i'--n)..,^rtp4-m-#-iii»/i.(t--iA 

Le  figne  fupérieur  a  lieu  lorfque  t  eft  pair ,  &  L'infé- 
rieur lorfque  t  eft  impair.  Aiofi  il  eft  aifé  de  voir  que 

.nm — f/i  =  u,ounin— M  =5:fn,  ouiîtss -,  ou 

n 

fi  la  différence  des  ezpofans  de  x  hors  du  binôme  di- 

Tifée  par  Texpofant  a  de  x  dans  le  binôme  ,  donne  un 

nombre  entier  pofitif ,  on    pourra   réduire   l'intégrale 

de  x'*dx{a-^bx»)P  à  celle  de  x'' ix  {a-^bx'  )/»  , 

par  le  moyen  de  la  formule  précédente  >  ou  en  opér&t 

•omme  on  vient  de  le  faire* 

ff 
17,  La  formule  S.  rf*  { 1  —  ap»)  »  dépend  de  la  qua- 
drature  du  cercle  ;   car  en  fuppofant  le  rar on  C  A 
(Fig-  2  )   =  I  ,  CP  =sx,?pktsi  =  ix,8cjdx=i 

ix(i'^xx)'^  exprimera  l'élément  de  Taire  C  BMP  ; 

ainfi  S.dx(i  — «  x  )  »  =  CBMP.  Si  l'oa  vouloir  ra- 

i  i 

mener S.«'*rfaip(i — xx)^ïS.  dx{i-^xxy^.  Ton  au- 

roit  a=  i>i  =  -^i  >m=c4> /x=:2^p  3s  ^  y   &    Ton 

trouveroit  par  la  méthode  ci-defTus (ij) ,  S.  x^  dxii-^xx)^ 

f  i 

xUi-^xx)^   .     fx^  (i  — x*)*     , 

5  S  '  7 


ivaWVt 


198    Cours  DU  Mathématiques. 


<— -^ ^  .   Par  la  mcthodc  prccedentc 

'''  .  i 

10 

7x^(1— xy)»  7.f'*î     ,  » 

10.8  10.8.  6    ^  ' 

io*o.o*4  J0«o.o.4 

,  i  1 

donc  S.  X*  (f  X  (  r  -^  *  «)*  =a  "h— ^ ^     — 

5  10 

20  •  o  10  •  S  .  6 

_lfLL^,x(i  — xx)^H ^;^'^       CBMP^ 

10  .8. ^.4  10  «8. 6*4  ' 

en  fubftituant  la  valeur  de  S.  dx  {i  —  xr  ;c)  *,&  faiftnt 
attention  au  multiplicateur  ^^  de  S. «•  à  (i—j^x)*. 

[  De  l'Intégration  des  Différentielles 
,par  quelques  propriétés  des  courbes. 

28.  On  peut  intégrer  toutes  les  différentielles  qui  ne 
font  pas  abfurdes  par  les  propriétés  des  courbes. 

Soit  la  formule  — ^ — — ^  ,  je  fais  cette  formule 

y 

tssdxi  mais  par  la   feâion  précédente   (  N*.  13  )  , 
dans  la  ttaûrice  l'élément  de  rabfciflc  cit=^'^'^^^^^'^^^  ; 

donc  rintégrale-  S.^«2±lii£— iZi  cft  égale  à  une  ab- 
fciflc  correfpondancf  i  rordonnéc^  d'une  traârice  ddifc 
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lattngentesB&Soît  maintenant  la  formule  r^ — £_— r , 

0.  d  y 
Ton  aura(parleN**.ii,fcftion  precédente)S.r7^7 — — r 

^=ix ,  X  étant  rabfciffe  de  la  courbe  des  finus  hyper-' 
boliques^  &j  l'ordonnée  de   la  même   courbe.    L*on 

aura    de     même    S.    r-77 — -^ :;=  jf ,   «    étant 

rabfcifle  de  la  ligne  des  co-unus  hyperboliques.  Voyes: 
l'endroit  cité. 

Des  Formules  Bt^FÉREKTiELLBs  dont 
l'Intéc^&ale  dépend  j>v  Cbrcle. 

ây.  Avant  d  eotnrr  en  matière  no«s  reniar- 
querons  que  tous  les  cercles  étant  des  figures  fem- 
blables ,  leurs  lignes  homologues  droites  pu  courbes 
comme  les  arcs  femblables  ,  les  finus ,  les  co* 
finus ,  les  tangente^  ,  les  co  -  tangentes ,  les  fê- 
tantes 9  lesxco-fécgntes.appartenaiis  à  des  arcs 
femblables  »  font  dajtis  le  rapport  des  rayons  de 
cercles  ;  de  forte  cfûe  fi  on  nomnie  R  le  rayon 
des  tables ,  r  le  rayon  d*un  cercle  quelconque  ; 
f  une  des  lignés  dent  on  vieftt  dé  parler ,  prife 
dans  le  cercle  du  rqyoï^R,  x  la  ligne  homologue 


j^  r 


dans  le   cercle  du  rajWh  r  ,  YoA  aura  R  :  r 

p  :  X  s»=  '^  ^  &  P  =  — r-.  Donc  11  1  on  con- 
^  K  r 

noit  fç  dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  r  ,   ic 

qu'on   connoifle    p   par  les    tables ,   Ton    eon-» 

poîtra.la  valeur  de  x  dans-Iç  cerle  dent  le  rayon 

éff  R  ^   <&  réciproquement  fi  on  copnoît  p  par 

ies  taWes^  poyr  ié  cercle  ,du  rayon  R  ;  l'on  con- 

noîtra^  facilement    la  ligne  homologue  pour    le 

cercle  dont  le  rayon  eft  n 

N4 
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dx 


30.  L'intégrale  de  la  diffârentielle    ^  _^^^j^ 


a  -+-  ex 

ad  X 


J-  dx 

'    —  eft 


c  c 


K 


&   la  tangente    of  ;   car  on  a   vu  ci  -  deflus  ; 

A^  à  X  , 

feédon  précédente  (  3 1  )  >  <pie étoit 

*  A  A       \     X  X 

Télément  d*un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  =  a,  9c 
la  tangcntsc  =  x  ;  donc  fi  le  rayon  eft  =  y  7  >  'a 

^  à  X 
dififérentielle  de  Tare  fera  =3  -^ 5  donc,  &ci 

c 

d  X  s 

S.  -t: ■  ==  — ,  J  étant  un  arc 

y(2ax — xx)  a 

de  cercle  AM  (  Fig.  2  )  ;  donc  le  rayon  «»■  a  ; 
te  rabfciflè  «=  A  P  (  ou  fon  finus  verfe  )  ==  x  1 

^ar    ,,^      — r  eft  Télén^pt  d*un  tel  arc  C  fec- 
V  (2ax^xx)  ^ 

a  dx 

tion  précédente  Ji  )  •  S#    ^. --=j,x étant 

un  arc  de  cercle  B M  ,  dont  le  rayon  «=  a,  8c 

le  finus  P  C  =  Mg  ==  x  ;  car  les  triangles  fem- 
blables  CP  M,  M  m  «donnent  P  M:  C  M  iznmt 
__  /  là  â  X 

donç^  &c. 


Mk 


CkhCVL    iMTiORAL*  20r 

S>'     .     ^ -s=ss-i.     /  étant  un  arc  dé 

cercle  dont  le  rayon  ==  a  &  la  fécante  =/• 

S.   "^^ :  =  —  5  /  étant  un.  arc  de 

cercle  dont  la  co-tangente  =  x  ;  car  on  a  vu 

danf  la  feâîonprécédente  (21),  que      .      /     - 
étoit  Télément  d'un  arc  circulaire  dont  le  rayon 

=  tf  9  &  la  fécante  ==/,  &  que  - 


étoit  l'élément  dun  arc  circulaire  dont  le  rayon 
^=  a  9  &  la  co-tangente  ==  x  ;  donc ,  &c.  On 
peut  auffi  remarquer  que ,  félon  ce  qu^on  a  dit 

au  même  lieu ,     S.  •■^, ^  eft  =/,  /étant 

un  arc  de  cercle  dont  la  co-fécante==^. 

Des  Quantités  Imaginaires. 

51.  Si  Ton  a  une  équation  d'une  courbe  réduite 
à  cetteforme^==5  flAr"*H— ijr" -+-c;r^--4-&c» 

y  ne  peut  être  imaginaire  ^  à  moins  qu'il  n'y 
ait  dans  l'équation  quelque  expofânt  pair  ,  & 
que  ta  quantité  fous  cet  expofânt  foit  négative. 
Toutes  les  quantités  imaginaires  de  quelle  efpèce 
quelles  foient peuvent  fe  réduire  à  la  forme  M  —>- 
N  V^  — ^  I  ,  ain(î  qu'on  va  le  démontrer  après 
avoir  établi  les  lemmes  fuivans. 

52.  Lemmb  I.  (  coC  p-f-  y^—  1  fin.  p  )*« 
cof«  m  p  •«4-  y —  I  fin.  mp  ^p  étant  un  angU^  m 


mm 
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^k^m 


arc  dont  le  rayon  ==:  i  ^  8c  m  un  nombre  qnzU 
conque  ;  cette  proportion  eft  ^  une  fuite  de  ce 
qu'on  a  dit  dans  M  première  partie  de  cet  ouvrage 
(  voyez  la  Géométrie  ).  Mais  pour  démontrer  ri- 
goureufêment  que  cela  a  lieu  ^  en  fuppofant  même 
que  m  eft  un  nombre  fourd  tel  que  V^J  ,  par 
exemple ,  je  prends  les  logarithmes  hyperboliques 
(  car  c*eft  de  ceux-là  dont  il  s'agira  toujours ,  à 
moins  quon  avertifle  du  contraire)  de  part  & 
d'autre  ;  ce  qui  donne  m  L .  (  cof.  p  -+-\/—  i  fin.  p  ) 

«=-="-  L.  (  cof.  m  p  -4-  V^ —  I  fin.  mp  ).  Diftéten- 
cîant  *  en   regardant  p   comme   variable  ,   on 

,  .  \  — •  mip .  fin.  p  -4—  \mdp  \ — i  .  cof.  p 
aura    (A)    1— — L — '     ^^  £ 

col.  p  -H V  —  ^  •  ""•  9 
^__  ^-^mdpfin.mp -+- mdp.  v  —  l  . cof.  mp» 


cof.  mp— hV —  *  •  fi"*  ^P 
Multipliant  les  numérateurs  par  —  y  —  i  ,  il 

m  4p  *  i  cof. p  -4-  ^ —  I  .  fin.  p)   


vient 


cof.  p  H—  V  —  I  .  fin.  p 
mdp .  {  cof.  mp-f-  \/  —  i  .  fin.  mp) 


ou 


cbf.  mp-^  y —  I .  fin.  mp 

4 

mip  ==  m  dp  y  équation  identique  ;  aînfi  l'é- 
quation (A),  dont  celle-ci  eft  tirée  eft  vraie  ; 
donc,  &c. 


^  Voyez  vers  le  commencement  de  la  première  feÛion 
comment  il  faut  s'y  prendre  pour  dilTérencier  les  quan- 
rifés  logamiwiiîques ,  &  celles  qui  renferment  desfinus 
*>  dM  jco-'fîne»'.-  '       ^ 
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33.  I^jsjtfME  IL  u  çtant  un  arc  dont  le  rayon  =  i , 
ton  aura  u-j^  .  — rL.(fin.K y -^ — H-cof.u).En 
multipliant  par  \  ( —  1  )•  Et  difTéfflUciant  »  il  vient 

j  /»  cof. u.rfaV^— i  —  fin.  u^Ju      ^ 

au  •  Y  —  I  ==  —7 : r ,  & 

^  lin.  tt  y  —  I  -+-  coi,  u 

(  en  divl&nt  par  d  u  ,  ôtant  la  fra£tion  &  faifant 
attention  que  \/  — -  1  x  V  —  '  ==  —  i  ) 
—  fin.  tt  -+-  cof.  u  \/—  I  ==  cof.  M  \/  —  I  — i 
fin.  M ,  équation  identique  ;  donc  Tëquation  du 
lemmc  dont  celle  ci  eft  tirée .  eft  vraie» 

34*  Theorêms.  T^'iirei  /cj  quantités  ima^ 
ginaires  de  quelque  efpece  quelles  foient  ,  peuvent 
toujours  fe  réduire  à  la  forme  M  4*  N'  y  —  i  ^ 
M  &  N  étant  des  quantités  réelles  (  M  peut 
aufji  être  ==•  o  ).  Nous  diftinguerons  toutes  les 
formes  des  quantités  imaginaires  qu  il  paroît  po(^ 
fible  de  concevoir ,  i^  Soit  a  -f-  ^  V —  i  une 
quantité  imaginaire  ,  a  te  b  étant  des  quantités 

réelles.  La  quantité  (  a  -+-  fc  V  —  i  )  *  »  ^  étant 
une  quantité  réelle  y  pourra  toujours  fe  réduire 
à  la  forme  dont  on  vient  de  parler.  Faifons 
a  a  -4—  b  b  =  c ,  &  cherchons  Tangle  p  ,  tel  que 

fon  finus  foit  =^=»  —  &  fon  co-finus  =33  —  •cet 

c  c 

angle  p   fera  toujours   réel  ,     puifque    a  Se  b 

font    fuppofés    des    quantités    réelles.     Si   Ton 

fait   la   demi  -  circonférence   ==  n  ,    les  arcs 

dont  les  finus  —  &  les  co-finus  —  font  les  mê- 

c  c 


mes ,  fçront ^ ,. 2 n  -t- p^^rt ^+^p ^  6n -4— p ,  &c. 
auxquels  on  peut  ajouter  ceux-ci ,  —  2/1  H-p  9 
»-»»4R««l-p,..«-6?i<»4*p  »  &:c»  Cela  pofé»  09 
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'v^— ='(-f-^-rv^-0 


aura  a  -4-  b  V-—  i  ==  c  I  —  -4-  — 

=  c(cof,p.-f-fin.p\/ — i),(tfH-fc\/— !)■ 

c"(cof. p-f-.  fti.p  \/ — i)*  =  c*  (coC  mp 

V  ( —  I  ) .  lîn.  mp  ),  par  le  lemme  premier  ;  donc 

en  faîfant  M  ==  c*  cot  mp,  &  N  =  c*  fin.  mp, 

ronaura(fl-4-fr\/(-7-i)"'  =  M-t-N\/ — t. 

2^.  Si  a  eft  une  quantité  poCtlve  élevée  à  un 
expofant  imaginaire  m  -4-n  V  ( — 1)5  l'on  pourra 
toujours  réduire   tf"»-^»vr— 1)  ^  j^  formule  du 

théorème.  Soit  a"-*-  "  V  (—  ^^z^^zx^-^y  V( —  l  )^ 
Ion  aura  (en  prenant  les  logarithmes)(m-h7i  V  — i)  x 

L,«  ==  L,  (  X  -4-  y  V^ —  I  )•  Différenciant  en  re- 
gardant a^x  icy  comme  variables ,  on  aura 

nia    ^  &-l-rfyV^-— 1  x  i  x -^  y  dj 

a    ^       ^         Jf-HyV( — I)  xx^^yy 

"^ — ''■ — - — ^ ,  en  multipliant  le  nu- 

xx-^yy  ^ 

mérateur  &  le  dénominateur  par  *  —  j  \/( —  l  )• 
Égalant  féparément  les  quantités  réelles  aux  quan- 
tités réelles  &  les  imaginaires  avix  imaginaires  (ce 
qu'on  doit  toujours  faire  ,  autrement  Ton  fuppo- 
feroit  qu'une  quantité  réelle  peut  être  égale  à  une 

quantité  imaginaire  ) ,  1  on  a = '^ 

a  xx-^yy 

en  diyifant  par  \/(  —  i  )  ,  cette  dernière  équa- 

,     .         nda  xdy^-yàx       .  .     * 

tion  devient  < — -  =a  — "^ — "^ ;  donc  en  inte- 

a  xx-^yy 

graat  Ton  aura  ces  deux  siutres  équations  ralnm. 


mmmmmmamammm^mmmm^^amtmmmmmi 
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K=L.  V^(*x-H^y),  &  n  L.tf  =  /,/ étant 
vn  arc  dont  la  tangente  êft  =  ^  ;  car  en  faifant 
le  rayon  =  a ,  la  tangente  =  i ,  Ton  auroit  la 
différentielle  de  Tare  = r^*  Donc  en  faî- 

fant  a  =  i  &  r  ==  '^  ,  Ton   aura  la  diffère»- 

tîelle  de  Tare  = ^ —  ;   donc  —  = 

tang. n.lj.a.  Ceft  pourquoi  en  prenant  dans  un 
cercle  AB  (Fîg.  2)  dont  le  rayon  eft  fuppofé  =  i, 
lare n  L. tf  =  A  M  ,  l'on  aura  C P  =  x  ==s 
cof.  nLudj  &  P  M  ==  y  ==  fin.  n  L.  ^  ;  done 
^n-^uy/^x  i==5 ;if -4- y \/" —  i==coG^L. tf-H 
fîn.nL.  a\/ — ie=M-+-N  V(  —  ')»  «»  fai- 
fant cof.  nh.  a  ==:  M  ,  &  fin.  n'L.a  =  N.  Il 
eft  vifible  que  a  étant  une  quantité  pofitive ,  M 
ic  N  font  des  quantités  réelles.  Si  on  prend  1  arc 
n  L«  â  dans  un  cercle  dont  le  rayon= V  (^*  +**  ) 
=  fl*  ,  Ton  aura(tf-+-i  V  —  l  )*  =tf*X 
cof.  n  L.  il  -+- j  "•  fin.  n  L.tf  V —  i  ;  car ,  félon  ce 
qu'on  a  dit  ci  -  deiliis  {Z9)  9  dans  ce  cas  Ton  a 

x^=ià!^çot* nh.a  y  &  il  eft  vifible  que  cette  quan- 
tité (e  réduit  à  la  même  forme  M  -f-  N  \/( —  1  )• 


5^.  Si  l'on  a  la  quantité  (fl-t-^V^C  —  i)  éle- 
vée à  lin  expofant  imaginaire  m  ^n  \^ —  i  ;  ce 
cas  fera  encore  compris  dans  la  formule  M  -t-* 

NV^—  I  :carfoit(flH-fc\/ — j)--^»V-«==3 
x  -t-y  V(**^ I  ) >  on  aura  ,  en  prenant  les  loga* 
xjthmçs^  (m-h-n\/-^  i  ).  L.  (a-+-fc  V —  i) 
tit  (  *  -+-^  »  V^— !)•  Et  en  prenant  les  différcQ-? 
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délies  9  muldplianc  Se  diviiànt  celle  de  x  +  j^  y*--  i 
par  X — j^y— I,  &  celle  de  a  -+-  fc  V  —  ^ 

partf  ~ty~i,  il  Viendra —-^^^-q:;^^ 
aa-^bb  ^^  aa-^bb 


—  ,  1  r%  En  égalant  les  quantités  réelles 
aux  quandtâ  réelles  ,  les  imaginaires  aux  ima« 
ginaires  .  J  vient  ^ ^        ^ ^ ^^^^^ 

xdx'4rydy         m{aib'^hdc^         n(ada^hdby 

xxHr'yy*      aa^+^bb  aa^+^bb 

=  -- — — •  Pour  en  prendre  les  intégrales  ; 

je  fais  \/ (aa  -t-  bb)  ==  c ^Farc  dont  la  tangente  eft 

-—-étant  fuppofé=p;ainfifîn.p=-,&cof.p=—  ; 

donc  les  intégrales  feront  m  I«.  c  — ^  np  =s 
L*  ^  (  X  X  -+.  y  y  )  9    tnp  -+-  n  L .  c  ==: 

A.  Tang,  ^  ^  A  défignç  Tare  de  la  tang.  -Z-^  . 

MaismL«c—-Rp=3mL.c — np  L#c,  e  étant  le 
nombre  dont  le  logarithme  h3rperbolique  eft  =  i; 
dqnc  L.y  (xx  -^-yy  )  =  m L. c  —  np L.  c, ou 
V(xjr  ^^^  )  =3  c"*  c'""^  Ainfî  prenant 
\/{aa -4- i  i )  =a  c  ,  &  Tangle  p  tel  que  cof. p 

— ,&fîn.p==~,  &  &i(ant  le  rayon  du 


«■ 
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cercle  =  \/ (  XX  -f-  y  y  )  9   on  aura  x  ==a 

fin.  (  mp  H-  H  L.  c  ).  Donc  ^  — f-,  y  \/ —  i  :^= 
(tf^-iy_iy-^»V(-i)    eft  réduaîble  à  la 

forme  M  -+-  N  \/  —  i .  De  plus  fi  les  expofâns 
étoient  élevés  eux-mêmes  à  des  puifTances  dont 
les  expofans  fuflent  imaginaires ,  ils  feroient  coin* 
pris  fous  la  même  forme.  Car  fi  q^  r^t^  font  des 
imaginaires  de  la  forme  M  —H  N[y(  —  i),la 


voir  que  fi  on  retranche  quelques  unes  de  ces  for- 
mules le  réfultat  fera  encore  réduâible  à  la  même 
forme. 

Si  on  multiplie  a  -+-  b  y  —  i  par  a  '  ^4- 
h  '  V    —  I  >    le  produit  a  a  '  —  b  b  '  -4- 
^  abf  --^  a^b  )  y —  i  ,  fera  jéduaible  à  la 
même  forme  M  -+-  N  V—  1 ,  laquelle  étant  eiH 
core  multipliée  par  a  "  -+-  i  ''  y  ( —  i  )  don-i 


/ 


quantité  a^    fera  comprife  fous  la  même  forme» 
puifque  r'  eft  réduâible  à  cette  forme  ,  &  par 

conféquent  auflî  y*"  . 

4,^  Il  eft  évident  que  toutes  les  fraâions  for- 
mées par  addition ,  fouftraâion ,  multiplication  ou 
divifion  de  tant  de  formules  imaginaires  que  ce  foit 
de  cette  forme  M  -f-  N  y  —  i ,  feront  comprifes 
dans  la  même  forme;  car  qu'on  imagine  tant  de' 
formules  imaginaires  a  -4—  b  \/  —  1  ^  a  ^  -f- 
b'  V' —  I  9  ^"  -f*f  V —  I  9  &c«  qu'on  voudra, 
il  eft  clair  qu'en  ajoutant  enfemble  ces  formules  , 
Texpreffion  qui  en  réfultera  fera  toujours  comprife 
fous  la  même  forme,  en  faifanta~h-  a  '  4^-  a''  &c. 
=  M  &  6  -+-  *  '-^  i  '  &c.  =N.  II  eft  aifé  de 


^ 
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nera  aufE  la  même  forme.  Il  ne  s  agit  plus  que 
de  la  divUion  :  or  il  eft  vifîble  que  ce  cas  fe  ré- 
duit   toujours   à  une    fraâion  de    cette  forme 

-p^ TT — ' — — r-,  dans  laquelle  le  numéra- 
teur &  le  dénominateur  peuvent  être  compofés 
par  addition  ,  fouftraâion  &  multiplication  d'au- 
tant de  formules  imaginaires  qu'on  voudra  de  la 
forme  M  -+-  N  V^ — i  :  or  cette  fraâion  peut  tou- 
jours fe  réduire  i  une  autre  dont  le  dénominateur 
foit  réel  eri  multipliant  tout  par  C — D  ^ — i  ;  car 

,      .,    .      AC-4-BD-H(BC— AD)\/C— I), 
alors  il  vient cC-4-BD 


^       ..-     AC-+-BD-     .- BC — AD       .^ 
&enfaifant^^  P=M,^^^PP=^N, 


on  aura  la  forme  M  -H  N  V^C  — •  *  )• 

j^.  Il  eft  encore  évident  que  toutes  les  puîf- 
fances  d'une  formule  A  -+-  B  \/ —  1  ,.  dont 
l'expofant  m  eft  un  nombre  entier  pôfîtif ,  fe- 
ront comprifes  dans  la  forme  du  théorème* 
Car  (A  -H  B  ^ —  i  )"•  n'eft  autre  chofe  que 
le  produit  de  A  -4-  B  y  —  i  multiplié  par  lui» 
même  un  nombre  de  fois  défîgné  par  m  *—  i.  Ce 
fera  la  même  chofe  (i  m  eft  un  nombre  entier  né- 
gatif ;   car  aîors  on  a  — - — ^    m  ,  qui  fe 

réduitàlaforme-ï L— — ,  Celle-ci  fe  réduit  en 

multipliant  haut  &  bas  par  M  —  N  \A-«  i  ,  i 
cette  autre  — TI^-^JIZJL,  qui  eft  évidem- 
nent  réduâible  à  la  forme  du  théorème. 


««MHMtMMWiMMMMMM^^-i^ 
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6^.  La  formule  générale  M  -H  N'  V  —  i  com- 
prend encore  le  cas  de  N  ^=^  o,  &  par  cooTé* 
quent  toutes  les  quantités  réelles.  Il  peut  arriver 
que  le  produit  des  formules  imaginaires  fdit  réel , 
iors  N  =;=  o  :  ainfi  le  produit  de  a  -^b  y  -—  I 
par  tf  -—  fc  V  — •  I  eft  =  aa  -H  b  b. 

7^,  Une  racine  m  quelconoue  d*une  quantité  ima- 
ginaire de  la  forme  M  -k  N  y^  —  i  »  fera  toujours 


de  la  même  forme  ,  c*eft-à  djret^  -f-  fr  V  ■—  i)  •• 
ièra  toujours  contenue  dant  la  formule  du  théo« 
rême.  Soit  |/  (aa-^-i^b  b  )  ■==.  c  ;^un  angle  dont 

le  fînus  = &  le  co^fious  =»= ,  on  aura 

c  c 

a-f-iV~-i=^«CcoCp-t-V( — I).  fin.  p).  Mais; 
félon  le  lemme  ci-defliis  (52)  ,rona(cof.  p  -4— 
fin.  f  V  —  I)  "•  r=a  cof.  mp  -+-  V^—  I.  fin.  mpi 
quelque  nombre  que  foit  m  »  même  fraâionnaire  ; 

X 

doncCtf-HfcV  —  ï)««=  v/(«H-fc  V^ — I) 
=  C  »  (  cof.  — p  H—  V  —  '•  fi"»  —  P  )•  Mais  c 
<tant  une   quantité  réelle  auffi  bien  que  a  ic 

by-^p  fera  une  quantité  réelle  ;  donc  yc^  +-*  V^— i) 


appartient  i  la  forme  M  -H  N  \/  -^  i.*  Et  en 
général  toute  exprejîon   imaginaire  tfi  réduSibU  à 
la  forme  M -f- fi  y  —  i. 
La  racine  quarrée  de  a  +  V^  ^  »  ^  étant  pofitif  peut 

$*exprimer  généralement  par :i:  [^(^ ^ ^ 

«ette  quantité  au  quarré ,  on  trouve  a  -4-  y  — ^K 
Tome  IK  O* 
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La  quantité  «^—fc  =  \/((/— fc)  =  \/(—Vt)» 
fe  réduit  facHement  à  la  forme  M  HH  N  v]—  i ,  &  il 
en  eft  de  même  pour  toutes  bs  quantités  ima- 
ginaires quelconques  *• 

3 y.  THéoRETiiE.  La  quantité  Imaginaire 
H  ±  i  \^ —  I ,  dans  laquelle  a  ù"  b  font  réels , 
peut  toujours  fe  réduire  à  la  forme  cof  V  ± 
jin.  V.  V  ( —  I  )  •  Soit  pris  Tare  V  dans  un  cercle 
dont  le  rayon  r  =  }/  (aa -h- bb),  8c  prenant 
l*arc  u  femblable  dans  un  cercle  dont  le  rayon  =  i  » 

_  ^         ff* 
on  aura  cof.  ^  «=  —  cof.  u  "=  r  cof.  a  ,  & 

fin.  V  ==  r  (in.*  u  ;  donc  a  ±  t  V  —  ï  ==» 
r. çoCtt  ±  rfin. m  V -^i-  Mais  fi  Ion  fait cof.V  =  tf. 
Ton  aurafimV  =  \/  (rr  —  (cof.V)*  )  = 
^  (tfa-K  tfc  —  aa)  ^==  i  ;  donc  r  cof.  u  i*"^ 
fiii;tt|/' —  I  ==cof.  V  d;:  fin.  V  V  —  ^  =* 

REMARQUE  I.  Si  Ton  avoit  b\^  —  i ,  il  eft 
vifible  qu'on  ne  pourroit  réduire  cette  quantité  à  la 
fi^rme  M  H-N  V^—  i  qu*en  fuppofant  M  =s=  o. 

Remarque  II.  L*on  a  vu  ci-deflus  (3  3)  que  Tare 
«  =  _^2i,   *  ^*  (  c^^*  ï« -H-  fin.  Il  V  —  I)  ;  donc 


*Le quatre  de  la  quantité  «H-a  V^— i  cft=«a-H>a«  V^ — ^ 


-^  aa=% .  l/"— I ,  en  fuppofant  a  =1.  Donc  (i  .K — 1  )  * 
ac=  i-f- 1 V^—  I  >  ce  qui  fait  voir  que  la  racine  de  la  quan- 
tité 1  .  j/^—  I  peut  contenir  une  quantité  entièrement 
réelle ,  cVft-à-dirc,  qui  n'cft  aficftéc  d'aucun  moltiplica- 
feur  imaginaire. 
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en  multipliant ,  de  part  &  d*autre ,  par  r  n  ^  Ton 
aura  rnM====:— r^;^  L.  (coCii-H- fin.«.  y^-— i) 
«=L.  (cof.  tt-+-fin.u  V^— -I  )-'*V-i  (  car 
î:.2_         ^^^         rn.l/^  —  i    rn.  V —  I 

V— I  v~i.\^— I ^=^1 — 

=— rn  V^ —  i)=L. ^ 

Ccof.tt-+-Cn.uV^— i)"'V  -I 

■=  L.  (  cof.  u —  fin.  il  \/— .1)  '»v^-i   . 

p^q^%coc  .H-fin!  .1^— -— <^on  .^ 

fin,  a  V  —  1 .  En  effet ,  en  ôtant  la  fradion  , 
Ion  trouve  cof.  a  ^  H-  fin.  m  *  ==  i ,  quarré  du 
rayon  i  ;  doncL.  (cof.M  :±:  fin.  m  V^— i)^'»V^ 
=  rnu  =^  rnuL.  c  ^  e  étant  le  nombre 
dont  le   logarithme  hyperbolique  =  i  ;    donc 

(cof.    W    ±    fin.  M  V^ 1)  ^I^I'^'V^-ï  5—,  ^rnu 

quantité  réelle,/  Si  Ton  fait  M  -+-  N  \/ r 

r  cof.  u-±zT^  fin.  uy^ —  i,  ou —  +  —  \/^ 

T  T 

==  cof.  M  ±  fin.  M  \/ —  I ,  '&  qu'on  fafle  a 
-^,  fc  =  — , Ton  aura(a  -±1  y^ — i):;:r»\/-i 

e  '•  "  ;  donc  quand  on  dit  que  (a  +  b  \/— i)  *  V"^  ' 
peat  toujours  fo  réduire  à  la  forme  M  +  N  V^— i* 
Quelque  foit  m ,  on  doit  entendre  que  m  étant  une 
quantité  réelle  ==  ^rn^N  fei*a=:  o,  dans  la 
formule  M  h*  N  V  -^  i  ,  ce  qu'il  eft  bon  de 
remarquer» 


Oa 


im 
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De  l'Intégration  des  Fori^iules 
Logarithmiques. 

35.  L*on  a  vu  dans  la  première  feâion  com- 
ment il  falloit  différencier  les  quantités  loga- 
rithmiques &  exponentielles  ,611  a  vu  auflfî  com- 
ment on  pouvoit  obtenir  dans  certains  cas  des 
intégrales  logarithnâiques  &  exponentielles.  Nous 
allons  maintenant  reprendre  la  même  matière. 

Toutes  les  fois  que  Ion  peut  décompofer  une 
formule  diflerentielle  fraâionnaire  en  deux  fac- 
teurs dont  le  dividende  foit  la  différentielle  du 
divifeur ,  Tintégrale  eft  égale  au  logarithmique  du 
dénominateur  en  y  ajoutant  une  confiante.  Ainfî 

dx 
S.  — =  L.  X-4-C.  Quand  nous  n'ajouterons 

X 

point  de  confiante  ,  le  leâeur  doit  y  fuppléer. 

S.  — i-  =  L .  (z  -t-  à).  Mais  fî  la  fraâioo  dont 

on  vient  de  parler  contenoit  un  faâeur  confiant 
qui  n*appartînt  pas  à  la  différentielle  du  déno- 
minateur ,  on  mettroit  à  part  ce  faâeur ,  &  Ton 
multiplieroit  enfuite  l'intégrale  par  le  même  fac« 

tçur.  AinC  S.JLL^tJLil.==bS.^"^' 


acL-^xx  aa-^xx 


iX.  (^  A-4- JT  Jr)  ;  S.  — -— I — =S.  ,    . 

Si  la  différentielle  appartenoit  au  logarithme 
d'une  fraâion  »  il  feroit  plus  aifé  de  s'y  tromper  ; 
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_^  1  ry        X  ày  'i  àx  T  V 

par  exemple  >  S. 1 =  x^J^.. 

y  ^  ^ 

àx 

Soit  la  différentîelle  777 \ r  •  en  (ùppo- 

fant  x  =  y  —  a,  Scàx  =  dy,  elle  devient 

y/(y^  -L  a^)   '    ^^^   Fintégrale    eft 
■L.  (^y  •+•  \^(y  *  —  <itf))-f-C,  comme  if  eft 

facile  de  s'en.afluretr  en  diÔereoçiant  cette  quan* 

dx  ^ 

tité.    L'on  a  auffi  S. 


y  (2  axr-^  XX.) 
L.Ç  X -^a'-t-y/^izax^i^xx)^  .    La    dif- 


d  X  -      .      . 

férentielle     —7-- r devient  (   en 

y(xx  —  *Ar~i-c>  ^ 

faîfant  x  ==  y  H )  ^ 


2^  /  **  * 


dont  Ketégrale  e(t  L.  y  4-  >/Cj* -H    ^   ) 

==L.^jr  — -~ — KV^(*j^-Ajf-f-c}V  On  a  de 


S. 


i^. 


—  a^,'  I  /t  /,  ,\ 

5.  .,■        ,     T :    =i='  L  •   (   I  -4-    L  .  X  )   î 
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^  d  XLi9  X  XLi  m  X  -.^  « 

$• rr  == ^  L.  (I  —  x). 

(I — A?)*  I — :* 

A  regard  des  quantités  exponentielles,  on  verra 
(  voyez  la  feâion  première  n**.  26  )  »  fi  Ton  peut  les 
décompofer  en  deux  faâeurs  »  dont  l'un  foit  la 
différentielle  du  logarithme  de  l^autre  ;  divifant 
alors  par  le  premier  faâeur  »  Ton  aura  l'intégrale 

•         àx 
cherchée.  AinC  la  différentielle x^  .y^( .    -f- 

X 

7  Xj        X       M  V   \. 

di.L.x.  Ta. y  -H  î — ^^  ^^  întégrable  ; 

parce  quey^Ç |-a^.L«Jir.L.y+^- ^j 

eft  la  dîfFérehtîelle  du  logarithme  de  x      «  ou  de 

y^h.  X .  &  rintégralé  eft  x 

Selon  ce  qu'on  a  dit  feâion  précédente  (  18  )  , 

x  ^  ' 


^  k 


57*  Pbobl^mje.  Trcui^er  VintigràU  de  U  d^éren^ 
rielZe x* ix h.x.  à caufe  deS.  *•  iar=5 -r-r. —  x"^'  -. 
fon  aura  9.  par  la  formule  S.  dyx  ^=^xy  •«-  S«  xdy  i 
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'^ — 

S.  ;if*  JjfL.  *  = ^■"*"*xL.  jr    — 

n  -4-1 


^        S.  :r"    ix  =   — î—   ^•-^'   L.  * 


«  +  I  n 

I 


•  A;•-*"^ 


Soit  propofé  d'intégrer  la  formule  /n(L.;r)""' —  * 

Je  fais  L.  4r  ==  j^ ,  pour  avoir  —  s=:  iy  ,  & 

(  L.  X  )  "  ^  *  =  J  *  ""  *  >  donc  la  formule  propofée 

eft  srrsrmy*"'^  iy  ,  dont  Tintégrale  =  y  *"  = 

»^Kdx 
(L.x}'^.  Soit  (L.AP-)       ;  jefais*"  =  y. 

X 

Doricmjf*-»i:p==dy,d*===— — ^,.  De 

*^  m  X 

plus  Ton  aura  L.  *"  =rL«y;  fubftîtuant  ces  valeurs, 
la  formule  propoféc  devient  —  (L.y)*""  *— ^  ,  dont 

rintégrale  =  ~  (L.  y)-=  — î— (L.*-)."Uon 

a  auffi  S.  — ^=— Lo^=L/— )  =  L.  i  — 

L.  y  a= — -  I»y ,  à  caufe  de  L.  i  =  O  j  ce  qu'il 

eft  bon  de  remarquer. 

dx  - 
^SrPBOBLÊiiE.  Intégrer  la  formule L.x* 

'Soit  î  - — x^sssu,  ou  xsùss  1  —  u  j  la  formule 


f 
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.1  du 

Jeviendra L. (i  —  w>   La  différentielle 

u 

de  L.  (i  —  w)  eft  ==  ^^^^^" = p- J  M  .(I -w) -"  =1: 

—  d u  —  udu  —  &c.  Donc  L.  (1  —  m  )  ==1 

—  M &c.  Et  S. .L.M==C 

2  u 

Si  Ton  veut  que  cette  férié  foît  égale  à  o ,  lorf- 

que  ^  =  o ,  ou  lorfque  u  =  i ,  Ton  aura  C  +1  + 

i  +  ^+~&c.=o,ouC=-i-.i-.i-.Jj   &c. 

3p.  P  R  o  B  L  Ê  M  E,  Trouver  Vintégrûle  de  lafir-^ 

d  X  f 

^^^^^71 m*^*^*  Jefaîsa=:i — x.&lafor-; 

(  I  •—  X  ) 

mule  devient L,  (  i  —  w)  =  —  -+•  \  du 

UU  ^  Il  * 

+  7  udu  +  ^u'  du  &c.  dont  l'intégrale  ==  C  + 

y  U  u  U  U^  U^ 

^•^  +  r*r  H h  r 1 &c.    Pour  que 

1.2     2.3      3.4     4.  y  ^ 

cette  férié  s'évanouiflè  lorfque  x  =  o ,  ou  lors- 
que U  =  I  ,  Ion  doit  avoir  C  ==  —  L.  i  -: — 

ï l L.&c= î î —Sec. 


1.2      2.3      3.4  1,2      a.3      3.4 

Car  L.  I  =  o. 

40.  Problxme.  Sujfpofam  que  f  ejl  une  fonSion 
de  X ,  trouver  Vimégrde  de  la  formule  if  (  L.  jr  )  •  • 
Si  Ton  ajoutoit  à  cette  diflFércntielle  la  formule  fd  (L.xY  , 
on  auroit  p(L.x)»  =  S. rfp  (L.«)*-f-S.prf(L.r)»  5 
donçS.rfp(L.;r)''=:  p(L.;f)"— S.fd(L.A:)"=p  L^«^ 
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-~ — - — ■ ' -     .  1.  - 

n  S.- —  (L.  x) "-  »  5  donc  fi  S.  p  —  5=5  q  ,  Ton  aura  de 

mcmc  S.p —  (L.x)"-«=ç(L,jr)"-"»  — {/i  — Ok 

ix 
S  q — .(L.*)"-"».  En  opérant  de  même,  &  fuppofant- 

X 

0.    2 — =s:Ri  S. =f,S. =  Il  &c.   Ion  aura 

X  XX 

s.  rfp  (L.«  )»  =  p  (L.*)-  —  «ç  (L.x)»-^  -+- 
/z . (/ï  —  i).R(L.O*'"  ^— !».(«  — i) .«—X .' (L.*)"  ""^  &c; 
Si  n  eft  an  nombre  entier  pofitif ,  l'intégrale  ne  con- 
tiendra qu'un  nombre  fini  de  termes. 

EzEiiFLs  L  Soit  la  formule  x*  (fx  (  L.  x  )  ^  >  Ton 
attra«=i,p=-— _  ,  q  =  ,  &R=r— -^-  5 

eoncS.x»dx(L;x)  »=x-'-^  'x  /^^lL'_  JLL^  4^ 
V       '    V ,  Ysi ro=g—  I, Ton  auraS.— (L.x)*=  -  (L.x)î  j 

y  Ut  "T"  *  J  ^  X  J 

ce  cas  eft  excepté  de  la  formule  générale. 

ExBMPLB  IL  Soit  la  formule  x*—  *dx(L.x)'; 

ronan=3,p=^5   3  =  i;:!'  ^=  "El  '    *^  «  =* 

~idoncS.x''-^dx(L.x)i=sx''  C^^    -* 

m*  m^  m^  / 

bre  entier  pofitif  >  o  ,  cette  intégrale  devient  ss  o  ii 
lorfque  x  =:  o. 

41.  Problème.  Trower  V intégrale  de  la  formule  a^pdx, 
pétant  une  fonSion  de  x.Puifque  d.a*  eftssa'^  dxh.apêî 
la  nature  des  quantités  exponentielles ,  on  aura  aufii 

S.  a«rfx=-= — a*5  doncS.pa'dx=7 —    a*  p 


aiS  Cours  ds  MATHéMATiQUES. 


■itf 


- — S.«'<fp.  Si  Ton  fuppofe  dp  :s=i  qix  pour  avoir 
S*M'  qixsrz"- — a'q^ç —  S.a'iq,  Ton  aura  cette 

lédafiion  S.  a*  p  d  x  =,— -  «*  P  —  77— rr^'î**- 
îr— TYS.a'éfyj  fc  fi  ion  fait  rfg  =  Rrf» ,  il  viendra 
cetteréduâionS.a*  P(Ix=  -î — a*p—yz — rrfl*  a  -H 
-- — —  fl*  R—  rr-^-TT  S.  fl«  iR,  & aînfi  de  fuite.  L'on 


peut  continuer  jufqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  une  for- 
mule intégrable  >  ou  à  une  forme  la  plus  fimple  de 
ion  eipece. 

Exemple.  Soit  la  formule  a^x^dxf  n  étant  un 
nombre  entier  pofitif  ;  poifque  jr"  =s  p  >   nous  aurons 

S.  a«jc»rfx  =  7 — a»x»—rz —   S.  fl»  «"-'rfx.  Si 

L.  a    '  L.  a 

Ton  fait  fuccefCvement  x:=o,  i ,  %,  3»  &c.  Ton  aura 

S.  €*  dx=  =^«* 

L  a 

La  (La)^ 

» 

La  (Ltf)*  (Ltf)* 

La  (La)*  (La)»  (La)* 

-5    ^  j  .  /«•      »wp*"*  .  n.(n— i)jc*"* 

vLa      (La)*  (La)« 

.  -  11.(11  — iM»-—»)**^ 


(La) 


pii-r— t-ke.^ 
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■* ■ 

Soit  propofé  de  trouver  Tintégrale  de  la  formule • 

Selon  ce  qu'on  a  dit  dans  la  première  partie  de  cet 
ouvrage  (  courbes  algébriques  47  )  ,  en  appellant  p  le 
logarithme  d'un  nonu>re  >  ce  nombre  fera  =:  1  -h  p  -H 

•+•  -A-  &c.  Donc  puifque  L.  a»  =  *  L.  a.  Ton 

aura  a*  =1+ xL.aH-x^  ^ — '-^ h  &c.    Si   Ion 

I  2, 

dx 

multiplie  cette  fêrie  par  — ,  &  qu'on  intègre  en  ajou-* 

tant  une  confiante ,  il  viendra  S. =C-+-LjH -^ 

X  I 

H ^^ H ^ ^  &c.  Si  au  lieu  de  a ,  1  on 

1.2.2  I.  2.  3. 3 

prend  le  nombre  «>  dont  le  logarithme  hyperbolique 
Ibit  Tunitc , il  viendra  S. =C-hL,«H -+-• 

X  I 

t      X^  I  x^ 

•r-. —  H . &c.  Si  l'on  fait  «*=?,  ou  5:  L.  c=3> 

4    J.2        3     1.3.3 

je  =  L.  7>cequidonncfl«=:  — i, sr: -^—^   =: 

5-î- ,  Ton  aura  S.  ^  =  C  -f-  L.  L.  î  H ^    -H 

X  1.2 

Pour  que  cette  intégjral*»  s'évânouîflc  lorique  î=  c^ 
la  confiante  C  doit  être  infinie,  parce  que  le  logarithme 
de  o  eft  infini  (négatif)  c'eft  la  même  chofe  fi  l'inté- 
grale doit  s'évanouir  ,  lorfque  j  =î  i  ,  parce  ^ue  le 
terme  L.  L.  ;  devient  alors  £=  L.  0.  Si  ^  eft  plus  petit  que 
l'unité  ,  L.  \  devient  négatif >  &  I^.  L.  ;  imaginaire  ;  & 
Si  l'intégrale  eft  réelle  9  dans  ce  cas  elle  lera  imagi^ 
naire  four  les  valeurs  de  :(  plus  grandes  qUe  T^imtc  >  âc 
réciproquement. 

Si  Toa «voit  \  imsigrer  la  lormute  >■  y.  — r  9,  Ci| 
fai(ânt  ir»=7»on  auroit»*"^  ^■tf;r«»-^^*wL.jf=5 
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L.?>  ott  L.  jf  ss —  L.  ?»  &la  formule  fe  changeroic 

en  celle-ci  .  -  -  dont  on  vient  de  parler.  L  on  peut  aufli 

lorique  Tintégnition  ne  réaffit  pas  >  réduire  la  formule 
a'pdx  en  férié  y  &  Ton  aura  S.  a'pdx  =  S. pdae-H 

—  S.vxdx  +-^ — '  ^^    .S.px^ dx  fcc;  ainfifip=: 

1         '  I  .a  .  .  * 

«»,S  a*p(i;efera=:CH H  ^^ r-^ ; h 

'^  11-4- 1  r .  (/iH-a.) 

2 7 r-  &c.  Or  il  faut  remarquer  que  fi  n =—  i  > 

1.1. (/H-3) 

au  lieu  de  >  l'on  doit  écrire  L.  x. 

a*  d  X                             I 
Soit  la  formule >  Ton  aura  j?= i  q  ^^ 

I X  1 — X 

' ^     i   R=  -r ^-^T7>  '=  7 -— TT  >  &C.DonC 

I   .  X 


4^.  P  R  o  B  i.  E  M  B.  Trouver  t intégrale  de  la  formule  «f- 
ponentielïe  x^*d  x.  Je  réduis  r»*  en  férié  pour  avoir 

x«»=i-hnxL.«-* -^ —-{ ^ &c. 

i.z  I.X.3 

Multipliant  par  d  r  &  intégrant  chaque  terme  Ton'  a 

S.  dx=sx. 

S'xdxLx^x^  ^Li_  JLJ. 

S.xUxiLxy:^x^C^I^^-l^,^ 

«    «j  /T   M     ^/(M*       3(Ly)*  ,  3.a.Ly      3-»''\ 
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Et  en  général  fi  Ton  .fubfticue  ces  feries  &  qu'on  les 
arrange  par  rapport  aux  puiflances  de  L  »  >  l'intégrale 
fera  exprimée  par  les  fériés  qu'on  voit  ici. 

nx       ii*x*      n^x^      n+y*     ^ 
x{i tH 1 T"^ r     occ. 

y^   nx\    f\       nx    ,  njije*      n^x^ 

i.z      V.p     4»        i^        <î^      ^^ 
&c. 

Soit  la  formule  e^l^dp-hpdx) ,  e  étant  le  nombre 
iont  le  logarithme  hyperbolique  ss  1 3  il  eft  évident  que 
Fintégrale  cft  =  e*f. 

Il  eft  difficile  de  donner  des  régies  qui  faflTent  trouver 
Fintégrale  dans  des  cas  femblablês  >  &  fouvent  il  £iuc 
procéder  par  conjeéèure  ;  comme  par  exemple  >  fi  Ion 

c  '  X  dx 
propo(bit  la  formuler -r,  on  pourra  fbupçonner que 

Vintégralede  cette  différentielle  eft  de  cette  forme ±-. 

Pour  s'en  affurer ,  on  différenciera  l'intégrale  (uppofée , 

e  *  ^rf  f  (  I -#- «  ) -H  «  7  (i  «) 
pour  avoir  — ^^^ • r-r ^.Comparant  avec  la 

formule  propofée,  l'on  trouve  d^{  i-^x^-^x^dx^^xdx, 
ou  Ton  voit  tout  de  fiiite  que  t=si  &^^  =  o,  ce  que 
les  règles  ne  feroient  pas  facilement  connoitre. 

La  différentielle  d x f^( xx^aa)  a  pour  intégrale 

la  quantité  lxV^(jPAH-flfl)'f-ifldL/«-f-j/^(x*4-fla))-»-C, 
Si  l'on  fuppofe  a  =  >  p  >  p  étant  le  paramètre  d'une 
parabole  ordinaire    dont  l'ordonnée  tfi  y  ,   l'élément 

de  l'arc  de  cette  courbe^  fera  ^-^J^Oj-h  '-pr).Donc 

P  4 
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cet  arc  fera  =^l/^0'jy-+---pp)-l-— pL.  ÇrH/'ijy 
H p  p))  -♦-  C.  Or  il  cft  vifiWc  que  C  =  —  — pL.  —p. 

ï>£s  Formules  qui  renferment  la  Différence 
d'un  Arc  Circulaire  »  ou  du  Logarithme 
Hyperrolique  Simple  ,  multipliée  01/ 
divisée  par  des  Sinus  bt  des  Co-Sinus. 

4}.  Nous  déCsnerons  le  logarithme  hyperbolique  fimple 
parjc  au  lieu  de  le  défigner  par  m  >  comme  nous  l'avons  tait 
dans  les  feâions  coniques  (84);  &  aloD>  les  deux  formules 
ofài  regardent  les  fiaus  èc  les  ce-finus.  multiple»  ,  cti 
défignant  le  iinus  hyperbolique  par  sh,  8clc  co-finus 
hyperbolique   par  c .  h  ,    deviendront 

^   ,  (c.A.Jt-Hi.A.x)  "-hCcA.»  —  s.h.x)'^ 


i.r 


»— 1 


ém&  ces  formules ,  r  déligne  le  demi-axe  de  l'hyperbole 
éq«Mlat«re ,  ou  fi  Ton  veut  le  finus  total. 

Si  dans  les  formulas  qu^oaa  trottvées.(  géom.  176)  on 
fiibftitne  X  aulieu  de  a,  l'on  aura  pour  Te  cercle  donc 
le  rayon   =  r  ^   &  ;■:   un    arc   quelconque 

(coCx-4-ï/"— 1  fin  x) "  -«-(cof.;?— |/^— I fin.*)  • 
Coi«/ix= 


xr»-' 

j,.  (cof.  .t-+-  V^~i  fin.  af  )  ■  —  (cof.  x—y^—i  fin.  x)  • 

1  r  »-  »j/— I 

Ces  quatre  fosmules  ont  lieu  «  qjuclque  Ibit  le  nombre  n 
pofitifou  négatif,  &  n>émc  irrationnel.  Nous  défignons 
le  finus  d*un  arc  circulaire  je  par  fin.  x,  (ba  co-finu^ 
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par  coL  x  y  tangente  hyperbolique  part.  A ^co-tangente 
nypcrbolique  par  cot.  A. 

Remarque.  L  on  iaît  qne  dans  le  cerde^  leto-fiDos 
eil  au  finus  comme  le  rayon  eft  à  la  tangente  »  &  que 
la  tangente  eft  au  rayon  comxe  le  rayon  à  la  co-tangcntQ 
or  c'elTla  même  chofedans  Thyperbole  équilatère(flg.  8)j 
car  foit  C  P  le  co-finus,  P  M  le  finus,  le  demi -axe 
CB  =  CA  =  r,  la  tangente  A  /=?=  r,  les  triangles  rec- 
tangles femblables  C  A/,C  P  M.donuent  CP  :  P  M  :  :  C  A  :  AJ^ 
owchi  skwTxt.h,  Les  triangles  femblables  B  F C^  C/A 
(ces  triangles  ont  les  angles  en  F  ^  Calteries  internes 
à  caufe  des  parallèles BF,C A)  donnent  A/:C Ar:CB:BF;. 
or  'B  F  eft  la  co- tangente  correrpondante  au  finuspM; 
donc  t-hiTiiTi  cot.  h.  De  ces  proportions,  on  conclut 

que  s.n,x  = •  ;    fi  Ion    fubUitue   cette 

r 

valeur  Acs.k  .x  dans  les  deux  premières  formules  Ton  a> 


,  (c.A.af)" /(r-f-t.fc.9f)'*-4-(r— f .A.je)"\ 

c  •  A.  n  «x  =  C  , — ,  I 

,  (c.fe.y)*^^  /fr-*-f  .fe.jf)»  —  (r — r,A.jt)*\ 

Mais  t  .hss 7—  ,    donc  r  •  a  .  a  •  x  = s^ 

c,h  c.A.Ji*» 

ï.  A  .  y  :  r  ?  :  r  :  cot.  h.x ,  Ton  a  cot.  A .  iz  •  x  «: 


donc   Toii   atiia  la  formule  fuivaiite,  coc  A.a^orss 

'^  •  (  /  _.  .   L — "^ : Tl — rr  y*  ^^  de  tembla* 

blés  fubAitutions^Ton  trouvera  pour  le  cercle  ^tang./i;^= 

r      ^  (r-f-V^f— I).  tang.y)"— (r-t/^(-i).tangjcy  \ 
^^^^^  \  (rH-ï^(-i).tang.r)V(r-V^(-i).tangjr)V 

joj^jf  __rl^(-J>r(r-f-t/"-T.tang.v,»-K;wV^_i.tang^)'] 
(«H-KC— i;.tang.;f)"— (r— K(— i)tangje^" 


4 
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44.   Problème.    Trouver  Vintégrde   des  formules 
dLx.d.s.hx—'î.Lx  ixlux     cof.  xJûrux  -— fin.yd!.  cofl  x 

? '  ;:  • 

Dans  la  féconde  x  défigne  un  arc  de  cercle  dont  le 
rayon  =r. 

-     j.            ^  ch,x  d.sJi,X''^s,h.x.d,ch,x  ., 

Je  dis  que  S.  ■ — — — — =j:,r  de- 

fignant  un   logarithme  hyperbolique  fimple  >  & 

^   coCxd  fin.  X  —  fin.xrf.  cof.  x  ,       ' 

5.  =3  x  >  X  étant  un  arc 

r 

de  cercle  dont  le  rayon  ::s  r.  Dans  l'hyperbole  équila* 

tere  (Fig.  8»),  le  feAeur  CAM  di\ri{e  par—  donne  Is 

logarithmique  hyperbolique  fimple  *  correfpendant  au 

finus  P  M  (  voyez  la  (èâion  précédente  21 }  ;  donc  le 

r  rx 

logarithme  x  multiplié  par  — ,ou  —  =:CAMs  or 

C  A  M  eft  égal  au  triangle  C  M  P  moins  le  demi-(èg- 

ment  A  P  M  >   lequel  demi-fegment  en  faifant  C  P  =3 

t^h,  X ,  ScPM,  =  s.h,  fera  =  S.  s  .h.x.d.c.h.x  î 

«         r  X        c,  h*x  •  s,h  m  X        ^      m         ,       ,         , 
donc  — = —  S.j.A.jc.fl.c.  n.xidonc 

en  différenciant  les  deux  membres  de  Téquaiion  »  ré- 

duifant   &  dîvifant  par   —  Ton   a  (  A  )   rf*  = 

c.h.x ,d  .  T,k  ,  X ^ —  s ,h  »  X  .  d.c.h.x 


r 


-5  donc  &c. 


Dans  le  cercle  (Fig,  x)  en  faifant  CA = r ,  Tare  AM=:  r, 
le  fcfteur  C  A  M  :^  ~  =  au  triangle  CPM-h  le  demi- 


^  Ceft  évidemment  des  logatichmes  hyperboliques  fimples 
èom  il  s'agit  ici. 

fegment 


â*i#ri 
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fcgmcntAÏM ,fcra=^— ^-- — ^  -4-  S.  *—  fin*  at  .  rf.  coC  Xé 

On  met  le  figne-**  parce  ^ue  le  leâeur  croiflant  >  le  co« 
iinus  décroît  5  de  forte  que  fa  diffêrenticllê  eft  négative* 

Donc  en  différenciant  ,  réduifant  &   divifïnt  par  -^  ', 

,  c0f5e.rf.fin.ap— fin.  Jc.i^coC  «    ,        - 

on  a  fl  «  asss      *    »      -»■    ..  r         »  donc  &c. 

r 

45»  PnoBLBMB.   Intégrer  les  fcrmides  ^ !r .  1  '  ^  '.f  | 

r 

iXéiA.t  ^itcotx       '^ixJin.M 

r  r  r 

,,          ^   ix.ckx            t         o   ix.shjd        f 
Lon  a  & "—sa  j  k.x;  S.  < ssch.Xi 

^    rf*  .  cof.je  _^y.^  ^  — rfjf  .fin- *  __     ^       -- 

S. îîafirt.  *j  S>  -     ■  ■    =aco£jr>  Cat 

r  f 

dans  l'hyperbole   (  cA.  «)*=s  r*-H  (/A.«)»j  donc 

en  différenciant»  c&«  x.d.  chx=:shx  .d.sluxou  rf.c.&e=a 

iAv.(ffin.A«»    «  j      ,  ch.x.d.ch.x  ^        , 

ch.x  sh.x 

étant  fttcceffivement  fubftituées  dans  la  formule  A  (44)  j 

(  th    x)  ^ 
donnent rd«s«=c k.«. (fi A. «-T  -     .* .  d  s  h.x , 

€  n  •  X 

fdxc2  i — ; '  *déCh.X'^sh.x.d.ck»x  ott 

cA,«    \  ^ 

rrf ^ 3SS    '^  '^-r^  ^parce  que (cA.«)* — f  /A*»r)*=sr*  j| 

.      ,           dxch.x   j     .           Jjf.iA.*         . 
ouif.i.A.xs id.cA.x.= i  donc 
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r  ' 

cercle  (  Fig.  x  )  >  l'on  a  CM  :  MP  :  :  Mm:  mn  , 
CM:CP  ::Vlm:  Mn,  our:fin.  x::  i^  :  —  d  .cof.x  i 

f  zcoCx  II  ix:d.  fin.  x'y  donc  i.  coL  x  = \» 

^     — rf*.  fin.  X  r      j   t^  V rfx^£o(jr 

{(   S,    :- •  =s  coCxj  a.  fin.  »  =  — ^^        * 

^g^Jjf.cony^fip^y  . 

4<.  F  K  o  p  o  s  I T I  o  M.  L'(?/»  tf  toujoMrx  les  quatre  Mo- 
rimes  fidvansr 
ni.  S.  (ch.x)-^.dx={m--i)r^l.(ch.xr'-^ix'h 

m.  S.  (x,fc.*)«àf  =  -(m-i)r»S.(i/i. *)---*  dx-H 

m.  S.(coC*)-ix=i(m-i)r»S.(cof.^)«-^Jar-^^ 

r.(coCx)*-*  fin.  x. 
m.S.(fin.*)«d««(m— Or*S.(fin.«)*''^rf*-^ 

•r.(fin.x)*-' çpr.^. 

Pour  dimontrcr  le  premier  tWoréme,  je  romvquequc 

d.cA .«-«- (ci .*)--' i .X  fc  .X. Subftituantles  valeurs 
^ed.ch.x,  d.sh.  xqa'oa  vient  de  trouver  (4;),  & 
(ct.«)»— r»  au  lieu  d^C'^i*)*'  &  multipliant 
tout   par  r  ,  il  vient  r  d  {.(  cfc.  * )  "~ *  *  A .  *  )  ]  — 

H-  (c.fc)"rf«J  doncm.  {c.k.x)" dx^{m  —  i)r*?< 
(cA.x)— »«I*-»-r<ft (cfc.«!)"~ '»*•*) 3  î  <lo«^  «•» 
intfgrant,S.m(cA.*)-rf*=Cm-i).r»-?.(cA.*)-'*i» 

!+-r,(cA,r)-  — »*.*.». 
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Le  fécond  théorème  JTe  démontre  par  la  formule' 

^«L„'*^"~ '''•'*•*•  l'i/ai^'ant  les  mêmes  fubfK- 
mions.  que  nous  venons  de  faire ,  excepté  que   nous 

lubftituerons  la  valeur  de  (cA  .«)  »  =r »  ^  (, i  x)* 
•u  lieu  de  celle  de  (  »  A .«)  S  nous  parviendrons  "à  la 
formule  r  4  [(xA.x)—  '  ck.x]=a(m—i).  r  *{sh.x)'"-^dx 

H-('n-i),(*A.*)-rf*-|-(,A.^)-rf^.joncenré- 
duifant,  tranfpofant  &  intégrant,  ni,  S.  (  j  A  .*)  »  ixs=s 

— [(/R-i).r»S.(jA.*)»-»i»]^-r(jA.*)— ^cA.x. 
Pour  démontrer  le  troiWme  théorème,  je  me  Çcn  de 

laformulerf.(coCjf)"- «  fin.*  =  (/72— i).(cof:«)  — »x 
fin.«.rfcoC  *-*-  (cofl»)"-'  rffin.*.  Subftituczles  va- 
leurs  de  <i  cof  * ,  A  fin.  « ,  trouvées  ci-delTus  (  4*  ) ,  écri- 
vez r  »  -  (  cof.  » )  »  au  lieu  de  (fin.  »  )  »,  &  multîplîanc 
par  r,  il  viendra  rd  [(cof.  *)  »  —  «  fin,  *  ] = —  (^  — t  )  r»  x  " 

<C0C«)— »/f*H.(l?-l).(cofi*)»rfx-f.(cof;c)-rf»î 

donc m.S  (coC*)"d«a3(«  — i)r».S.(coi:jf)«-ïrfar 
r<-r(coCr)»-»fin.«. 

Le  quatrième  théorème  fe  démontre  tellement  par  la 
formuled  [(fin.x)"-»  coC«]  =  (m— i).(fi„. ^^j—^j^ 
cof.  «. d.  fin. «  -♦-  (  fin.  *  )  —  «  rf .  coC  Jr.  Si  l'on  fubfti- 
tue  les  valeuré  de  d .  cof.  x ,  d .  fin.  Je,  &  celle  de  (cof»)  »  =, 
r  »  —  (fin.  »)  » ,  &  qu'oHtf'y  prenne  comme  dans  le  cas 
précédent,rontrouveram.S.(fin.»)'"rf;e  — („^jv 

S.(fin.«)'»-»dx— r.(fin.«).»— 'coCx. 

47.  PkoBi.«iiB.  Intignr  lu  fomuks  -^^ 
j  j  (cA.x)»  '  ~~ 

(jA.x)»    *      (co£x)»*~   (fin.x)»-     ^'°"  * 

^•(cÏT)-"  th.x'  C*'*  ft«  <I"  pfemicr  théorème  J 
car  «n  ruppoTant  ««Cj  jl  en  réfulte  lïqoation.0  sa 

Pâ 
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—  I  .r*S.  (cA.*)"*rf*H-r.(cA.x)— »iA,«5don« 
r  S.  -7— r — TT  =     I  *    .  Par  le  fécond  théorème ,  Ton  a 

danscecas>'rS.7 — r r:  =  — r- — •  Le  troifièmc  donne 

(s  A.  x)^       s h.x 

'  ^-  jéhr*  ="  ^  '  ^  ^'  "i"**^*"*  ^'  ^™'  ^"* 

*  (  fin.  X  )  *         fin.  X  * 

48.PKOBLEMB.  Intégrer  les  formules  c  h  .Jt  .(fxsx.^.^x; 
cof.  x.dxi  fin.  x^x.  Si  dans  les  quatre  théorèmes  ci- 
deflus  ,  Ton  fait  m  =  i»  ou/a— i=o>  Ton  aura 
S.  ch.xdx=irsh,x yS.sh.dx=:zT,ch»x  îS»coC,xdx^=* 
rfin.  Xy  S.  fin,  x  ,dx  =  —  r  ccf.x. 

On  voit  auffi  facilement  qu'en  fù&nt  m  =  a   dans 
les  mêmes  théorèmes  ci-deflus ,  ou  m  —  1  =  o  j  à  caufe 

de  S.  (c  A  .x)**""  *rfx  =  S.rfx=x,  le  premier  théo* 

réme  donnera  iS.  (cA,x)*rfx=r*  x-H  rcA.x.  f  A  .x. 
Il  eft  aifé   de  voir  que  le   fécond    théorème  donne 

%S.ish,x)  *(îx2=:  — r*  x-f-r  jA.x.cA.x.  Par  le  troi- 

ficme  théorème  Ton  a  i  S.  (  coH  x)*rfxsaBr*x  •+- 
r  cof.  X .  fin.  X.     Et  par  le  quatrième ,  l'pn  trouve 

»  S.  (fin.x)*rfx=:r*x— r.  fin«x.cof.x. 
4P.PiioBLiMi.I/ttrfp'er  2«/armiifci— TT — ; — r —  ; 

û  X  d  X 

-2 >  — ;: — .     Nous   avons  trouvé  .  ci-deiTus    (  4J  ) 

on.  X     col.  X 

réquaiion  r  d  x ss  — ■  ■.     —  r  *  .  d'où  l'on  tire  i  x  = 

— ^T — ^.  Subftituant  cette  valeur  de  dx  dans  laprc- 

miere    formule   &   multipliant    par  r  »    l'on    trouve 

Tr.d,sh.x        T^.d.sh.x     •..#,,  /. 

T'n: — rr  =    ,^/    ; — r*-  L  intégrale  de   cette  for- 

mule  efi  égale  à  un  arc  de  cercle  A  M  (  Fig>  a  ) ,  donc 
la  tangente  Abssss  h.  9f»  Cela  fuit  de  ce.  que  par  la 


CAtcut    Intégral.  229 


fcâion  précédente  (ti), : eft  rélémcnt   d'un 

arc  de^cercle  donc  le  rayon  =ia,  &  la  tangente  x  ; 
donc  fi  le  rayon  ==  r  &  la  tangente  =z  sh.x ,  Télé- 

nicntdelarcfcra=j:7qp|jj^,  5  &  partant  S. -^y-jj- 

_AM 
r 

Nous  avons  encore  trouvé  (  45  )  >  rdx=s  -^7 — ^  r  *  j 

j         j          r^dch.x    -        rrf;if  r^.dch.x 

donc  fl*a= r ^donc  -7—=  — 7—7 — rr--     =s 

rrd.'ch.x 


Si  dans  une  hyperbole  équilatère  dont  le  demi-axe  C  A 
ssrr ,  Ton  prend  la  co-tangente  BD  (Fig  ^)  =  fA.jir=CP 
(Fig.  2),  tic  que  par  les  points  C  &  D>  on  tire  la  ligne  CM, 

le    fèâeur   CAM   divifé    par   —    ou  le  logarithme 


—  r*  d ,ck .X 


hyperbolique  fimple  1  {èras=S,  r-r — \TZ~2.''  Cela  fuit 

de  ce  que  Ton  a  vu  dans  la  fedion  précédente  l^t) , 

Îue  lorlque  le  demi-axe  deThyperbole  équilatère  ell=a, 
:  la  co-tangente  =9: 7  >  l'élément  du  logarithme  hyperbo- 

liquc  fimple  eft  = — ^>  donc  Tintégcale cherchée 

(  n'ayant  pas  égard  au  figne  )  eft  égale  au  fèâeur  CAM 

divifé  —  &  par  r ,  ou  eft  =  — ^ •  11  eft  aifé  de 

2        '^  rr 

voir  que  l'hyperbole  A  M   (  Fig.  9-  ) ,  dont  on  fe  (èrt 

pour  intégrer  eft  la  même  que  rhypejiole  A  M  (Fig.  8  ) , 

dans  laquelle  on  prend  ca.x. 

Pour  intégrer  la  troifième  formule ,  je  remarque  que 

nous  avons    trouvé    ci-deffus  (  4$  )  n  la    proportion 

r  J  J/*        J        J  r»d,  cof-  X 

r:nn,x  :  i  dx: — acou  x;  doncaAr=3— — -^ —  =5 

fin.  X 

■— ï.rf.Cof*  g>  .r  •       t  d* 

7s — ,  en  failant  r  s=  i  ,  &  alors  -7 =9 

fin.*       '  •  fin.  « 

P3 


«M 
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j^^:j^.  En  fàifant  le  rayon  «  r .  00  a  -jjj-^j-    ^ 

(fin.*)*  r  — cof.x  r-Hcof.« 

Tant  f  «=i,S.  ^     :=5—  L.  — — r-  =9  —  L.ftangcntc)* — x 
fin.*     1       i-hcoCje       X      ^     ■*       ^   % 

£=  L.  tangente  —  «.En efièt ,  en  (uppofantr  =s i  >ron 

verra  aiflfmcnt  que    *^  ■  ^     sa  (  ungente  )  *.  ^  «  # 

comme  il  fuit  de  la  formule 3^  =  (  tane.)*  —  »  » 

I  -f-  col,  m  •^      2 

qu*on   a  donnée  dans   la   première  partie  de  cet  ou- 
vrage (  Géomét.  170)  i  or  la  difiSrentielle  logarithmique 

_     I» 

de  — : ^  fc  trouve  en  divi(knt  la  différentielle  de 

jH-coljc 

cette  quantité  par  la  quantité  elle-même  f  ce  qui  donne 

*^  1  d .  coC  *      .  ^  d.  cof.  ».  A         i 

— -r — 5 — r-r  >  amfi  —  ' ; — r — —  tk  cft  qttc  b  «ox- 

I— .(cof.*)»  I  — (COL»)*  ^ 

tié  de  cette  difiérentielle.  ^ 

Il  eft   facile   maintenant   d'intégrer  les  formules 
'e^dx     aâx^bix     aàx-^hâx     „  .  r       r        % 

rayon  du  cercle  (dans  lequel  on  prend  l'arc  *)  =1 
ou  :=  r.  Car  il  eft  vifible  que  la  grandeur  du  rayon  ne 
peut  faire  de  difficulté.  En  général  dès  qu  on  fait  trou* 

ver  la  diflKrentiellî' logarithmique  de  tt.  (J      '"i — j  » 

T^àx 

on  peut  facilement  avoir  Tintégrale  de  j —  ,  B  étant 

une  quantité  confiante  9  &  le  rayon  de  (l'arc  x  étant 
iuppofé  ss  r«  . 


Mfei 


CALCULlNTéGRAL.  £3! 

n  étant  Tare  de  po  degrés    &  r  le  rayon  du   cet- 
tle>  on  a  (voyei  la  Géométrie  N"*  ijp  )>  lequatich 

(tang.)  (-^yO  """•  (r>-iin.r)'^^'^^  ^'^  ^^^'^"^  ''^'^ 
Ton  trouvera  L.  tang.  ^ ^   sas  L.   (  i  •  1  )  -f- 

t^.  (  I  4-  fin,  *  ) — L,  (  I  —  fin.  X  ).  Mais  en  fuppo&nt 

„  j         (/.  fin.*     o       (fàf 

tou,oursr=:i.  Ion  a  J^=  ^^^r^,  &  -;^^jr^   = 


(! .  fin.  9t    ^^ . 

(coCjc)»   "*"  léi-^(finèx)*  iH-fin.  « 

1 

»rfwfin.Af         i     ,      T    /  rt-h*\*     - 

. =3  —  rf  .  L.  I    tanff. )  i   don6 

^— lin.  AP         i  V        ^         X     • 

50.  Theouem  E.  Sinieflun  nombre  £ntierjK>fuifO'  impair,  lei 

fêrmules S. (cA.x)- dxMsfuxydx;  S.(cof.je  «ix;  S  (fin.*)-  iç 

/ont  exafitfww^it  intégrahles.  Gat  «lies  dépendent  de  rinté*^ 
gration  d'autres  formules  femblables  dans  lefquelles  l'exr 
pofant  eft  m  — ^  1  »  celles'^ci  dépendent  d'autres  formules 
femblables  dans  lerquelles  r^ofanteftm  —  4^  &  ainii 
de  fuite  jufqu  à  ce  qu'on  anive  à  des  formules  oui  ont 
l'unité  pour  expbfant  »  Icfquelles  (  48  )  font  étalement 
întégrafeless  &  comme  les  fériés  pour  les  çuatre  for- 
Ulules  fuiVent  la  même  loi ,  il  fuffira  de  faire  roir  comment 

on  peut  avoir  la  fécie  qui  donne  S.  (co£  x)^dx.  nous 

aurons  S.  (cof.x)»dap. Sri  — .  (coCx)*- »  firti  x -^ 

m 

i ^  r*  S.  (cof.  X  )*-»  i**  Par  la  même  raifoti 

S.  (cof.»)»*»  dipsss  — îl.   (coC;^)""-î  fin.  «  -f- 
Tome  ir.  P4* 
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^--î 


m 


;— ^.r».  S-CcoCje)"— ♦rfjejS.  (coC*)    -+  ix  =3 


— î^  (cof.*)»- J.fin.*4- ^--^.r».S.(çor:r)«- «  (f;c , 
m  — 4  m-^4 

& aînfidefuitc.DoncS.(cof.x)"»dr=^.(coCje)»-»  fin. Jt 

(coCx)— »  fin.«+    (m^i).(m-}).(«-^y) 

m.(m — x).(ot — 4). (m — 6) 

S.  (conje)*""*i*  ;  &  en  procédant  de  même  ,  vous 
aurez  une  férié  dont  tous  les  termes  feront  multipliés 
par  fin.  Xy  les  expofans  de  cof.  x ,  fuivent  la  férié  m  —  r  » 
m — j,  m  — 5",  &  jufquà  o  ,  ce  qui  arrive  au  dernier 

terme.  Les  coefficient  des  termes  feront  — ,  — '      ^  ,   , 

m     m.  (m—  2) 

,  "^ — T^ — ^^^^,&c.  multipliés  refpeûivement  par 
m.(m  —  i).(w2— 4)  '^  ^  ^    '^ 

les  termes  de  la  (crie  jT,r^  tt^  9  &c.  le  dernier  terme  étant 
multiplié  parr».  Si  m  eft  un  nombre  pair  pofitif,  l'on 
parviendra  à  un  terme  qui  contiendra  la  feule  variabhs 
ix  qui  dans  les  deux  premières  formules  s'intègre  par 
le  moyen  de  Thyperbote ,  &  dans  les  deux  autres  par 
un  arc  de  cercle  s  car  x  eft  égal  dans  les  premières ,  à 

un  feâeur  hyperbolique  divifé  —  >  &  dans  les  dernières 

à  un  (èâeur  circulaire  divifé  par  -,  ou  ce  qui  revient  au 
même ,  eft  égal  à  un  arc  de  cercle  dont  le  rayons:  r. 

f  I.  Pour  traiter  plus  facilement  les  cas  dans  lefquels  m 
eft  un  nombre  négatif,  il  eft  à  propos  de  changer  un  peu 
les  formules  5  &  comme  la  même  méthode  a  lieu  pour 
toutes  »  il  fuffira  de  l'appliquer  à  la  première.  Je  change 
It  figne  de  m  pour  la  rendre  de  négative  pofitivc,  &  il  * 


riMMa 
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■  t 

(dt'J)"'^''^'"^  *"  tranrpo&nt,(«H-i)r»S.  ^jrj^^,  =3 

dx 
«—  X  =m  •+- 1 ,  Ton  aura  (  n-*-i)  r*  S.     .    ^  ^  y,  ■=» 

/„_»)S._i^î j.^JiiiL-.  En  opénmt  de  même 

fur  les  autres  formules,  on  aura(i»— i)r*  S.  .    ,    ^  ■     =s 

—  (a  —  2  )   S.  -(77;7j7=l  (xA.*)  — »    * 

y       X    ,0      ^*       /        N«       ^*       ^      rfin.x 


(fin.x)»       '        '    (fin.*;—       (fin^)»-» 
CoaoLLAiRB«  Si  n  e(l  pair  >  il  eft  vifible  que  les  formules 


{ch.xy  '"  (xA.x)»'      (coCx)»;      (fin-x)-     ' 

(ont  exactement  intégrables  $  car  il  fuit  de  ce  qu'on  vient 
de  dire  que  ces  formules  dépendent  d'autres  formules 
femblables  dans  lerquelles  rexpofant  eft  n  — x ,  &  celles-ci 
dépendent  d'autres  formules  danslefquelles  l'expoiànt  eft  n 
•^  4  &  ainfi  de  fuite,  jufques  à  ce  que  l'cxpofant  foit  a  $  àr 
l'on  a  vu  ci-deffusque  ces  dernières  font  cxaâement  inté^ 
grables.  Si  n  eftimpair{>  on  prouvera  par  un  raifbnnement 
lemblable  >que  l'intégration  des  formules  dont  on  vient  de 

d  X  dx 

parler>dcpendderintégationde  celles-ci— T ,  — 7 —  , 

■  C  il  w  X  s  n  9  X 

■     P  ■ ,  -j: 9  dont  la  première  dépend  de  la  reâi- 

fication  du  cercle  »  la  féconde  de  la  quadrature  de 
l'hyperbole  ',  &  les  deux  autres  s'intègrent  par  les  lo« 
Saritbmés. 


riMU 
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fx.  Afin  de  faire  comprendre  comnlenc  on  peut  inté-^ 
grer  les  formules  qui  renferment  à  la  fiois  des  finus  &  d(ts 
co>finus,  nous  allons  établir  les  quatre  théorèmes  fuivans. 

(m-H/i)  S.  ( J. A. « )•-*  (ft«)« -*-  » àpc=f(xJbf)"  (ffc.x)»  -♦- 

(m-f-n) S.  (fin. X )•  -  «  (cofi*)- -^  »  Ar= r  (fin jt)»  (cof^x)»  -h 

i«r*S.(fin.x)--«  (coC *)"-'&:. 

(jn-»-/i)S.(cof^)*  -  '  (flnjjf )•-*-  »  rfjtf  =5— r(coCJe)"•(fi^Jf)•-^- 
«^  *  S.  (coC  je)  "•- «  (fin.x)  »- »  4x- 

Four  démontrer  les  deux  premiers  théorênies  >  je  temar- 
queque  la  différentielle  de  ^  (cA.*)»  (jA^x)»  ^cft 

aBsin.(jA.*)"(fA.*)"»-»icA.x-+-n(cAje)»(jA.x)»-'AjA.** 

_    ,   ,           âx. sh.it     j    ,           dx,ch.x         , 
Orfl.cAjf= -,û.iA,xï= 5    donc  en 

fubftituantjlon  aura  la  formulera  ^(cA,x)"'(jA.a:)»^  =5 

IB.  ishjcy-^  "  (cA.Jc)-  *  »  dx-hn  (f A.jc)»  -^«  (#A-x)  •  -  «  Jr, 

Si  dans  cette  formule  oii  fubftitue   la  valeur  de 

'(iA.x)»-*-»=(^A.«)— I  ..((cA.x)»  — r»)ilon 

aura  en  tranrpofant ,  lé  premier  théorème  ;  &  fi  ail 
lieu  de  (cA.*)--^»  ,  Ton  fubftitue  (cA.*)"»  — »  x 
^r*H-(iA*j?)»V  Ton  aura  le  fécond  théorème. 

L'on  a  auffi  i(  (coC  *  )• .  (fin.*  )  "  )=  7» .  (  fin.  «  )  »  x 
(  coC  *)•""*'  A  coC  af  H- n.  (coC  *  ) * .  (fin.*)  ""^  *  d.(fin.jc)* 

--  .    j      -         -*-rfjc.fin.  *    ,  -  dx,  cof.  X 

Mais  fl.  cof.Jc= ,  fl.fin.r=-' — — —   ; 

r  r 

donc  en  fubftituant ,  il  viendra  rd{  (co£  x)^.{  fin.  *)  *  )==? 
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—  m.(fin.ac)»-^».(coC*)»*»i«-f-/i.(coC;c)»-^»x 

Si  au  lica  de  (  fin.  jc ) •-+■  »  Poii  écrit  (  fin.  «  )  »-  '  x 
( r  *  —  (coùx) *J,8c  qu on  faflc  les  tranrpofitions  né- 
ccifaires.  Ton  trouvera  le  troifième  théorème;  &  fi  Ton 
fubftituc  (coC*)»-»  .  (r*  — (fin.*)»)  ,  au  lieu  de 

(  cof.  ^  )'*"^  *  ^  Ton  aura  (  en  tranfpofant)  le  dernier 
théorèmes 

Si  n  étant  un  nombre  entier  pofitif ou  négatif»  m  eft 
un  nombre  entier  pofitif»  on  doit.fe  ièrvir  du  premier 
théorème  pour  les  quantités  h}rperboliques  >  &  au  troi- 
fième pour  les  quantités  circulaires*  Car  fi  m  eft  impair 

&  m  H- 1  pair ,  l'intégration  de  la  formule  (  j  A .  x)  *'*  '  x 
(cA.jr)--^»  dx  dépend  de  l'intégrale  S.  ish.x}—^x 
(c^.ar)«-*  rfx,  &  celle-ci  dépend  de  S.  (jA.*)«-«x 
(cA.*)»'*'  ix,  &  ainfi  de  fuite  jufquà  ce  que  Tet- 
pofant  de  ch.x  (bit  =  05  ainfi  l'intégrale  de  la  for<* 
mule  propofée  dépend  de  celle  dc(rA.*)»"«ijf=s 
(shx)'^  dx, en  faifant  n  — i  =  m.  Mais  on  peut  intégrer 
cette  ^rmule  par  ce  qu'on  a  dit  ci-defTus. 

Si  m  eft  pair>  on  parviendra  à  uneformulequi  contiendra 
cA.xoucof.  X  avec  TexpoEint  i  s  donc  alors  Tintégrale 
de  la  formule  propofée  dépend  de  S.  (  J  A ,  «)  »  —  >  cA .  *  .& 
=  r*S.  ^sh.x  )"— ^  d,sh,  x  ,zc9LuCedc  ch,  x.d x  =rd,  sh.x  , 
comme  il  fuit ,  de  ce  qu'on  a  dit  ci  -  defliis  (  48).  Or 

r.  S.  (  xA.  »  /•'  ixA.  jf  =— 1(jA.*.)  »,  excepté  le  caade  nsst; 

car  alors  l'intégrale  eft  r  L.sh.  jr.Ueftaifé  de  voir  com- 
ment on  doit  s'y  prendre  pour  les  quantités  circulaires. 

Si  m  étant  un  nombre  entier  pofitif  ou  négatif»  n  eft 
un  nombre  entier  pofitif  «  on  £e  iervira  du  fécond  théo^ 
réme  pour  les  quantités  hj^perboliques  >  &  du  quatrième 

four  les  quantités  circulaires.  Car  par  ces  théorèmes» 
'on  démontrera  que  n  étant  impair  Se  n-f-i  pair,  la  for* 

mule  propofée    dépendra  de    S.  (ctx)'*"*    dx   ou 

S.  (  coC  jp)*^^  dx  p  qu'on  peut  obtenir  par  ce  que  l'on  a 
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dit  cî-deflos.  Si  n  eft  pair>  on  réduira  la  propofëe  à 
S.(cA«x)*~^  sli.x.dxpovLV  les  quantités  hyperboliques  y 
&  à  S.  (coCx)**^'  fin.  x.dx  pour  les  circulaires  5  mais 
xA.  x.dx^sr,  dcL  x,  &  fin.xrfx=  — -r.tfcof.  x,  donc 
on  réduira  la  propose  à  une  des  formules  r.  (cA.x)"**'^  x 
iL  ch.  x^  — •  r.  (  coC  X  )  """'  ^*  coC  x  dont  les  intégrales  font 

— .  (ch.x)  •  9 ( cof. X )"»,  excepté  le  cas  de  m  =:o : 

car  alors  Ton  a  les  intégrales  r.  L.  cft.  x ,  — r.  L.  coC  x. 

5|.  Pour  intégrer  les  formules,  en  fuf>pofant  que  m  &  a 
(ont  tous  les  deux  des  nombres  négatifs  >  il  eft  à  propos 
de  changer  un  peu  les  théorèmes  ci-ceflus.  Il  fufSra  d'ap- 
pliquer la  métnode  au  premier,  car  elle  eft  la  même 
pour  tous.  En  changeant  les  fignes  de  m  &  de  n,  on  aura-^ 

C (*»+''»))  ^- (sh.xy-^^  (cA,x)*"-»~(xA.x)-(ctx)-  ^ 

(jn.x)»-^'  (cA.x)*-*"* 

'     «  d.  JP _^ r ^ 

(it-x)»-^  *•(€*.*)--»  (xA.x)*  .  (c/i,x)» 

^  '  (l/l-X)»*^*  •(Crt.Jf)»-"* 

En  fuivant  la  même  méthode  les  autres  théorèmes 
deviendront: 

jc dx —r  ^^ 

.    ^  dx 

"•^  •*(fio.*)"-^'(cof.*)»'^»        (fin.*)"(con*)-^- 

dx 

('"'*""^"^- (fin.  *)-^ '(coi:*)—»* 
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-.0  àx 


(co£  jc)*  -*-  » .  (fin.  *)»  -^  »        (  col.  x)  • .  (fin  x)» 

-•  \      c  gJC    •         

^  '         (co£*)'»^*-(fin.jKf)""'* 

L'on  doit  fe  fèrvit  de  ces  quatre  th^rémes,  de  même 
que  des  quatre  précédens:  car  m  étant  un  nombre  entier 
êc  pofitif»  l'on  doit  cm]>loyer  le  premier  &  letroifième 
théorème.  Si  m  eft  impair ,  &  m+ 1  pair>  l'intégration  de 
la  formule  dans  laquelle  rexpofant  du  co4inus  eft  m  + 1  ^ 
dépend  de  celle  de  la  formule  dans  laquelle  rexpofant  du 
co-finus  eft  »z  —  i ,  celle-ci  dépend  de  celle  dans  laquelle 
rexpofant/ft  m*— 3 ,  &  aihfi  de  fuite  juf^u'à  ce  que  cet 
ezpofant  (oit  =  o.  Or  l'intégration  de  ceue  dernière 

dépend  de  S.  .  ,  ■v,^,^  ou  de  $•  77 — :zrT>^'<^"  P*"* 

(sn.x)'^^  (fin.;e)""*"*  ^        "^ 

intégrer  >  par  ce  qu  on  a  dit  ci-deflus.  Si  m  eft  pair  8e 
m -f-i  impair,  il  fiiut  feulement  pouffer  le  calcul  jufqii'i 
ce  que  rexpofant  du  co-finus  foit  ==s  i  ,  fi  on  le  pouflbit 

flus  loin ,  de  manière  que  cet  expofant  devînt  =  —  1 , 
on  auroit  des  coefficiens  =:o ,  qui ,  en  paffant  aux  di- 
viièurs ,  rendroient  les  quantités  infinies.  On  (è  fervira 
de  la  même  manière  du  fécond  &  du  quatrième  théo^ 
rémei  fi  A  eft  un  nombre  entier  pofitif.  Car  fin  eft  impair 
&  n-f-i  pair,  l'on  arrivera  aune  formule  dans  laquelle 
rexpofant  du  fiinus  fera  =:=  o  >  &  l'on  aura  une  forjmuk  qui 
contiendra  ix  divife  par  la  puiffancem-Hi  du  co-fi- 
nus ,  formule  qu'on  fait  maintenant  intégrer.  Si  n  eft  pair, 
l'on  parviendra  à  une  formule  dans  laquelle  Texpoiànt 
du  finus  eft  =1  ;  on  ne  doit  pas  aller  plus  loin  ^  à  caulè 
des  divifeurs=o. 

54.  On  voit  donc  comment  on  peut  procéder  lorfque 
l'un  des  nombres  m ,  /i ,  eft  impair.  Si  l'un  Se  l'autre 
étoit  pair,  dans  ce  cas,  par  le  premier  &  le  troifième 

d  X 

théorème ,  on  parviendra  aux  formules  r-r — ^»-f  1  ^  a^  » 

dx 

rs ^ztt; — ?— .  On  réduira  en  fuite  (  par  le  fécond  & 

(fin.  x)»"^*  cof.  * 

le  quatrième  théorème  )  l'intégration  de  ces  formules  à 


\ 
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rintégration  des  formules  — r r ,7 r: — , 

^  s  h.x.  en»  X     un.  x.  cof.  x 

Il  cft  doi)c  à  propos  de  chercher  l'intégrale  de   ces 

dernières  formules.    Je  cherche  premièrement  Tinte- 

r^  dx 

craie  de  la  formule  -7 r— .  Jeûibftitue  au  lieu  dcf  * , 

^  Sn»  X»  CIL  X 

r*dx 
fa  valeur  (  cA.  *)  *  —  (xA*  *)  * ,  ce  qui  donne  -7 r— = 

Sri.  X-»    en»  x 

ix»  (cL  y ) *  —  fe.  (  sh. x)^ dx.  cfux  ^^  dx,  sh.x   «  - 

sL  X.  cfu  *•  "^    xA.  X  ch.  X  ' 

ix*  cA«  X  =  rd.slu  x.  &  dx»sk,  x^^rd •i^k.xi  donc 

r  *  rfx  '      rf. J  A.  X         f,   d.ch,x        _     , 

S.  -î 7— =^r,S. — r — — r.o.  — r =rL.xA.jc  — 

.    cA.x.  jA.x  x  hfX  ciux 

•     >        -  o       <^  *  .  ''L.  X  A,  X  —  r  L.  c  A.  X 

t  •     xA.  X 


cA.  X  * 


Venons  à  la  formule? j^-œ  — i*7^ jr-^ ^ 

fin  jc.  coLx  fin.  x.  cof  x 

(àcaufedcr»  =  (cor.x)»4-(im.*)»)==iî^^-*- 

■    '     *   •  Mab  i{x.  codxssr.  Jfin.  x^fcdlx.én.  xsss-« 
cof.  X       « 

.     *      .  r*djf  rd.ûn.»       rd.coCx 

r.acoCxsdonc^: ;:-  =  — z — ^  » 

fin.jr.coKx  fin.  X  cou  x 

donc    en    intégrant    &    dlvi(ànt    par  r  *    Ton    aura 

S  <^^  I  l_    fin.  X 

Sn^xTcoCx        r     *  coCx* 


■*aWi 


J.  L'on  voit  par -là 
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r  f .  Soit  la  fraâîon  — ^ — .  En  divilant  le  numé- 

rateurpar  le  dtnominateur^autantque  cela  ce  pour* 
ra  9  Ton  réduit  la  fraâion  propofée  à  la  difFérentitrlle^ 

x^  dx  -H^  A  ix  -4- "- ,  dont rintégrale= 

i 

qu'on  peut  toujours  parvenir  à  une  fraâion  <bn$ 
laquelle  Texpofant  de  la  variable  dans  le  dénomi* 
nateur  foit  plus  grand  que  dans  le  numérateur  , 
tCr  cela  en  divifant  le  numérateur  par  le  dénon^i* 
nateur^  autant  qu'il  eft  néceflàire.  Ainii  nous  fup^ 
poférons  dans  la  fuite  que  les  fraâions  ont  cette 
condition. 

Si  la  variable  avoit  quelque  expofant  négatif , 
on  pourroit  le  rendre  poGtif  en  multipliant  le  nu- 
mérateur &  le  dénominateur  par  Tinconnue  élevée 
à  un  expofant  pofitif  ^  égal  au  plus  grand  expofant 

négatif,    Aînfi  dans  la  fraâion  — 7 — _^        ,. — ^ 

OQ  rendra  tous  les  expofans  négatif^  en  multipliant 
le  numérateur  &  le  dénominateur  par  x^^Sc  Ton 

û  X  dx  -4-  X^  d  X     t*  j  /•  r 

aura 7 j >  1  on  pourra  donc  luppoler 

que  tous  les  expofans  de  la  variable  font  pofitifs , 
puifqu'on  peut  facilemeot  les  rendre  tels. 


i 
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AX  ^  et X 

Si  Ton  avoit  une  fraâîon  ; — »  .    r    <    .  '  '  ^!^ 

on  la  rendroit  rationnelle  »  pouf  Vu  que  m  fut  un 
nombre  entier  pofitiC  Car  u  n  eft  entier  &  po* 
fîtif  9  il  fuifit  de  chercher  une  férié  arithmétique 
qui  comprenne  tous  les  expofans  du  dénomina- 
teur 9  parmi  lefquels  on  en  luppofe  de  fraâionnai- 
res.  Si  n  étoit  fraâionnaire  •  la  férié  devroit  en^ 
core  comprendre  Texpofant  n. 

Soit  la  forpiule  -^ ^ »   je  réduis  les 

expofans  {  8c  j  au  même  dénominateur  ^  j  aï 
i  8c  ^  f  &  je  vois  facilement  que  la  férié 
V  i*  î*  ^  >  ^^  '^  ^^^^  cherchée.  Je  prends  le  terme  ~ 
le  plus  près  de  o,  &  je  fais  x  ^=  ^;  donc  x=^^  , 
4x^=6  f  i\,  x^==j^^i  de  forte  que  la  formule 

propofée  devient  =  — ^ ^-^  ,  qui  eft 

■^    '^  î*  H-  a^  *  -hi 

rationnelle.  En  général ,  fi  le  terme  de  la  férié  fe 
plus  approchant  de  o  eft  %  on  fera  x  f  cs=s  ;;  ^ 
oux'  =  f  ^^  Si  Ton  avoit  la  formule  irrationnelle 

x^  ci  X 

-^ ,  on  verroit  aifément  que  Ja  féric 

arithmétique  qui  renferme  tous  les  expofans  du  dé- 
nominateur ».  eft  j.  j.  j.  o;    c*eft  pourquoi  en 

faifânt  x'^  x=  f  ^  (  on  fait  x  »"  =  ^  *  &  non  pas 
=  1 9  parce  que  \  es»  j?  fait  voir  que/>==  2  ) , 

Ton 
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Ton  aura  jrc=sj3,x^sxa.j«,jf  »  =rt=^+,&rfx  = 
3  j*  (f  î;  donc  la  formule  propofée  deviendra 

^  ^^ i ~- , fraftion rationnelle. 

—  i 

Soit  lafraôîon — j-f -j- — r__.,  la  férîe 

C*;"-4-tf^^-H-  b) 
qui  comprend  tous  les  expofans  du  numérateur  & 

du  dénominateur  eft  fj.  };*  H»..  7;.  o.  Je  fais  t  »~  =a 
j,  ou  jr  =  j»%  <i^  =  30  f*^  i  ?,  &€•  &  la 

formule  propofée  devient  ■  ■  io_.  ^^  g  ^  ^y  9  frac- 

tion  rationnelle. 

On  peut  voir  par-là  qu  il  eft  facile  de  rendre 
rationnelles  les  fraâions  qui  font  dans  le  cas  de  celles 
dont  vient  de  parler. 

On  voit  auffi    que   Tîntégrale    de  la   formule 

-, — L.  ou      ,.  ^ —  (car  la  confiante  a  ne  peut 

faire   aucune    difficulté   dans   Tintégration  )  de- 
pend  des  logarithmes  ;  de  forte  que  S.  - — !_  =a 

i  auffi  S.  ±:  ^.   ■  -^  ==i=  ±  L.  C^  ±:  *)•  Mais  fi 

X  et  oit  -<  i^,'  ^jarce  que  airifi  qu'on  l'a  re- 
marqué à  la  fin  de  la  première  partie  de  cet  ou- 
vrage, le  logarithme  d'une  quantité  négative  eft 
imaginaire' ,  du  moins  ainfi  le  prétendent  de  trèsr. 
Tome  tV.  .  Q 
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^^2     CouKS  DE  Mathématiques, 


d  X 
grands  Géomètres ,  &  qu'on  eût  la  formule  ±  — y 

CD  ccrlroit  =P  ^  ,  en  changeant  tous  les  fignes  , 

&  Ton  auroit  S.  ±  — -  =±=  S.  ^  -* «=   dr 

—  jc — b  0 — X 

Ij.(b  —  x\  La  formule — -—rr-  ==  ~t^  1  z.    l> 
a  pour  intiégrale  L.  (i -i-?) -+-iL.(î  —  0*La 


formule -^..^.^—j^  =— ^-p5,a  pour 
intégrale  L.  ^-^,  &  la  formule  ^^-^=-j^- 
.4-f-L,  a  pour  intégrale  L.  (fcfc— ff  )• 

La  fradion  ?Œ^  pour  intégrale  aL.(r?-f-W). 

J?  I 

L'intégrale  de  la  fraftion         4-  j^  fc    =  "jT^ 

_  ^  ^  ^  ^  eft  =  ^i-.  /,  /  étant  un  arc  de  cercle 
dont  la  tangente  =  j  &  le  rayon  =  b.  L  m- 


tégrale  S.  ^Al^^^^^^^  L.  (i^^^), 
comme  il  eft  aifé  de  le  vérifier  en  repafTant  de 
f  intégrale  à  la  difiereptieUe,  Mais  -^^  eft  la  dif- 
férentielle d'un  arc  dont  le  rayon  =  i  &  la  tan- 
gente ==  y  9  amfi  cette  intégrale  qui  fe  préfent« 
(bus  une  forme  imaginaire  »  eft  cependant  très- 
xéelle.  Mais   l'arc  dont  la  tangente  =  ;r  &  le 

X9yon  =  ï,eft*— — -l--Ç"^  ^^  ^^^^^ 


tion  a^.  n^é  31  )•  i)onc  la  (omiae  de  la  (4rie  ^  --mi 

îL -4.  &a  cft  =    '   L.  (IztifK-ziY  SI 

dans  la  fradîon ôh  fait  jcH —  C-=s  ?  ou  jr 

2=ij-^-^  c , pour  avoir  ix  ==  ij  &  j;*+cjf-j-g=;=s 

ic*-f-g=?=î^-+-  iSenfaifàntg — '^^^Œi»; 
il  jBii  viCbte  qu'eUe    deviendra  2^Zli£i?=i 

— I— J i —    ,^  I,  fraâion  qu^ii  eft  xnaintenartt 

facile  d'intégrer,  que  b  b  foît  une  quantité  pofîtîve , 

OU  négative  ,  en  faifant  attention  que  "^i      \  .^i 

<^ft  ladi0erentiic^lj?  d'un  arc  de  cercle  donc  la  co-tan'* 
gente  =  j.  v. 

Si   on   avoit   une    fraâîonude    cette    forme 

— L —   p^  la  même  fubflitutîon  de  ?  ==a 

X  H—  7  r ,  on  la  tédulroit  en  deux  autres  ,  dont 
Vune  ferçit  de  la  forme  — ^>J,  ,  Se  Vautre  de  la 

forme  /    ,  qui  «fo^nt  faciles  à  intégrer. 

r6.  La  formule —  ^  peur  simégttf  facili^ 

tnenvpar  la  méthode  fuivahîté  Je  prends  ta  diffé^ 

fentlellede  Ja  formule  >         ./ ,  de  cette  manière 

-         x^      . qx^'^^Jjc  px^  dx      y    . 

*•  (x-^à) p      JTT-W  ~  {x^^ay-^  ^  ^ 

confidérant  fuccedivement    le  numérateur   &  le 


— ^i*«^     ■    I    I      M— *— — — ir 
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dénominateur    comme    variables  )  ;    donc 


S.  ^ -.  Dans  cette  formule ,  je  fuppofe  d'a- 

X*  d  X 

bordj  =  n,p  -H  I  =  m  ,  &  j'ai  S.  ^— :^y 


»— I* 


Faifons  maintenant  j=n— i  ,p+i==m — i ,  pour 
x^^^  d  X  —I      x""^    ix 


avoir  S. 


(jr-f-a)"^'  m — 2  (x-^a) 


w— i 


n  —  I    «     AT*"*  rf  X, 


—  S. — rr-En  fiaifant 9  =  n  — 2  ; 


m  —  2        (r-Hfl) 
ic  p  —H  I  ==  m  — -  2  ,  on  aura  facilement  la  va- 


leur  de  S. — r  »  &  ^^^  ^^  f^^^e  ;  de  forte 

(x-Hii)''" 


h  X— 


(m — I  )•    (m; — 2)m(x-+-a) 
n.  (n  —  I)  y""* 


W  —    i 


•     ^  1    •  •  • 


n.{n — 1).   (n — -a)...  i.  dx 


(m — I).  (m — 2).  (m — 3)...  (m — ^n/  \x^i)''''  * 

Si  m  ~-  «=  I ,  S.^ — : — ^^^,  fera  =atL.(x^à); 

(x  -4-  4)  *^» 
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WM 


fi  m''^-^n=^u ,  alors  S. ==  S. 


§•  rfx.<jr-+-ii)"*  =  — — ^ Si  n  eftcsm  ou'^ 

in^on  pouiTera  feulement  le  calcul  jufqu  à  ce  que  lex* 
po(antdudénoinbateurfoit  =  i,&  le  dernier  terme 


Icra  alors-; zT~7 rrr; rr — r.X  o. 


(m— l),(m— 2).(m— 3)...i*       •  a:  -+- a  * 

Suppofant  jt*^***^*  =  4r*,  &  divifant  x"  par  x-4-^t, 

jufqu'à  ce  que  la  divifion  ne  foit  plus  poffible  ^  on 

.   aura  une  fuite  de  termes  de  cette  forme ,  **'""*  dx 

-4-  A  jr  '*^*  dx.  &c.  Et  le  dernier  terme  fera  de 

B  i  X 

cette  forme-  >  or  tous  ces  termes  font  inté- 

grablçs  algébriquement,  excepté  le  dernier  qui 
s'intégre  par  les  logarithmes.  Si  n  étoit  négatif, 
on  pràiTeroit  le  calcul  jufqu  à  ce  que  l'expofant 
de  x-rh-  a  fût  =  l  ,  &  Ton  changeroit  le  figne  de  n. 

/Nous  n'avons  pas  fuppofé  dans  cet  exemple , 

Îpe  la  fraétion  foit  pure,  c'eft-à-dire  que  Texpo^ 
ant  de  la  variable  dans  le  numérateur  foit  plus 
petit  que  dans  le  dénominateur, 

C7.  Soit  la  formule  — •  (  a  étant  une 

quantité  poHtive  ,  8c  g  étant  pofitif ,  ou  nêgst- 
tîfxomnae  on  voudra  1  ==  — , 

Par  une  continuelle  diviGon  >  on  trouve — 

d  X  d  X  ^ 

*  &c. 


Q3, 


^4*  Çovjii  pt  HlATHiMif fcjfijEf, 


■y  ■—  * 


■•*• 


Si  n  eil  un  ïlQmbre  pair  ^  le  (lçrri|çr  teroye  qu'oa 
(loit  ajouter  fer»  4=  -^^ — ^ =^7- 1  jj— ^^ 

b  b  d  ^ 

en  fuppofant  g  a  •=«  hbi  Mais  Ton  a  S; -^ 

==   f  9  f   <îtan{    on    arc    de  cercle    dont   U( 
Wngente  ==  *•    &  le    râiyon  ==±  ^^  On  a  auffi 
— ^bdx    '        ç     dx  ç     dx 

L.  r T"  >  ainCla  fonnule  -h  .    ,         „    ,. 

d<5pend ,  au  de  ja  reâiBcation  du  cercle ,  ou  de^ 
ÏQgarithmcs.  Le  iGgne  -f-  a  fieu  fi  n  eft  paire-- 
piçnt  pair ,  ou  unriombTe  de  la  férié,  4,8,  li  &c, 
M^i?  on  doit  (e  fervir  du  figne  ■: —  fî  n  eft  iih- 
pairement  pair ,  ou  de  la  férié  3t ,  6^  10  ;  14  &Ct 
Si  n  eft  impair,  il  faudra, pouffer  le  calcut jmqu'à 
Çjp  que  Ton  parvienne  ^  ces  deux  fçrai^}» 
i  4P  xdx 

Îuî  s*intégrerit  tous  les  deux  par  les  logarithmes, 
)n  fe  fervir  a  àts  fignès  fupifriçurs ,  fi  n  eft  con^ 
tenu  dans'la  férié  i  ,  y ,  P ,  13  &c.  mais  les  lignes 
Inférieurs  auront  lieu  fi  n  éft  un  des  nombres  dç 
tete??7i  II  ,  ly  &c. 

S?,  Soit  la  fraaiop    ■  "^  *      ,     ,  à  caufe  gu-en 
(Jçyçloppant  le  dénominateur  on  y  trouve  le  tèrni^ 
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{jr*^-=x**,  ileftnéceflairequen<2m;   de 
plus  nous  fuppofons  que  n  &cm  font  pofitife  &  entiers. 

Gela  pofé ,  il  eft  aifé  de  voir  que  d. 


x" 


"TT'  (xx+ga)/  "^  T7  (x^-Hi^i)^  •  Suppofea 
maintenant  J-+- f  8=  h,  ;>-+.  l=s=rin;  donc, 
par  Féquation  qu'on  vieotde  trouver,  ^   *  i 


«•-»  n— .1 


Hr-,  =  m  ~  1,  pour  avoir  S.  ^J^g//,— ==> 


s. 7 : \'m-%*  En  faiiant  a  -4^i  ==  n- 


&  p  -f-  I  ==  m  — •  a  ,    on  aura  fecilement  la 
valeur  de  S.— ; r-—T-,  &  ainfî  de  fuite. 


li*on  continuera  le  calcul  autant  qu'il  fera  néceiïaire^ 

Si  n  éft  pair  ,  on  continuera  jufqû*à  ce  que 
fexpofant  du  divifeur  ioit  =  i ,  auquel  ctt^  le 

dernier  terme  de  la^  fuite  contiendra  S. 


œx^ga    * 


8t  comme  n  <C^^ 9  lexpofant  de  x  daril^  le  ni^ 
xÈérateur  fera  ou  =  o ,  ou  négatif.  ï)ans  le  pfe- 
Sûiei^  cas  l'intégrale  dépend  du  cercle;  mais  dans 

Q4 


•■MMMMMMi^MMMMrtai 
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le  fécond  ^  elle  s^intègre  par  la  méthode  ci^defTus  ' 
(  j7  )•  Si  n  eft  impair  &  pofitif  ,  ou  Ton  a  n  = 
a  m  —  1  ,  ou  71  >  2  m  — - 1  (  C  la  fraâion  n'eft 
pas  pure  ).  Dans  l'un  &  dans  l'autre  cas  on  con- 
tinuera le  calcul  jufqu'à  ce  que  Texpofant  du  dé^ 
nominateur  foit  =  i ,   &  l'on  aura  au  dernier 

terme  S.  — . .  Mais  dans  le  premier 

cas  l'expofant  de  x  au  numérateur  fera  =  i  , 

&  l'on  fait  que  S,  — =  'L.(xx  +  ga)1  . 

X  X     I    g  f** 

Pans  le  fécond  cas  l'expofant  du  numérateur  fera>  2; 
donc  par  i^ie  divifion  continuelle ,  on  parvien- 
dra à  un  terme  de  cette  .forme —  ,   qu'on 

•    xx-j-ga       ^ 

fait  intégrer  par  le3  logarithmes  ,  &  les  autres 
termes  feront  intégrables  algébriquement.  Si 
n<^2m  —  I ,  on  continuera  le  calcul  )ufqu'à  ce 
que  l'expofant  de  x  dans  le  numérateur  foit  0=  j  ^ 

X  d.  X 

8ç  l'on  aura  ^u  demiçr  terme  S. ■ 

1  Tfl  "^Tlr-^  X 


2 

f^  xâx 

■**  S-  / ,  ^  x/*  ?  étant  un  nombre  eatier  i 

\XX  'T  s  ^) 

puifque eft  entier  à  caufc  de  n  impair; 

Si  î  =  î  5  on  intégre   par  les  logarithmes  ;  fi 
î  ]>ï  ,   Ton  a  S,  xdx .  (  xx-^ga)"^   ==3 

,      (XX'-^-'fra)^'!'^^  ^         .         ^         ^  dx' 

Y*  ' <  ,Qn voit auffi que S,--;^-   =» 

1 r- — ,  excepté  le  cas  dç  m=aïj:  car  alors  S.--r- 


-  -    -  .> 
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yp.  Cela  pofé ,  je  >dis  q\ie  toute  fraâion  ra- 
tionnelle pure  de  cette  forme 

éuc^'^^  dx-^bx"*"^  dx-^-cx"^"^  dx-rh-  Set.     n 

,eft 


(x^gy.f 
intégrable  exaâement  ;  car  en  négligeant  le  fac-' 

teur  commun  -7 ,  qui  ne  peut  faire  aucune  dif- 
ficulté dans  l'intégration ,  Ton  réduira  la  fraâion 
propofée  en  autant  de  fraâions "- 

hx  *  "*  ^dx 

&c.  qu*il  y  a   de  termes  au  nu* 


mérateur  ,    &   chacune    dépend  de  la   fraâion 
*••  d  x  • 

■        *.  qu*on  peut  intégrer  par  la  méthode  cîr 

dcflus  (5*6). 

Toute  fraâion  rationnelle  pure  de  cette  forme  ^ 
QU  qu'on  peut  réduire   à  cette  forme 

j  aj:*"'    djif  +  ijc'^"*-*ix+c;i;*'"""^ijf4-&c«- 

/  (^xx-^ga)"^ 

cft  intégrable',  car  elle  eft  égale  à  la  fomme  des 

I       x^"^^^  dx    ï    .  x^"^^dx   ^    ^ 
fraébons   -t^^t^ ri*-r**; — : Ti»*^* 

or  en  faifant  m  —  1=  n  dans  la  i'%  m— .  2=  n  dans  la 

£%&cX'intégrale  de  chacune  de  ces  fraâions  dépend 

x^  d  X 

Je  S. r^  3  intégrale  qu'on  peut  uouver 

(jxx*^gaL) 

par  ce  qu'on  vient  de  dire'  (  yS  )• 


*  Si  on    fait  m  -*  i  ?=  n  ,  la  première  ftaftion 
-  X*  àx 


m         _  L  " 


MMA 
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t|*ttMiflÉ(b 


Toute  fraétion  de  cette  foriAe 


I        (tfx'^— »  dfj?-4-tx^"-*ijr-4-  &c.  ) 


(  en  dlvîfant  le  ntrmératéuï  par  f  *  ic  le  dénô- 

jxiiïiateur  pa#  /,  quî  eft  cenfée  élevée  à'  là  ^uif- 

•  h  L 

iàûce  m ,  &  feiiàot  jr=i  zg^j  ==?  )  P^"^ 

être  mtégrée  ;  car  en  fuppofant  Jf-f^f  =^T> 
Ton  ax  =  î~g,&ar*-Hag^-+-p=îi: 
.juf.^  —  g^=-çç-f-gtf,cnfeifentp — g*==g^* 
Maîittaiant  fi  dans  le  numérateur  f  on  fubftitue  la 
valeur  de  x ,  l'on  aura  une  fradion  de  cette  forme 

'  (îî-+-g^)" 


qui  eft  de  la  forme  de  celle  dont  on  vient  de 
parler  &  quon  peut  intégrer  de  même,  que  g  a 
fok  OT^  quantité  pofitive  oU  négative, 

•    do.  Soit  maintenant  là  fiaéHon  paie  - — ,  pétant  une 

IbnéBon  der  dont  Tcifcpofant  (bit  moindre  que  celui  dé  » 
dans  q  autre  fbnâion  rationnelle  de  jc.  Pour  intégrer 
cette  fraûion^  il  faut  trouver  les  faâeursde  ç  ,  ce  quî 
ft  Eut  en  égalant  q  9  o ,  8c  cherchant  enfuitc  les  ra- 
cines de  réquation  5  =  o. 

Si,  par  exemple ,  q=:x^  —  «x  * ,  je  fais»  '  — ax^=oi 
aôncV*^  ==0,  &'x — a  =0  s  ainfi  les  faâcurs  de  q 
fttoc  X,  X  &  :v—  a,  o\i  x^  ic  X  —  d.  On  réduira  en- 
luite  la  fraâion  propofée  en  d'autres  fradions  pures 
dont  chacune  ait  pour  dénominateur  un  des  àâeurs  du 
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^  .  <  "*  ».  ' 

dénominatçur  de  la  propofçe  »  &.  il  fera  enfuicc  &cile 
<f  nîtcjgrcr.  " 

Soit  ^ —  ar  7 — ; — — j ,  ♦M  &  NP  étant  des  fondions 

rtitionnelles  de  x.  Pour  avoir  la  fraâion  correfpondante 

f  Adsc 

âij  faâeur  x^a/yc  fuppoft  cette  ftaftion  =^  — 


A  f  égard  <fe  ik  fraâioii  <)ui  »  jointe  à'  celle  -  ci  g 
peut   rendre    la    propofée  ,   je    la   fuppgfe    égale    à 

que  R  fera  u^e  fpn^oni  entière  de  x$  cas  autrement^ 
ayant  réduit  les  fraâions  au  même  dénoniinateur^  le 
numérateur  ne  ferait  fsis  une  fonâioh  entière  de  ii  ce 
qui  eft  çoatrç  I4  itippofltion.  Je  réduis  au  même  déno^ 

ipinateuf ,  &  j  ai  ,,^ .  <-  ^t  =*  '"  •  v — _/  ^  lir  ^  '  '  * 
Xff  Comparant  les  numérateurs  ,  l'on  a  M  :^  A  N  -H 
(^•^ a)  -  R ,  €«-  R ±à:  —i. 5  donc  puifque  R  doit 

êtrtfmrcfonftiôn  rationnelle  &  entier^ ,  M — AN  doit  êtrtr 

cxa^mcnt  divHîble   parxH-«i  Ainfi  en  faifant  a:  •+•  tf 

M 
isso>€m  «  =3— 4,  l'on  aura  M  — AN=  o,  ou  A=?  -r  ,   c# 

Hietcant  duns  M  &'AN  la  quantité  «^''â  atr  Kéu  dé  jî?; 

•  6Û  Soit  la  frfiâion  pure -77 — --?-; r»on  dcr 

*  *     -  ^^     '       (* — i(C).(xx'^aa) 

fîiande  de  trouver  la  fraâion  gai  convient  ^xifa£tc\itx-za. 
fèprércntant  lâfîaâ(ion  cherchée  pâf-^;^^  ,ccïïc  ^uî  côn* 

yittii  à  r^tréfë^èûf  x^-i^otf,  étant  rf=^-^5iîL.  ^  rdn  aura 

JN 

liint  dans  M  8e  N  la  valeur  de  x   que  donne  le  fac* 
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tevLT x^^ X  a égêlé ï  o.  Maisx — 2  a^so,  donne  v=2«» 

donc  A  = =s     i  donc  la  fradion  cherchée  eft  ss 

%        ix 


5     Jf  — ia 
Pour  avoir  !a  &aâion >  qui  convient  au  fac- 

teurx  +  a>rautre  fraâion  étant -•  *  Ton 

XX — lax^xaa. 

remarquera  que  M=  a^p,  &  N  =  Jf  x —  j  ax-H  x  aa. 

Donc  A  =  cr  devient  =  -r = -  ^ ,  en  fiibftituant 

N  ((d  a  o 

•—  n  au  lieu  de  x\  donc  la  fraâion  qui  convient  ad 

faâeur  r  -f-ii  eft  =-7 1.  Si  l'on  veut  avoir  la  frac«* 

tion  qui  convient  au  faâeur  x— -iiy  on  pourra  encore 

Êk    ^  ^^ 

fiippofèr  cette  fraâion  = ^ ,  Tauttc  fraâion  qui  » 

avec    celle-ci  ,,   doit  rendre   ht    propoféc    étant,  asr 

i  donc  Msssflx ,  &  Hsçsjf*— ax  — «iwa. 


^  w 


jrx  — a  * —  i  fld 


Faitesxt=a^  &  vous  âiftez  A  =  v?  =  = > 

doncJa  fraâion  chcrchce.cft=  — ; rr^   En  cflfet  fi  Toit 

tédoit  an  même  dénominateur  ie&'.troîs.'fraâioii)  qu'on 
vient  de  trouver  &  qu'on  en  fafTe  la  fomme  •  l'on  aura 
la  fi:aâi«n  propofée.  Maintenant  je  prends  les  intégrales 

de  ces  fraâions  &  leur  fomme  j  L;(x-aa)r--  ^  L«(x-+-^)— 

j  .  I-  (x—  a  ) ,  donne  l'intégrale  de  la  fraâion  propoféc» 

Cz  Telle  eft  la  méthode  .qu'on  peut  fuivre  pour  trou- 
ver une  fraâion  fimple  qui  convienne  à  un  faâeur^ 
fimple  qui  n'en  a  pas  d'autre  qui  lui  foit  égal.  Voyons 
maintenant  comment  on  peut  s'y  prendre  rorfqu'il  y  a 
des  faâeurs  égaux.  .        '  '        ^ 


•M 


*  Le  (iéaomi.Q^eur^c^.le  fvoiiik  4c«'  faôeurs  *-?«  aîia  , 


,  n      -  V 


*■■■ 
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Soit  U  fraâion  pure  rr— ; ; ,  dans  laquelle  N 

ne  contient  pas  le  faâeur  x  .-f-  a.  Sappofbns  que  la 
fraâion  qui  convient   au  fadeur    (  x  +  a  )  ^  (bit   =4 

—7 r; —  ,  1  autre  fraoïon  qui ,  avec  celle-a«  doit 

(x-f-a)  *  • 

être  égale  à  la  propolce  ,  étant  =  ^^  s  donc  /  _|_^xa  m 

A  X  •+■  B  R. 

= .      -   .^  -4-  -rr-.  Multipliant  cette  équation  par  N 

&  tranfpofant ,  il  vient  — ~-    '.     ,^ î=R.  Mais 

'^  (x-+-tf)* 

R  doit  être  une  fonâion  entière  s  donc  M  — N .  (A  x  -#-B) 

fera  diviiible  deux  fois  exaâetnent  par  .x  +  a*  Et  en  fup- 

Îofantx  =  —  a, cette  quantité  fcra  =  o  >  ce  qui  fervira 
déterminer  Bi  car  alors  M —  N  .  (A«-f-B)  =  o, 

ou  -|^ Ajr=:B  ,  en  fuppofant  x  =  —  a.   Si  après 

avoir  fubilitué  la  valeur  de  B ,  on  divife  la  même  quan- 
tité par  X  +  a ,  parce  que  le  quotient  de  cette  divifion 
eft  encore  diviuble  par  x+a>  en  fuppofant  encore 
;c  =  —  a  ,  il  deviendra  =  o  ;  d'où  Ton  tirera  une  nou- 
velle équation  qui ,  avec  celle  qu'on  a  déjà  trouvée , 
lufiîra  pour  déterminer  A  &  B. 

«•1     /-A»                     («*  —  ixx),dx  ^ 

Soit  la  fraaion  pure  ; — ^: — — — r ■ r-    On 

demande  la  fraâion  qui  répond  au  faâeur  quarré 
(  x-h  tf)*  ,  Ton  a  M  =ax—  zxx,  N=xx—  aai. 
La  quantité  M  —  N.(AxH-B)  qui  doit  faire  trou- 
ver les  valeurs  de  A  &  de  B  > fera  doncc=:ajc  —  txx^ 
{z  aa  —  xx)-(Ax-4-B).  AAsttez  dans  cette  quantité 
—  fl  au  lieu  de  x  ,  pour  avoir  —  %aa^aa  ,  (B — a  A) 
=  o  ;  Donc  B  =?  )  *H  A  .  a.  Subftituons  cette  valeur 
de  B  dans  la  même  quantité  ,  elle  deviendlj;a  a  jc  — * 
1 JCX-+-  (zcLa-^xx  ):(A*-4-|-f'Aa.),  qui  doit  être 
diviiible  par  xH-o*  Difpofez-la  ainfi,  ax — fx^x  -h 
tf  âa+(i  aa  — xx)..  A»  (*"+"«)7  ou  (6fl— j:x).(x-t-fl) 
-f- (  X  tf  a  — xx)  .  A  •  (xH-a).  Divifez  cette  quantirc 
par  x-+-a,  poux  avou  d*— jx+  (a  ax  — xx) .  A, 


lÉMMaA» 
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Suppofant  de  nouveau  *=— a,   cette  dernière  quan- 
tité devient  it«  a  -4-aét«  A=:a;dônc  A=sr-^  —  ^ 

a 

B  =  JH-  A.  tf  =  i —  ttiss — 8  5  &  lafraftion  cherchée  cft 


— iixdx — Zadx  ^        /•«•        a     -^iixdx 

-.Cette  fraction  ^Its;^ 


•'■i^^ 


; — ■ — rr*  <loot  (jé)  l'intégrale  dépend  de  S.  > — —-r^  i 

qu'on  peut  avoir  par  la  méthode  ci-defTus.  Pour  ,trou^ 
ver  les  fraûipns  qui  répondent  auxfa(£tcua>  x  '^y^i  ^a, 
X  —  y^  2  ^,  qui  réfultent  du  faâeur  xx  —  za^  égalé  à  o, 
on  fera  K  zaa=b  ,  &  Ton  cherchera  par  la  méthode 
ci-deflus  (Cl) ,  lesfr^âions  corrcipondantes  aux  faâeurs 
amples'  5f  H-  Â ,  JC  —  b. 

S'il  y  avoir  un  faâeur  triple  (x*^a)9 ,  la  fraâîon- 

correfpondante  ^urott  cette  focme  t  .     . — t , 

M  âx 
Soit  la  fraâion  ; — ; — rrrr  »  N  ne  contenant  pas  x'-Nr, 

Ion  aura  ^ — ^^    .,   t^t  .=  ^ — 7 — - — tï ^  -xi-«  En 

raifonnant  com»^  ci-djeffus  ,  Vçn  verra  qu^  R=  M— 

N.(A.x*H-Bx-+-C),&  que  cette  dernière  quantité 

eft  divifible  par  (x-f-  «)'.  Suppofant  dans  cette  quan- 
tité égalée  à  o  » x=: — a ,  l'on  aur^  1^  V£^ur  4e  C  «  ex- 
{>riniee  en  A  &  en  B  ,  fubftituant  cette  valeur  de  C  dans 
a  valeur  de  R  $  vous  diviferez  cette  valeur  par  X'ha, 
&  égalant  cnruite  le  réfultatào,  vous  aurez  une  équa- 
tion qui  détermiqier^  B.  Subftituant  de  miême  cette 
valeur  de  fi  »^  divifant  par  ^  H-  a  >  &  égalant  le  quo- 
tient à  o,  après  avoir  &it  x;= —  a,  vous  aurez  la  valeur 
de  A  ,  &  en  rétrogradant  vous  connoîtrez  B  &  C. 
Ceft  la  même*  méthode  s'il  y  a  4  ,  y  >  ou  un  plus  grand 
nombre^  de  faûeurs  égaux.  Si  le  nombre  des  faacurs 
égaux  eft  ;7i  /  la  frai^ion  correlpondante  au  faâeut 
(x-Hû)»  fera  de  cette  forme 


^^  d X 

Soit  la  fraâion  -r r-r— ♦  Je  chetche  (Tabord  la 

fraâion  fiinple  qui  convient  au  fitâcor  x  qoi  nVn  a  pas 

A.dx 
d'autre  qui  lui  (bit  égal»  Soit  cette  fiaâion >  fe* 

M 
Ion  ce  qu'on  9  dit  ei-4efius  (j5i)  Ion  a  A==^,  en 

mettant  dans  M  &  N  la  valeur  de  x  que  donne  le  Êuc- 
teur  *  égalé  à  o  ;  donc  puifijue  M= a  * ,  &  N =( — a)i. 


a* 


l'oa  aura  A  =  r— — —^  —  (i ,  &  la  fraâion  chcFcjbicp 

•—  a  dx 
fera  :^ ••  Pour  avoir  la  fraéHon  correfpondante 

X  '' 

au  faôcur  quintuple  (  « — fl  )  S  je  remarque  que  M = «  *, 

Îuantité  évidemment  =  -t—  Aa^  —  Bst*— *Cx*-*- 
>*»  —  Ex  +  a^    (1).    Aya|^  fait  *  =  a ,    vous 

trouverez  (  en  égalant  à  o)  ,  E= — K*a^^^JkçL^  -^ 

Ca^ — Da-f-a^Sttbftituez  cette  valeur  dans  la  formule  (9 
pour  avoir  —  A*^  — Bx+ —  Cx*  —  Dx*-f-(Aa*-*- 

B  «î-^-Ca-*-!-©  fl — a  0  •  *-♦-  «  ^-  Divifant  cette  dernière 
quantité  par  x  —  a  y   l'on  aura  cette  féconde  foroiule 

— -Ajt^  —  A  .a  .AT'  —  Puia.x^ — ÈLa^x-^^a^ 

II.         — B*'      — Btf.jr*— Btf»T 

—  Cx*     — Ctf  A" 

—  Da: 

Faites  x=stf,  pour  avoir —4  A  fl+— jBa  3  —  i  Cœ*  — 
Pa  —  fl^=o>doncD= — 4Afl' — jBa*— f  Ca — ii*. 
Mettant  cette  valeur  dans  la  féconde  formule  >  il.  vient 

-— Aat^ —  Aa  x^  —  Aa^x^  +  ^a^  x-^aK 
—  B*^    — Ba.x'-+2Ba^x 

+  a'^  X 
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Divi&z  cette  quantité  par  x  — ^  pour  avoir  la  troifième 
formule  IIL— Ax*— 2 A it.***  —  ^Aa^x+a^ 

—  B**       ^—2Ba.x 

Faites  dails  cette  formule  x=>i,  &vous  aurez  l'équa-^ 
tîon  —  6Aa^  —  jBa*  —  Cfl-+-fl ^=i o >  donc  Ion  a 
C=i— tfAfl*  —  jBfl  -f-fl5.  Subftituez  cette  valeur 
de  C  dans  la  treifième  formule  pour  avoir 

•—  A  x'    —  2  A.  .tfjp*+3  Aa^  X  +a^;  Divifcz 
—  Bx*      ^Ba.x 

—  a*  jf 

cette  ^nation  par  x  —  a  ,  pour  avoir  la  quatrième 
formule  IV.  —  Ajp^^-jA.  «.jc— a^.  Faites  x  =:  a  ^ 

•fc  vous  aurez  l'équation  —  4  A  d  *  — B  a  —  a  '  =  oj 
donc  B  =  —  4Afl  —  iz*.  Subftituant  cette  valeur  de  B 
dans  la  quatrième  formule,  il  vient  —  Ax*  -t-Aax 

-+-  fl  *  X 
—  a  *  5  divifant  cette  quantité  par  x —  a.  Ton  a  la  cin- 
quième formule  V.  —  A  x-f-a^.  Suppofànt  x  =  a  ,  il 
vient  —  Aa-f-fl»  =o,ou  A:=fl.  Donc  en  rétrogradant 
Ton  aB  =—-5  «*,  C  =  10  a*,  D  =  —  10  a*,  Ç:i=8 
y  aï  j  ainfi    la  formule    cherchée    fera 

(tfx^— 5  fl*.  x*-Hiott'.x*-— ioa*.x-t-f  fl  i).ix 

*■  ■  • 

(x  — fl)^ 

En  efict  fi  Ton  ajoute  cette  fradion  avec  la  fraûion  — 

0  dx    • 

• &  qu  on  réduife  au  même  dénominateur.  Ton  trou - 

X 

vent  (  toute  réduôion  faite  )  la  fraûion  propofée; 

Soit    la     fraûlon       iîLJZ — L-5  ,  la   fraélion 

X.  (xx-H*^) 

qui  vient  du  faâeur  x  (ë  trouve  par  la  méthode  ci- 

deflus 


tmmmmmmmMmtm,mmmi^^^ 
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dcflus  (5i.)  —  — j— .  Je  cherche  les  faveurs  fimplcs 

que  donne  le  faûcur  double  xx-t-iJ,  en  égalant  ce 
faâeur  à  05  ce  qui  donne x  *  =3— W  ,  ou  ;e  =î=  ±  J  J^— f 
^==  ifc  w  ,^  en  fuppofant  la  quantité  imaginaire  b  V^~  x 
*=  m.  Il  s'agit  donc  de  trouver  les  fraâion$  qui  con- 
viennent aux  faûeurs  a?  —  m  &  a?  -H  m.  La  fraftion  qui 
répond   au  premier   fiaiûcur  eft  (  par  le  N**.  tfi  )  53 

p;^ ,  &  la  ftaûion  qui  répond  au  fécond  faâteur  x^m 

^^  ~  U^fn  ^^  ''°"  ^^^""  ^^*  ^^^"'^  fraftions  îma^ 
gînaîrcs  au  même  dénominateur,  &  qu'on  en  prenne 
la  forame ,  Ton  aura  (  en  remettant  J  >/"  *—  1  au  lien 

ixix 
^^  ^)   yi^ftx  >  quantité  réelle.  Intégrant  cette  frac- 

—  <f 
tion  ,  &  la  fraûion  -— •  >  Ton  aura  l'intégrale  de  la 

fraaionpropofée=L.(:e^+i*)-.L.*=L.  (îl±i!j|. 

Si  l'onavoit  intégré  les  frayions ,  ^  avant 

de  les  réduire  au  même  dénominateur ,  l'en  auroît  tm 

ce  qui  fait  voir  <5|iic  la  fomme  des  deux  logarithmes 
imaginaires  peut  erre  une  quantité  récjle.  En-  général 
fi  une  fraâion  rationnelle  .a  des  faâcurs  imaginaire^ 
la  fomme  des  intéjgrales  des  deux  fiaâions  qui  aupar- 
tiennent  à  deux  faûeurs  x^m,  y-f-m,  m  éraot  ùnr 
quantité  imaginaire  >  fera  toujours  une  quantité  réelle. 

h  ^  d  X 
61.  Soit  la  formule ?.    La  fraftion  qui 

h*  ix 
répond  au  fàôcur  double  *  *  eft  s»  — ^-r-  ,  ce  que  Yoti 

X  * 

Tome  IK  R 
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trouvera  par  la  méthode  ci-dcffus  (  6%)  \    Le  fadeur 

(;px  ^j)i  dorme  C**m)  »•  (xH-m) *,  en  faifantte=J|/'-K 

La  fraftion  conefpottdante  au  Ésiôcur  (x-m)*  ,  fttk 
(  par  la  méthode  qu'où  vient  d'expliquer  )  =» 

>>  '^ il Jaftaftion corrcfpondantc au faûeur 

(*  — m)  * 

(  -  ijn.x  — mm)i« 
(x+m)*étant=:^^ ^71^0"^ Ufommcdc 

ccsfraaions  donne  la  fraftiOttréeUc -— — --r;; —  « 

en  fubftituant  la  valeur  de  m.  Pour  intégrer  cette  fraâion» 

je  la  décompofc  en  ces  deu«i -—. ,    rTTTT?  ' 

*    Lintégratîon  de  chacune  dépend  dç  l'intégration  de  la 
fraûion  y- 1 ll!>p  »  qu'on  peut  intégrer  par  la  méthode 

ci.deffus(y8).  ^^^ 

A  l'égard  de  l'intégrale  de  la  fradion  -jp  ,  elle 


-1.    _  _     —  «  i» 


« 


dkégalcàS.***    "  dxfa— J»« 

On  peut  voir  pa(4à  que  la  femme  des  fradtdnsxpte  pcu^ 
vent  donner  à  la  fois  lin  même  nombre  de  faâcun(x-  m)  * 
{(  (  je ^.  m  )•  ,  fera  toujours  une  fraâion  réelle  quand 
même  m  iêroit  imaginaire. 

Si  Ton  avoit  une  fraâion  de  cette  forme 

\lî — , *— on  pourroit  tou- 

x.(x*-a*)*  (x^-Hxax-*-**)* 


*  Les  Commençans  peuveat  fuppofer  ar^ss(»H*o}^^| 
ifia  de  fixer  leur  imagination. 


•• 
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jours  rintégrer*  Car  il  cft  aifé  de  voir  qu'on  trouvera  faci- 
lement la  fi-aftion  coff cfpondante  au  feûcur  x.  Le  fac* 
tcur(x»-fl»)»,  donne  (^-fl)*(jc4.tf)».  Le  faûeuf 
(af*4-»fl«4-i*)-  égale  à  o>    donné  ** -4- i,ii  *  =ai 

f  en  faifant  V^(«**-i^)  =p],  ou  jc-f.  ^  qp  p=o  | 
donc  lé  faâeur  propofé  donnera  (t*"P)"'(?-^f)"*>efi 
fiiifant  x^a  =7 ,  ce  oui  donne  dx=idii  Mais  ontrou- 
vera  facilement  les  fiaaions  correfpondantes  aux  faâeur^ 

r? --?)"•>  Ct  •+•?)-.,  &lafomme  de  cesfraûions  fera 
téelle,  quand  même  p  feroit  imaginaire.  II  fuifira  donc 
de  chercher  d'abord  les^  fraâions  des  fiiâêurs  fimples 
féels  ou  imaginaires,  qu'on  peut  rcprcfentcr  par  x»,  ou 

(x^g)  "'  *  ou  «-•/)*  ,  &  pour  avoir  les  frayions 
que  peut  donner  un  âj^eur  double  de  la  forme  x  ^  -f* 
%  «H-4  *  dont  ks  racines  font  fuppofies  imaginaires ,  l'oa 
fera  J^(  ûa^bb):sip,  &  ^.+.4==?,  on  fubftituera 
di  au  lieu  de  dx,  &  j-  a  au  lieu  de  ;e,  fo;t  dans  là 
prepolee^  foit  dans  les  fraâions  cotrefpondantes  aux 
faÛeurs  (  i-p  )»  ,  (  î  H-p  )•.    Si  les  faôeurs  de 

(«»-4-»ay-f-iO  étoient  réels,  on  pourroit  les  re-. 
préfentcr  par  (  x~^  )  «» ,  (^x  '^  f),  &  il  feroit  inu-< 
tile  de  faire  Ar«4-a^=  j.  Il  ncft  pas  même  nécefTaire  de 
le  fiûre  dans  aucun  cas  ,  puifqu'en  failanta-^p  ^=^£p 
«.-*-p  s=/> on  peut  repré&nter  le?  faâeurs  ( x-f-  fl-p )  » 
(4f*-fl-4-p)*'par  (x-+-j^)-",(xH-/)'". 

^4.%fiMAR.QUB.  Quelque  foit  le  dénominateur  d'une 
fraoion  rationnelle ,  on  peut,  en  l'égalant  à  ô ,  cher* 
cher  fes  fadleurs  réels ,  &  s'il  a  des  faûcurs  imaginaires  , 
ils  feront  en  nombre  pair  ,  &  en  multipliant  deux  i 
deux  ceux  qui  contiennent  la  même  quantité  imagi? 
jiairc  ,  mais  avec  des  .  fignes  diffcrens  ,  &  la  mémî 
Quantité  réelle  avec  les  mêmes  fienes  ,  Ton  aura  de* 
taâeurs  réels  du  fécond  degré  $  or  les  fraâions  qui  ré* 
Qilteront  de  ces  faâeurs  donneront  des  quantités  réelles. 

CoEOLLAinB.  On  peut   conclure  de   là   doc- 
trine  quon  vient  4*Cxpofer^  gue  toute  fraâion  ra-^ 


%• 
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rionnellc  cft  toujours  intégrablc  ,  ou  algébriquement , 
ou  par  les  logarithmes ,  ou  par  les  arcs  de  cercle.  Vé- 
ritablement nous  n'avons  pas  de  méthode  générale  pour 
trouver  les  fafteurs  réels ,  fimples  ou  doubles  du  déno- 
minateur d'une  fra&ion  rationnelle  quelconaues  mais 
c'eft  un  défaut  de  l'algèbre  plutôt  que  de  la  métnodc  d'in- 
tégration qu'on  vient  de  développer. 

Il  ne  fera  pas  inutile  de  remarquer  que  fi  quelque  fac- 
teur du  dénominateur  étpit  multiplié  par  une  confiante  a, 
par  exemple,  &  que  l'on  eût  a  *  -h  g  6. pour  un  tel  fac- 
teur >  on  pourroit  divifcr  ce  faûcur  par  a ,  pour  avoir  x  -♦- 

£—  =ss  x-^  c,  en  faifant  '^—  =  c  j  Mais  on  diviferoit 

auflS  le  numérateur  par  a.  En  général,  il  n'cft  pas 
difficile  de  voir  comment  il  faut  s  y  prendre  pour  que 
chacun  des  faveurs  du  dénominateur  conrienne  au  pre- 
mier terme  la  variable  x  fans  aucune  confiante. 

Des  Formules  Différentielles  dont 
l'Intégrale  dépend  de  la  Rectification 
DE  l'Ellipse  ou  de  l'Hyperbole  , 

lÉPARÉMENT    OU    ENSEMBLE* 


diférentielle    de    l'arc    hyperbolique    fera    = 

— -— r rrr»  Le  figne  -H  a  lieu  ûaa^^bb 

cft  une  quantité  pofitive>  &  le  figne  —  fi  cette  quantité 
cft  négative.  Mais  fi  l'hyperbole  eft  équilatere  ^ia  différen- 

tieU<  de  l'arc  fera =^p;^gl^. 
En  faifant  la  puiflànce  de  l'hyperbole ssvu,  l'abfciiTe  af- 

I 

iympcotique =i,a ^;ssg,^x  %  Téiémeat de  Tare  hypers 


Calcul  Intégral»  261 


fcolîquc  fera  =i  l.x^'^.dx}/' (xx-hg^)*  Dans rdlipfc 

bb 
en  fuppor^nt  —=s^,  rabfciflc  du  centre  =  j,  j  ç  =3 

ajr—àa      aa~hbb  ,,,.,        ^  j    1»         n-    •     ^ 

— , =p,l clément  de  lare  elliptique 

ç       dxV^  ax 

""*    2,y^(p x  —  x x — biy 

6é»  Corollaire  L  L'intégrale  de  ta  différentielles  "^x 

ixy^^xx-^-bb)  dépend  de  la  reâifîcation  d'un  arc  d'hy- 
perbole équilatere  entre  les  aiTymptotes  perpendiculaires  > 
dont  ré^uation  cA^u  =  j.b=D,r  étant  TablciiTe  af- 
iymptotique  comptée  du  centrent/  Tordonnée,  &  en 
faifknt  ^  ^  =  x.  Car  fbit  s  cet  arc  hyperbolique  >  on  aura 


l'X'^dx  (xx  -HiJ)  "iJif"*  ixi»  X'^bb),'^  =  tds, 

i  1 

.&  S.-  r  "*  *  d  X  (  X  «  •+•  i  S  )  *  =  X  X  plus  ou  moins  une 

cooft^nte  C.  Il  fuit  de4à  que  l'intégrale  de  la  différen- 


itttûc,x'^'*dx{  e-H  /*  x)  *  dépend  de  la  reôificatîo» 
del'hyperbole ,  lotfquc  e  &  /  font  pofitifs  :  car  e  -+-/xx  =: 

^.  (^  H-  XX);  donc  x"^*  d  x  {e   -^  f  xx)^     « 

■  »         tf  i         JL        1  i 

CD  Êdfknt  jrssbb. 
J      ' 

^7.  CoROLLAiRS  IL  L'intjgtale  de  la  difiérentidle 

■  *^ 

jr  *  rfxCxx—ii)""*,  dépend  de  la  reftification  d'un  arc 
d'hyperbole  équilatere  dont  Taxe  =31  i, l'équation  étant  uu 
pss^'^bb,  ^. étant  rabfciffc  comptée  du  cet^trcul'ordon* 

née  au  premier  aze>&fàifant^  x=:x^  j  — J  J,ou{=at 
\/^C  ^^ — Y  Car  en  fuppoûntquccetarc  eftssi;» 

-  R3 


i— ■ PI    •i 
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iin^^MM^^^i*— — ^i  I      i^M^iw^a^i^^w^— ■— —^W— ^— ^^W 


l'on  ^vra  rf  i  =s  -^^^^^^^^^^  ==  --»  »  x^if.(i«^t)'^*  i 


(  je  jf  —  J  i  )  *^  ».  Il  fuît  delà  que  l'intégrale  de  la  4if» 

féren  tielle  x'^dx{â-hfxx)'*^  dépend  de  la  rcaifica- 
tion  de  l'hyperbole  lorfque  e  eft  négatif  &  /  pofitire  i 


car 


faiftnt  y=r  -.if,  l'on  «ura*  »it(eH-/jtxr  »=• 

/*î   t'^ixixx-^hhy>*>donc,8cc 
6t  CdaoLLAiÀE  m.  L'intégrale  de  la  diflerentîcUo 

^  >  d*  (xje  ^  px — W  )  ""^  dépend  de  la  rcdlificatîon  d*uii 
9XÇ  d'hypçrbôlédontle  fécond  axe 3*i*>lc premier s=5Mb& 

dont  l'équation  eft  ttM=  -^  fe— tf  a)  *  ça  prenant  a  pour 
^ordonnée,  fc  i  pour  rabfciife  comptée  du  centre,  fc  éh 
faifant  _«j,,-,J/^  ç__^ , ±p=; _— . 

Car  foitr  cet  arc,  l'on  aura  i  s  z=sy^(ii*  '^iu^):d^ 
\  i^xï  'dx(xx  J-  pi  —  ih)"^^;  donc  Af    ■   ôà 


J,a:^ifx  (x^^p  •--iJ)'^^.  Il  eft  aîff  de  vmr  qtA 

Vintégralç  de  la  différentielle  trinôme  x  ^dxie^fi>4^hx*r'^ 
dépend  de  la  reâification  de  l'hyperbolcj  lorfque  k 
çtaat  poiîtif»  é  eft  négatif,  qael  que  foit  /i  car  e  ^^ 

/;e^A#»è=s8(|-  4-^  «f-  «^.)l  donc  la  dîlRren^ 


■JWi  *    I  ■■<.■»    ■  I     I       I      ■        ■    i^w    ■ 


mim   I  ••  ^iJiAyi» 


*  Cela  fwi  4l  ^f^  ^/»  en  çbaageaaK  a  ca  i« 
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ticUc  dont  on  vient  de  parler  «ft  *  ""  *  (  ^  -**  j*  H-**  j    * 

ISS  &  '^^  (  X  X  ^  p  X—  î  5)"**  en  faifant  — ii=:5. 

S9.  CojioixAiu  IV.  L'intégrait  4e  1»  différentielle  tn« 

nome «*d*(p«— *»j-i^)""*  dépend  de  U  rcâîfica* 
tion  d*un  arc  d'ellipfe  dont  un  des  axes  tSt  z  a,  1  autre 

a  J,  &  réquation  u  u  = {aa  —  {{) ^ en  prenant if 

pour  l'ordonnée  9  {  pour  i'abfcifle  comptée  du  centre  fur 
Taxe  za,  &  en  faifSint^==-^  ,î  =  J/^  Cj~^9 
^p  -s  Jiilil j  car  ibit  1  Tare  de  cette  ellipfe^ron 


aura&*sV^(^*+4**)a=l«*  x*ix(px^xx^lb)    », 

Il  eft  aifé  de  voir  que  l'intégrale   de  la  difiërentielle' 

trîmone  x^  ix  (  e  -♦-/«  -*-  ft  x  *  )  *  dépend  de  la  rcûU 
fication  d'un  arc  elliptique,  lorfque  /étant  pofitivc,  e^k 
font  négatifs  *i  car  non  fait  /=  -f-c  quantité  pofi- 
tivc, e  =;  -î ,  &  A  s=—  r,  cette  différentielle  deviendra 

ssai«»&(cx— rx*-ç)    *=r     ^x^  ix\-x^xx--)    ^ 

»     «  -.1 

=  r*"»:t  »  d;r  (p  *  -  xx-J  J)     S  en  fuppofant  p  SB 

r  f 


"*  Si  «  9  /  &  A  étoienc  l  la  fols  négatifs  &  x  pofitif  >  da 
difEétentirlle  (croît  inaginaire. 

R4 
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^  RniiAi.QUB.  Dans  Thypcrbplc  on  a  rfc  p=  — '^ — 

A 

outza^p  as=  hb'i  donc  en  regardant  a  comme  une 
inconnue  >  on  trouvera  par  la  méthode  de  la  réfolution 
des  équation!  du  fécond  degré  >  ontrouvcra^dis-je>a=3 

«4:  —  -+- 1/"'  (^Pp-4-*6X  On  ne  donne  pas  lefigne- 
mx  radical»  afin  d'éviter  un  axe  négatif.  Mais  dans  TeUipfc 
ronap=-2^-j^,&  a  =  lp±y{lp'^Hy. 

70.   Paoblbmi.   Trouver   l'intégrale  de  la    difflrentielle 

l                         ^l                                       ht 
m  dx(bi^X9c)     SEnfuppolànt  *= ,  on  aura 

«  »  =  Jj""*^  rf^cr—  6iî""*rfç,«;p=a5S  +  ç""*j  donc 

^   b  ^  d  7 
la  différentielle  propofée  eftss: — j _— —  -a 

•^I Li: lî^  ---1 ^-—  »  comme  il  eft  aKc  de 

le  voir  en  réduifantla  dernière  fra£lion  au  dénominateur 

#  étant  un  arc  d'hyperbole  équilatère  dont  l'équation  eft  uu 
tfxjy  -^bb^y  étant  rabfçiffe  comptée  du  centre  fur  le  pre- 
mier axe  ^  i ,  &  en  faifantj'  =  L/^^^l±A*\Toutcela 
fuit  du  corollaire  I  ï  (  67  )5 11  fufiît ,  pour  le  comprendre, 
de  changer  x  en  ç  dans  l'équation  î7^  =  S.  »  »  d  *  x.  * 

(frir-Wr*.  L'autre  différentielle  ~^'^^^^^^eftsg 


wam 
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faifantj— J4^""*  =r,  ce  qui  donne  dj-l-Wî""*rfî=àj 

«  —  a  J/^(i±=l£iL)  .  donc  rintégrale  de  la  frac- 
tion propoféc  cft  pi^  —  1  l^  ^ — ~*^^  >  plus  ou      ^ 

moins  une  confiante  j  ainfi  Tintégralc  de  la  fraftioa 
"  ropofée  dépc"^   '*  '^^   -i— 'l-:         ©-  j» 

ypertx>lique« 


propofée  dépend  d'une  quantité  algébrique  &  d  un  arc 


71.  En  faifant  x  =5  — ,  on  trouvera  aifémcnt  que 
l'intégrale  de  la  différentielle  trinôme  x^  dx(bb±p  n 

fait  par  le  corollaire  troifième  (68)  >  que  l'intégrale  delà 

différentielle?*  à^  (7?±  pî — J  J  )"~  *  dépend  de  la  rec- 
tification d'un  arc  d'hyperbole  dont  le  fécond  axe  ^=:  2  (^ 

le  prcmierssi  a,  l'équation  étant  uu=:  —  O7— flfl)  0 

en  prenant^  pour  l'abfciffe  comptée  depuis  le  centre  fiir 
le    premier  axe ,    u  pour  Toraonnée  ,    faifant   g  = 

n,8ge=]^^C.iI±^).  11  fuit  delà  que  rintferalc 

de  la  différentielle  trinôme  x^  4x  (ê'^fx-^f^jc^)  *  dé- 
pend de  la  reâification  de  l'hyperbolr'y  lorfque  e  étant 
pofitif  A  cft  négatif ,  quelque*  fokjf  pofitive  ou  né- 
gatÎTC.  Car  fuppofanc  h  is  «^^^^  on  aura  eHrfx  rh 


y 


^ 
/ 
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fiiUànt  i^=iJ,-i  =  i:  r  ^  donc  x*  dx(e^fiHrhx)  • 
c  c    ^ 

SES  c'     *  x^  ix{hh  ^fx-^xx)     *;donc&c. 
7».  PKOSI.BMB.  TrouyCT  Vintégrale  de  la  ëfUrentieUM. 

»~  *,J«(iî  — xx)       "..Il  cft  évident  que 
ix  bdx-^xix—xdx  dx(b-hx) 


>ar  con- 


£^aeot  cdle  de.^*.^*  ,  dépend  de  la  reâificadond'an 
«ic  dliypeibole  &  d'une  quantité  algébrique,  maisl'iii- 
tégrale  de    la  différentielle       <^^  •(*-«-*)     ^  jj^u- 

vera  de  la  manière  fuivante  :  parce  que  hh-—xxsx 

d«(J-t-.v) 

<»-l-x).(J~*),  on  aura ; —  «= 

■  '^*^('-»-*>  .  j  &  en  fuppoÛnt  4-»-*«5,  l'on  a 
JxV^(i-^^  )^     y^?  -        VAl ,  en 


fiûfem5**=Pt  &»ii==cc5mais  par  le  corollaire  IV 
(6p),  l'intégrale  de  cette  dernière  diflÊrenticUc  dépend 

(fx.(t-+-x_) 
^00  arc  d*eDipl«  ;  ainii  on  aura  S.         , ^ 

par  la  reftificatioft  d'un  arc  eBipdque.   Donc  on  aura 
fimésralc  de  la  difiorentieUe  propeiet  par  une  quanaté 


'  ■■— — — ■— aaaiMr 
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/ 


àlçébiriqM  Sifatxiir  xiéâification  de  l'hyperbole  &  dé 

7j.  CoJtotLAiRB  I.  L»  SSérenùéHe  x  *"  *àp(jeji?-Ji)"  »» 
«o  faifimc  «=5  —  derient  sas  ■   ^^ — L-L-S asi 

*,  9  qui  «  b  mÀne  forme  que  celle  da  pro^ 

bl^me  $  donc  (btl  ihcégrale  dépend  d'une  quantité  algé*^ 
brique  8c  de  la  reâSfication  de  Thyperbole  &  de  reUip& 

74. CoitotiAniB il. En faifant tb±A  — ,  Scf^^^c, 

c 

YonmnLy^(e'hfxx)sac*  y(hb^  xx).   Faîlant 
#=c-ic,  on  aura  y^{é'^fxx)ssp .Çxx^-tt^    =a 

-  c 

/*  V^Cjrir-'iA}  ;  en  fiûlant  bb=s  -^j  donc  Tincégrale 

ix 
de  la  formule  —; -r   dépend  de  la  rec* 

X*  {e-h/xx  )* 
tîflcation  de  l'hyperbole  ic  de  rellipfe  ,  lorfque  des  deut 

quantités  e  &  /  l'une  eft  pofitive  ,  &  l*âttcit  négative. 

ix 

7/.  L'intégrale  de  la  difierentielle  ■, 

;f»  y'{èi'^Xx) 

dépend  de  la  reâification  de  lliyperbole  ic  de  Tel* 
fipfe ,  6c  d'une  quantité  algébrique,   éaf  éil  fuppôfant 

K  (>f*H-*i)  =/-*#  on  aura  xxH-bhssjjf^-zjx 
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différentielle  qai ,  au  multiplicateur)/'  x  prés»  a  la  fistme 
de  celle  du  corollaire  premier  (  73  )  ;  donc  &c. 

76*.  Remarque.  L'on  peut  trouver  l'intégrale  de  toutes 
les  difierentielles  qui  dépendent  de  la  reâification  des 
arcs  elliptiques  &  hyperboliques ,  foit  féparément  ou 
cnfemble,  00  peut,  dis -je,  trouver  ces  intégrales 
par  des  (éries ,  ou  par  la  quadrature  de  quelque  courbe 
algébrique,  en  fuivant  les  méthodes  que  nous  avons 
enfeignées  ci-devant.  Nous  poumons  aifément  rame- 
ner un  plus  grand  hombre  de  différentielles  aux  reâifica* 
tionsdes  arcs  elliptiques  &  hyperboliques,  foit  féparément 
ou  enfembles  mais  nous  avons  d'autres  objets  à  confidérer.. 
M.  Maclaurin  ,  dans  fon  Traité  des  fluxions  , 
diftingue  différentes  clafTes  ou  ordres  de  différentielles.  La 
première  clafle  comprend  celles  dont  les  intégrales  peu- 
vent être  déterminées  exaâement  en  termes  finis  par  des 
cxpref&ons  algébriques,  ou  géométriquement  par  des 
figures  reâilignes.  La  (èconde  claffe  comprend  Les  dif- 
fiSenricIIes  dont  les  intégrales  peuvent  (c  trouver  par  les 
tables  des  finus  &  des  logarithmes ,  ou  par  la  quadra- 
ture de  niyperbole,derelupfeou  du  cercle.  La  troifième 
claffe  renferme  celles  dont  les  intégrales  fuppofent  la 
/édification  des  arcs  elliptiques  ou  nyperboliques.  Oa 
peut  à  ces  trois  claffes  en  ajouter  une  infinité  d autres: 
par  exemple ,  on  pourroit  faire  une  claffe  de  toutes  les 
oifiërentieiles  qui  fuppoferoient  la  re^fication  d'une 
courbe  algébrique  du  troifième  ordre  qui  ne  feroit  pas 
exaôement  reétificable  comme  la  ciffoide. 

'  L'iUuftre  M.  d'Alembert  auquel  les  mathématiques 
doivent  tant ,  a  fait  beaucoup  de  recherches  fur  les  dif* 
férentielles  de  la  troifième  claffe,  &  il  a  ramené  un  très- 

frand  nombre  de  formules  k  la  reftification  de  Thypcr- 
ôle  &  de  Tellipfe ,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin»  ^nnéc  1746  &  1748» 


•     • 


Miaii  wa^ 
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IDe  lIntégration  des  Formules  oifferen-- 

TIELLES  DE  TOUS  LES  OrDRES,  ET  DE  CELLES 
QUI  SONT  AFFECTÉES  DE  SiGNES  d'InTÉGRA- 
TION  ,  EN  SUPPOSANT  QU*IL  N*y  ktt  QU'uNK 
VARIABLE  DANS  CHAQUE  DIFFÉRENTIELLE,  OU 

s'il  Y  A  DEUX  Différentielles  dans  la 
MÊME  Formule  ,  que  l'une  des  deux 
SOIT  constante. 

77.  Problème.  Intégrer  Véquation  différentielle 
d^  y==p  d  x^  ddns  lamielle  d  x  eft  confiant ,  p  une 
fonBion  de  x,  &  m  vexpofant  de  r.ardre  de  la  dif- 
férentielle. Puifque  d  x  cA  confiant ,  on  peut  le 
défigner  par  une  confiante  g»  &  exprimer  ainfî 

Téquation  d"*  y  ==  g"^"^  p  dx\  &  en  prenant  les 
intégrales  de  part  &  d'autre  ,  on  aura  i  *""*  y  == 

f"^*  S.p  d  X  H-  C  g'^SC  étant  une  confiante  ai^ 
itraire  qu'on  pourra  déterminer  par  les  conditions 
données  ;  donc  en  remettant  d  xbm  lieu  de  g  ,  oa 

aura  d'"y=  dx*"*"*  S.pdx  H-  C  dx"^^  *  ; 
mais  parce  que  p  efl  une  fonâion  de  x ,  on  pourra 
trouver  l'intégrale  S.pdx  par  quelqu'une  des  mé- 
thodes précédentes.  Suppofant  doncS.  p  d  x  ==r 
fondion  de  x ,  on   aura  l'équation  d  "•  ""  ^  y  = 

rdx'^'  -^Cdx"^'  =g'*"'  rdx^+'Cg^^  dx; 
&  en  intégrant,  il  viendra  i"^*  y^ssg"^^  S.  rdx 

Cg"^*  x+D  g—*  =  dx^^S^rdx  +  C  xJx""" 
D  dx  "•'•*  y  D  étant  encore  une  confiante  arbitraire 


*  En  difTérenciJant  cette  équation  on  retrouvera  la 
propofée  ^  car  J  x  étant  cooftafac ,  la  diSërentielle  de 
Cdjc— «  fera 5=  0.' 


> 
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lÈmm 


ÉUAHIA 


OU  déterminable  par  des  conditions  données*  On 
continuera  de  même  à  intégrer  jufqu'i  ce  qu'on  Toit 
parvenu  à  une  équation  qui  ne  contienne  aucune 
di£fiîrentiene  ;  &  il  eft  aifé  de  voir  qu*il  faudra  faire 
autant  d'intégrations  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expo* 
iant  m  9  ce  qu'il  falloit  trouver. 

Exemple.  L Soit  d*y ,  ou  i  iy  =ss ax'^d^^; 
en  intégrant  de  part  &  d'autre  >  on  trouve  d  y  c=aa 

'    Cdxi  ic par  une  féconde  inté« 


gration ,  l'on  a  y  =  ^ ^ — — •  -H  Car  -f-D» 

Exemple,  II.  Soit  d^y^ssax"^  dx^  H-  hx^dx\ 
Xsi    premier»   intégration    donnçr^  d  d  y  s=a 

mx'^^dx''     .    hx^^^dx^    .  ^j   t   ^ 

*.  H-^  a4r  *;  par  UII9 


feconde  intégration^  l'on  aura  ijr 


■  ^t  M  '   '^■'^  -hC*.  ijT  -4-  D  i^r  ;  &  par  une  troî* 
i)èmeintégratioa^Wieoty=:r — 


>i*— » 


(/ï-*"0- («^»)«  («H^3) 

étant,  upe  confiante  arbitraire ,  ou  qu'on  déter* 
mine  par  des  conditions  donpéej* 

78.  On  peut  réduire  uq^  difFéreoûe}le  d'un  ordre 

jquelçppquede  laf9r3Biei*y  ==,^tf  ^  i^"' jr  -+r 

pdx'^k  une  équation  différentielle  du  premier  or* 
dre^  dx  étant  conftant  &  p  une  fonâibn  de  x  ; 
car  en  intégrant  de  part  te  d'autre  ,   on  aura 


«» 
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C  (f  jr  **"%  C  étant  une  confiante  ^«  lEo  int^cant 
une  féconde -fois  ^on  trouve  d*~*jr=afliari^^y-H 
iIx"^.S.  (dx»S.pdx)  *  -i-Cxifx****  ^** 
li.dx''^*  En  intégrant  une  troifîème  fois,  U 
vient  4*^*  j^  =  tf  i  *•  i"^*  y  -+-  dx'^^x, 

S.  fdx.  S.(dx.S.pd x)^  -H 

DjPéï*"*^*  -4-Eifjf*^';  &-en  continuant  ma 
parviendra  enfin  à  une  équation  du  premier  ocdre« 

Soit^par  exemple^réquation  dddy  =c  adxddy 

pdx^,  on  aura  par  la  première  intégration^ ddiy 

adx.dy  -f-*  dx^  S.pdx  -rh-  Cdx^i  8c  par  la 
lêconde  intégration ^  dy  ==s a  y  d  x  -f- if  dr X 

S.(dx.S,pdx)  -+-  C  Xd  Jf  «4-  D4x=a:tf)'iaP-+r 

r  d  *  H—  C  ari*  -h  D  J;r  »  en  faifant  S.p  if  x==ri 
&S.  rdx==u 

7P*  THéORftMie.  ;^  eranr  tout  ce  qu^on  vouha  ^ 
Ji  dx  eft  confiant  9  on  aura  Pim4graU'S..p  dx 

p  X  S.  X  d  p  =p*~     X*  dp 


xdx 

x^  d^  p 
S.   -i—  =p  X  &c.  On  démontre  ce  théo- 

a.  3.4.ax^ 


*  Cette  confiante  peut  être  =:  o. 

*  *  Nous  parierons  bien«t6t  -de  la  manière  tiont  on 
-peut  avoir  les  intégrales  ^es  quantités  qui  renferment 
^es  fignes  d'intégration. 


>^mm 
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feme  ea  prenant  les  difTérentielies  des  deux  metn-* 
bres  de  chaque  équation ,  car  on  les  trouve  éga- 
les. Ainfi  dans  la  première  équation  S.pdx  ^^=spx  ^ 
S.  X  d p^  on  trouve  en  diSerenciant  j  p  d  x  ^=s 
p  dx  -4-  xdp  — —  X  dp  =  p  dx. Dans  la  féconde 


équation  ,  p  x  —  S.  xdp  =  p  x  — -  ■   .      f. 

1  ix 

Sx^ddp                c     j                   x^  d  p 
•    .; _L.,»OU S.xdp=: ;-£. 

idx  idx 

S.   ■    \ ;  en  dififérenciant  de  part  &  d'autre  , 

2  dx 

ic  fuppofant  d X  conftant ,  on  z^^ xdp 


axdxdp  x^  ddp      .      x^ddp  j     . 


a(fjc  xdx  idx 

X^  d  D 

ainC  des  autres.  Donc  S.  pdx  =  px  — --£ 

1  dx 
x^ddp        x^  d^  p     ,      x^  d^  p        ^ 


donne  la  férié  trouvée  par  M.  Jean  Bernouilli,  dans 
les  aâes  de  Léipfick ,  ann'ée  1694. 

Lorfque  p  eft  une  fonâion  de  ;!:,  on  délîvro 
cette  férié  de  toute  différentielle.  Car  foit  d  p  =s 
qdx,  dq=srdx^  dr=  tdx,  8cc.  on   aura 

x^  q         x^r    x^  t 


S.pdx^px^^-L^lll^i:j^8cç. 

X  ».J        1.3.4    ^ 

==  px^-^S.  qxix  =  p  X  —  jf— i.    + 

1 

x^rdx  **5'_.    -^'^      Q  y' tJx 


==pjf&c.  *. 

._  •  •  

*  Selon  M,  Fontaine  (  voyez  fes  Mémoires  )  ,   pour 
avoir  S.  jdx ,j  étant  une  fonâion  de  ir  1  on  doit 

Avant 


êamm^m 
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m  i  II.  I  ■     Il il      * I  ■      ■     I  m  ,,M, 

Avant  de  pzSet  au  théorème  fuivant  nous  re- 
marquerons que  Ton  a  toujours  déU^  ==  ud^ 


multiplier  -;-^  x  par  une  fuite  dont  on  trouvera  le 
premier  terme  en  mettant  — ^Araulieudexdatisla  fonc*» 

.  z  X 

tion jr  5  le  (ècond  tefme  fc  trouvera  en  fubftituant  —^  aU 
lieu  de^ir  dans  la  même  fonâion^  ile  troificme  en  fubfti-» 
tuant -^  au  lieu  ic  x  î  8c  ainfi  de  fuite  jufqu'au  der-» 


z 


nier  terme  qui  fe  trouvera  en  fubftituant au  lieu 

de  X  y  8c  cela  d'autant,  plus  exaâement  que  n  (èra  un  plus 
grand  nombre.  Ce  qu'on  vient  de  dire  de  S.y  d  x  doit  s  en- 
tendre également  de  S.  p  dx  lorfque  p  eft  une  fonc- 
tion de  X.  On  voit  aifément  que  *  les  valeurs  fubfti- 
tuécs  de  X  forment  une  progreflion  arithmétique  -^ 

r;; T-    ,  •  ^-  ^^  ^^  ^^  Tcxpofant  de  x  ).  Par  ctem- 

pie  ,  fi  Ton  fuppofe  p  =^  \^{  xx  —  x*),  prfx  fera  lelé- 
ment  de  l'aire  d'un  demi -cercle  dont  le  diamètre  =  2,9 
&  le  rayon  =  1 1  &  félon  cette  règle  Taire  S.  fdx  fera  =3 

d'autant  plus  exaâ-ement  que  le  nombre  pofltif  n  fera 
plus  grand.   Si.  /i  =  f ,  &  y  =  i  -,  \c  quart  du  cercle 

dont  le  rayon  =  i  ,  fera±=  — -.  çy  6i  .  i  -é-Vôi .  «  ^ 

|/"5P  $••?••"♦"  V^SJ  •  3"  )•  i^Pur  avoir   le   premier 

terme  de  la  fuite  ,  on  ^ra   attention,  qu'en  fuppofant 

ar  =s  I  ,  .la  fraftion  -^   devient  sss  — j^  j  mais  la 

quantité  (bus   le  figne  du  premier  radical  eft  alors  =3 
Tomt  IK  S 


Mm 
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jdu;  donc  u  i(  &=  S.ui\-^S.^iu.  Aiafi  ftout 
aurons  le  lemme  fuivant. 


hors  du  fignc.  Il  n'cft  pas  difficile  de  voir  comment 
on  a  trouvé  les  autres  termes  ;  le  point  indique  la 
multiplication.  Si  l'on  vodoic  l'aire  entière  du  cercle , 
on  multiplieroit  tout  par  4 ,  quarré  it  2,  ic  pour  cela 

il  fuffiroit  y  en  laiflaot  tout  le  refte  ^  d'écrire  ---  au 
lieu  de 


Par  la  même  règle  on  aura  S.  = x  x 


( 


X  IX  ••  y  jg 

»»  *•  *• 


:•  \  as  X  X  C— - 


7x  J  M^-f-*      a*-*-!» 


-  ,  . h  &c.  V  Pour  d^eminer  la  confiante  C 

qu'on  doit  ajouter  à  ces  ibrtas  de  (Sries  9  je  remarque  que 
la  première  ferie  qu'on  a  trouvée  pour  le  cercle  de- 
Ticnt  =  Ojloc(que»=osdoocCs8o.  Ueoeftdeméme 

pour  la  (ïrie  i  x  f— -4^c Y  Donc  fi  alors  la  féric 

doit  être  o ,  la  confiante  (êra  =s  o.  Mais  fi  par  la  nature 
de  la  qneftion ,  on  trouvoit  une  fine  =s  A ,  IbrGiue  x  =  o 
doit  donner  une  férié  =  o  >  l'on  auroit  >  A  +  C  =0  ,ou 
C=!—  A.  Par  cette  médiode  l'on  peut  trouver  parapio^ 
xfmation  l'intégrale  d'uae  diffihnescielle  quelconque  à  une 
feule  variable. 


MM 


mm 


towpt ,  on  a  Us  équations  fuivanta^ 

ï,    S.  dxS,pdx>essxS.pix — S,pxix, 

■  •    •       a 

*"•  '^-  dx  !>'dx  s^  dx  s:  f  d  X  "^ 

*'  S.pix  —  3x^S,pxdx'*-ix,  S.f4r»  dx—S,px*dx 
'^^ ^-  i*  ^'dx S'dxb'dxS^W  =« 

»*S.p</x  — 4»'  S.fxàt-¥-6x*S.px*dx-~4xS.pxidx-hS.px*d» 

*"■  2.3. 4    ;  • 

Ce  généràUnunt ,  jî  le  nomiie  des  S.dx  qiù  pré: 

cèdent  S.pdx,  efi  m,  6-  fw«  i.a.3.4 m 

déjigne  le  produit  de  tous  les  nombres  de  la  fuitt 
'»  ^^  3  »  i*  S  ^*»  ii*fittau  terme  m  de  cette 
fuite  incluJîvemeTU ,  on  aura  f  équation  fuii/ante 

S'  d  x  ,  S*  dx..,.7,.S.pdx:=s.[xS'S.pdx 
— .  -^  jr"**  '  S.f  jrrfar-+-  .-ri -:r'^S.px*dx 


l  ,  2 


: TTT "  '^'^^  ^-•='= 

S»fjr-<lar3:(i, a. 5. 4,^.5,7,.,  ;..»!)♦ 


*  ii«s  deux  points  indiquent  une  divifibn. 

Sa 
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U  Jîgnejupérieur  a  lieu  lorfque  nj^tjl  un  mmhrt  pair , 
&  te  Jignt  —  Jî  m  efi  impair.  En  prenant  les 
différentielles  des  deux  membres  des  quatre  premiè* 
reséquaùoDSyOn  les  trouvera  égales;d  où  Ton  pourra 
conclure  que  la  dernière  équation  doit  avoir  lieu  ; 
mais  on  peut .  démontVej:  le  théorème  de  cette 
autre  manière.  On  trouve  la  première  équation 
S.  d  x,S.  pàx  =  X.  S.  p  i  X  —  S.p  X  dx  par  le 
lemme  pj^éçédent,  en.fuppofant  S.  pdx  ==^u 
&  X  =^  î  >  ce  qui  donne  pdx  =  du^p  xdx^==s 
id  u  ,  d  X  f=  d^9  d  X.  S*pdx .=  ud^9  u^  =s 
x  S^  p  d  X  ;  donc  par  le  Jemme ,  S*  u   d  i   == 

S.dx.S.pdx=i  u^ —  S.^du  ï==j:  S.  pdx-^ 
S.p  X  dx.  On  trouve  la  féconde  équation  par  la 
première  &  .par   le  même  lemme  :   car  puifque 

^S.d  x.S.pd  X  ==  x.S.p  d^-~^S.p  X  dx,tn  mul- 
tipliant de  part  &   d'autre  par    d  x  ,   W  vient 

d:(JSpdx.  S.p  dx^:^=*  xdx  S.  pdx  ' —  dx  S.  p^dx;  8c  en 


prenantes  intégrales,  on  a  ^^dx.  oJx.  ST^Sr  = 

o.  xttx.  s.  pdx  — ^  ^.  dx.  o.  p  X  d  x.  Or  en  fuppo- 
fant  S.  pd  X  ==  w, 8cxdx==d^ dans  l'intégrale 

'S.xdx7S.p(ji  x^  on  a  pdx  =  duy  f  x*  =î  $ 

nt  =  ï**   S.M*5?^*=iP**  rfx,uiî  = 

X  dxS.  p  d  x  t  &  S.u  d^=s  S. xdx.  S.  pdx    =m 

^i.^^R.^r.^^^^^vàx  —  S.vx^dx      g^ 

"Suppofent  S-C/^a*-^  X  ==  M>  &  JT  =  i  dans  Hnt^ 
.grale  S* ^» S. /?jf ir ,  on  2.p  x d  xs=^ du-^dx ^=z 


<r    ,\ 


mm^mmmmmm^immmiÊimmÊmmmÊ^Êammmmmm 
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xdxS.  pxdx,  &  par  le lemmei,  S.  u  d\,  ?= 

S^dx.S.pxdx==u{ —  $.xdu  =3=  xS.px  dx-^ 

S^j  2  xS.  pxdx  —  '>  S.  p  ;c  *  ^  r 

donc  S.  X  d  X.  S,  p  dx  —  S.d  x.S.pxix  :=st, 

■ 


À:*  5.  pd  X  "^^  2x  S.  p  xdx  -t-   S.,  p  x^  dx 

" — \ • 

On  trouve  4e  mênse  la  troifième  équation  par  la 
ièconde  &  par  le  lemme  ;  la  quatrième  par  la 
troifième  &  par  le  lemme ,  &c.  ;  Et  en  obiervant 
la  loi  de  ces  équations ,  on  parvient  à  Téc^uation 
générale.  ....... 

81.  Remarque.  Suppofobs  que  Ton  à  une  fuite  de 
courbes  MA,  MB,  MC,  &c.  (fig.  10)  qui  ayerit  une 
abfcifTe  commune  MP  &  terminées  dans  la  même  or- 
donnée indéfinie  PF,  &  telles  que  l'aire  PAM  =  A 
de  la  première,  dîvifée  par  une  ligne  quç  je  fais  ^=r  i^ 
'  fôit  égale  à  l'ordonnée  dé  la  féconde ,  Taire  de  la 
fecdxidé  dîvifée  par  i  foit  éeale  à  To^dônnée  dé  la 
troifiàme, &  ainfi.dë.fuke.  1>appQfons encotse-que p 
fondion  de  x  eft  lo/donnée  de  la  première  courbe .; 
de  manière  cependant  qtte'  p  dx  y'  dlfifirentieye  de 
Taire  A  ne  foit  pa|S  intégc^ble.  Nous  f^fps^of^ 
la  quaarature  ^.pdx  -^^  A,  quadrature  tranf- 
ceud^mte  du  premier -degré ,  la  qu^rature  B  dç 
la  fecoYfde  courbe ,' tîanfcendante  du  fécond  degré  , 
&'aîrifi  de  fuite  félon  Tordre  des  coûVFés  Tof  Ton 
p.eut  réduire,  ces  quadratures  tranfcendant^t  à  la 
icâificatîon  des  courbes  algébriques;  Car  A  *=3i 
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S.  pdx  i  8c   parce    que     —  eil  Tordonnée  d« 

la  féconde  courbe  jAix  ssss  ixS.pàx  fera  la 

différentielle  de  Taire  B  ^  donc  B  =  S.  dxJS.pdx  • 
L'on  aura  de  mêsie  Taire  C  de  la  troifième  courbe  =3 
S.  [dxS.(dxS.pix)  ];  &c.  MaisS.ixS.pdy3=jpS.p(ir 
-r-  S.pxdx  &  en  général  la  quadrature  tranfcendante 
d'une  courbe  du  degré  m  -4-  i  fe  réduit  à  cette 

forme  ^'  dx  ^.  d  x  S.dx...S.pdx  ==8 
x'^S.p  dx —  "^x^^^ S.pxdx..... '±^ p x^dx    , 


I«  !•  3»  4*    *    *  *    *  "^ 

II  ne  refte  donc  qu'à  déduire  par  les  méthodes 
ci-deffus  (n^.  19  &  fuivans)  les  quadratures  S«  pdx  » 

S,pxdx ,S.px^ dx  ,ftc.  à  la reâification  d'au- 
tant  de  courbes  algébriaues  qu'il  y  a  de  termes 
éfkStés  deSyic  en  fubftiniant  dans  la  férié  pré* 
cédente  »  on  aura  la  quadrature  tranfcendante  da 
degré  m  •+-  I  réduite  ^  la  reétification  d'autant 
de  courbes  algébriques  qu'il  y  a  d'unités  dans  m  + 1  • 

82  s  Remarqvb  II.  Soît  f  =z=r^  l'ordonnée  de  la 
presûèffe  coiurbe  »  l'ordomiée  de  la  (èconde  fera  = 

«■■  ^  »  c=B  S. y  dx,  icc donc  la  quadrature 
ttufeendaÀtede  la  courbe  de  Tordre  m+t  fera=s 


X*  2.  }•  4*  j. .  •  •  m 

n  n'efl  .^pas  difficile  de  voir  que  le  théorfime  pr^ 
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cèdent  peut  être  utile  pour  l'intégration  des  dif- 
férentielles à  deux  variables  \ 


*  II  eft  évident  qu'en  fiippofant  p  ssy ,  il  y  aura  pltt** 
fieurs  variables  s  c'eft-à-dire  deux  variables  dans  h  dif- 
féMAtifUede  Taire  de  la  quadrature  tranfcendante  de  la 
courbe  de  Tordre  m  +1  s  donc  cette  aire>  qu'on  peut  avoir 

au  moins  par  approximation^  (èra  =s  ^.dx.  S.dx...S.^  d  x 

&  la  différentielle  de  Taire  ferais:  dx  •  S.dx»...  S.ydx. 

Pour  avoir  la  furface  des  courbes  qui  expriment  des 
intégrales  qu'on  ne  peut  pas  avoir  autrement  >  fuppo- 
ions  qu'on  ait  une  formule  diâérentielle  ydxy&c  qu'on 
ait  be&in  de  connoltre  Tintégrale  S.  ydx ,  ians  avoir^ 
exprimé  en  x.  Pour  cela  on  confidérera  les  valeurs  de  jp 
conimé  les  ordonnées  d'une  courbe  dont  eft  x  TablcifTe  3c y 
Tordonaée  j  &  Ton  calculera  arithmétiquement  uo  grand 
nombre  de  valeurs  dey  9  &  la  (urface  de  cette  courbe 
correspondante  aux  y  ainfi  calculés  fera  à  peu  prés  Tin- 
tégrale cherchée»  Si  les  trois  ordonnées  PM  (a), 
Tm(b),  N/i(c)  (Fig.  11  )  répondent  aux  abfciffcs 
AP,  AT.  AN,&queTon  ait  PT=aTNs=:i ,  la  fur- 
face  P  M  n  N  fera  (  en  confidérant  Tare  Mn  comme  une 

ligne  ibroite)  = +  -     ■    ,  8c  s*ily  avoitun  plos 

grand  nombre  d*ordonnées  f,gSce»  onaùroitpour  lese& 

paces  fuivantes h  Sec. 

Mais  fi  Tare  M  m  n  qui  joint  «rois  ordonnées  coniS- 
«utives  eft  un  arc  de  courbe  parabolique  déterminé  par 
ces  trois  ordonnées ,  voici  la  manière  de  trouver  la  fur- 
fecc  de  Telpace  P  M  /i  N. 

Dans  une  couirbe  du  genre  parabolique  dont  Téqua* 
^n  A.y^^mK'^hx^Cx^'^  D»»  &c  Si  Ton  a 
ordonnées  a  ^  i  >  f  Mrre^ondantcs  aux 


■  ■tiw ■    <■     Il        ■     ■■  ■    ■■■  I         ■■■•     ■      I  II      ■  liwii 
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Pas  lIntégration  des  Différentielles   a 

PLUSIEURS      VARIABLES. 

83.  Théorème.  Si  p  tfl  une  fonSion  quelcon-* 
^lU  des  %/dnables  ^ ,  y  y  ^  ^  u ,  &c.  on  aura  la  àif- 

m 
\ 

p  >  I ,  z>  la  furfacc  P  M  n  N  fera  =  -fl-H^  J+ jc,comme 

on  le  verra  bien-c6t.Subftituons  ponr  A»  B,C  des  fonâions 
de  <x,  hyCj  celles  qu'en  mettant  zéro  au  lieu  de  x  (l'origine  dos 
X  eft  ici  ruppofé  en  P)  l'on  ait  y  =  a>  que  mettant  i  au  lieu 
de  X  i  l'on  mi  y^=^b  ,  &  çju'en  mettant  i  au  lieu  de  *, 
l'on  ait  j'  =  c.  Ces  conditions  feront  remplies  en  faifant 

jf=s=a-f-(J  —  a).«-+-  ^ —  —  i-f-  — y  .if.  (y-*  i>, 

Alors  Tçlément  j'rfjf  de  PM/iN  fera  =;  aJy  •+• 
(ft' —  a)  .xdx-^  ( — r— J-f-— ^  .{xxdx'^xix)i 
donc   rcfpacc  PM/iNou     S.  y dx    ftr^  =31  a jc  -f* 

• r-  a:  *  Tf.    ( r-  J  H )     ( ^ )  .       Si 

dans  cette  expreflion  on  fait  x=sx  ,  Ton  aura  la  Hir^ 

face  cherchée  =  |aH-^i -H  j  c.    Si    l'on    avoit   une 

fuite  d'ordonnées  d  ,  h  ,c,  e,  f,  g,  &c.  Le  fcgment 
compris  entre  les  ordonnées  c,  e,  /  (  on  fuppofe  leur 

diftancc  =1)  fcroit  jCrh  j^-h  j  /  j  &  en  géné- 
ral l'aire  de  la  courbe  ferolt  égale  à  un  tiers  de  la 
première  &  de  la  dernière  ordonnée,  plus  j  de  la  ft- 
çonde  ëc  de  la  quatrième ,  &Ci  Ceft-à-dire  des  termes 
dçraftgpair,-^-j  de  latroifième,  de  la  cinquième,  &ç^ 

ç*cft-à-dire ,  des  termes  de  rang  impair. 

Les  lettres  tfj,  b ,  c,  &c. ,  quand  il  s^agit  de  l'aire  de 
|a  courbe  défignent  >  après  l'opération  »  des  fur&ces  Ss 
flÇR  4çs  lignes  s  Pe  fone  qu^  $  Tçrdqnn^  hk  j  piç4« 
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fércntielle  d  p  j  premilremem  en  faifant  varier  x 
£r  confidérant  les  variables  ^  ,  ^  ,  w  ,  frc.  comme 
confiantes  ;  fecondement  en  dijérentiant  comme  fi  y 
étoit  variable ,  tout,  le  refie  étant  confiant ,  &*  amfi. 
de  fuite  <:  lafomme  de  toutes  ces  différentielles  fera 
la  difTérentielle  cherchée.  Par  exemple ,  pour  dif- 
férencier la  fonâion  x  y  ^  ^  ]c  conCdere  ^ 
feul  comme  variable,  ce  qui  me  donnty^dx, 
je  difFérencie  enfuite  en  regardant  y  feul  comme 
variable  &  j'ai  x  \dy ^  &  enfin  je  traite  à  fon 
tour  j  comme  variable  pour  avoir  xy  di'ylc  la 

lordonnée  b  =22  pieds  fc  1  ordonnée  es:  3  pieds ,  la  furface 

défîgnée  par  jfl-+-j4-H^  c  vaudra  4  pieds  quarrés. 

Suppofons  que  x  rcpréfentc  un  arc  de  cercle  &  qu'on 

veuille  avoir  S.  (a  —  cof.  *)»  dx  lorfque  x=:po*^  de* 

grés  ,  on  pourra  fuppofer  rfx=  x  degrés  fi  l'on  veut , 

&:  chercher  les  ordonnées  {a  —  cof.  x)^  d'une  courbe 
dont  x  feroit  Tablciffe  ,  en  fuppofant  fucceffivement 
Jf  =  o,«=^^,X2=  4^.  &c.  iulqu'àx  =90°  iBclufivc- 
ment ,  ce  qui  donnera  46  ordonnées.  On  en  trouvera 
tout  autant  pour  |e  fécond  quart  de  cercle.  On  ajou« 
tcra  enfemble  le  tiers  de  la  première  &  de  la  dernière»  &c. 
comme  on  vient  de  Texphqucr  &  l'on  aura  la  valeur  du 

moins  approchée  de  S.  (  a  —  cof.  *)  *  àx.  Suppofons 
772  =  1,  fl  =  3  &  le  rayon  =  i ,  on  cherchera ,  par  le 
moyen  des  tables ,  les  valeurs  de  ^.coC  x  >  dans  la  fup- 
poiition  dejc=:7o,dej:  =  i^>  &c«  Retranchant  fucceC" 
fiven^ent  ces  valeurs  de  a  7=  3 ,  &  prenant  le  quarré  du 
refte  >  on  aura  toutes  les  ordonnées  néceflaires  pour 
avoir  par  approximation  la  valeur  de  l'intégrale  dont 
on  vient  de  parler.  Si  oh  avoir  calculé  les  ordonnées 
de  degré  en  degré  >  on  aaroit  fait  le  premier  x  =;pi  ^  >  Mai$ 

{a  —  coC  x)^  d  X  auroit  toujours  été  l'élément  de  l'aire 
de  la  courbe  dont  la  furface  doit  donner  l'intégrale  de 
ta  formule  propofée. 


■» 
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différentielTe  entière  cft  =7  ïdx -+-  x^dy 
xy d^.  Ce  qu'on  trouveroit  de  même  en  dîffé* 
rendant  i  Tordinaire  ;  ce  théorème  ne  paroit  pas 
avoir  befoin  de'démonftration. 

84.  CoRoiXAiRE.  Si  p  ne  contient  que  deux 
variables  xtcy^  qu'on  ait ,  par  exemple,  p  ==  axy, 
la  difTérentielle  dp  pourra  être  repréfentée  par 
Adx  -H  B  d  y.  Dans  la  fuppofition  dont  on  vient 
de  parler  A  eft==:  ay  ^  ic  B  eft=  ax,  A  étant 
une  quantité  finie  qu'on  trouve  en  diffiSrentiant  p 
dans  la  fuppofition  de  x  feul  variable,  &  B  la  quan- 
tité finie  qu'on  trouve  en  difl^rentiaat  p  dans  la 
juppofition  de  y  feul  variable*  Si  p  contient  trois 
variables  x ,  y^  j^  l'on  pourra  repréfenter  d  p 
par  A iix -f- B  tfj^  -t-D  tf  y,  A  étant  la  quan- 
tité finie  qu'on  trouve  en  différentiant  p  dans  la 
fuppofition  de  x  variable  ,  B  la  quantité  finie 
qu'on  trouve  en  différentiant  p  dans  la  fuppofi- 
tion de  y  variable ,  D  étant  la  quantité  finie  qu'on 
trouve  en  différentiant  p  dans  la  fuppofition  de  { 
variable  ;  &  ainfi  de  fuite.  Si  on  fuppofef  s=  jsyf  ^ 
Ton  aura  A  =y  ? ,  B  =  x  ^, D  c=  x^. 

Sj*.  Lorfquela  difTérentielle  dp  a  unmtégrale» 
on  peut  la  trouver  en  intégrant  dans  fon  expref- 
fion  Adx'-^Bdy -♦- D  4  j -+- &c.i*. Leterme 
Ad  X ^  en  regardant  x  feul  comme  variable , 
s*.  Le  terme  B  dy  en  regardant  y  feul  comme 
variable,  &  ainfi  de  fuite,  jufqu'au  dernier  terme  *  ^ 
ic  en  comparant  ^toutes  ces  intégrales  ;  car  li 
«Iles  font  toutes  les  mêmes,  on  aura  dans  la 
première  S.  Adx  l'intégfale  chef diée.  Si  eUes  font 


w 


*  Cela  doit  s'entendre  toujousi  en  ajoutant  une 
conftance.    ' 
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différentes 9  on  ajoutera  à  ce  quelles  ont  de  com- 
mun 9  tous  les  termes  qui  font  leurs  différences 
pour  avoir  l'intégrale  p ,  à  laquelle  on  ajoutera  une 
confiante  G  Voici  la  raifon  de  ce  procédé  :  puif* 
qu'on  a  trouvé  le  premier  terme  Adx  en  oifTé- 
rentiant  dans  la  fuppofition  que  x  feul  étoit  va- 
tiable ,  en  intégrant  Ad  x  dans  la  même  fuppo^ 
lition  ^  on  aura  une  intégrale  S.  A.  dx  qui  rendra  p 
dans  la  même  fuppofition.  Mais  parce  que  p  peut 
contenir  des  termes  dans  lefquels  jr  ne  fe  trouve 
pas  &  que  tous  ces  termes  s'évanouiflènt  lorfqu'on 
différencie  dans  la  fuppofition  de  x  feul  variable  , 
on  ne  retrouvera  pas  ces  termes  dans  l'intégrale 
S.Adx,  mais  on  les  trouvera  dans  les  autres  inté- 
grales S.Bdy^S.'Dd^,  &c.  dont  les  différentielles 
ont  été  trouvées  en  fuppofant  que^^  7»  &c.  étoient 
variables  fuccefliveînent  :  car  Bdy  étant  la  différent 
tielle  de  p  dans  la  fuppofition  de  y  variable ,  les 
termes  de  p  dans  lefquels  fe  trouve  y  n'ont  pas  été 
détruits  par  la  différenciation  de  p  qui  9  donné 
B  dy  ;  on  les  trouvera  donc  dans  l'intégrale  S.  Bdy, 
&  ainfi  des  autres. 


Soit   la  différentielle  A  d  x  -H  Bdy 
Sy*  X*  dx^2ayxdx'^  bdx'+-2yx^  dy 
ax^dy-^^  1  cydy.VonzuTzA^sTA^y^x*- 
2  ayx'-h-b,  B  ==  2yx^  *t-  a  x*  -+-  2cy. 
£0  intégrant  Ai ;r  dans  la  fuppofition  de  x  feul 

variable^  on  a  S.Adx  ==  y^ x^  ^ay  x*  -+- 
k  xiic  en  intégrant  Bdy  dans  la  fuppoution  de  x 
confiant  6c  de  y  variable,  on  trouve  S.  B  dy  saea 
y  *  X*  -f-  4Lx^y  -4-  ey*.  En  comparant  ces  în- 
léfioles  on  trouve  que  leurs  termes  communs  font 


aS^    Cours  de  M.ATHéMAxiQUEs. 


y^''-f-tf*'^,&  que  leurs  termes  diflFérens  font  cy  * 
&  hx.  Ajoutant  les  termes  communs  avec  les  termes 
différens ,  Ton  aura  Kntégrale  cherchée  y  *  x  '  H— 

*  *  *  ^  H-  b  X  -f^  cy^  -+-  C ,  en  ajoutant  une 
confiante  C. 

85,  Remarque.  I.  On  voit  par-là  qu'en  fui- 
vant  cette  méthode  on  intègre  à  chaque  fois 
comme  s*il  n'y  a  voit  qu'une  variable  ,  &  que  cette 
opération  fe  réduit  à  l'intégration  d'une  formule 
différentielle  qui  ne  renfermeroit  qu'une  variable. 

Remarque  II.  Si  Ton  avoit  une  formule 
ax^  dx+by'^  dy +€:(;-  *  rfç,pourvu  que  chaque  terme 
fte  renfermât  qu'une  feule  variable,  on  en  auroit  l'in- 

tégrale    -+-  -J-^ h  c  L.  :f ,  en  prenant 

celle  de  chacun  de  fes  termes.  Si  on  a  la  for* 
nulle  j  "  y  ""  d  jc ,  on  pourra  l'intégrer  facilement 
lorfque  le  fadeur  différentiel  y^  dx  fera  à  j  ^  i  ^ 
en  raifon donnée  de  bxa^  quelque  foit  l'expofant p* 

Car  on  aura  a\b\\\^  dix  y^  dx  =_I_X-j 

donc  la  différentielle  f  "y*"  dx  fera  =  _I— ^— ~S  ; 

a 

dont  1  intégrale  eft  =  — ! ,  excepté  le  cas  où 

fl  (p  H-  « -f- 1) 

P  -+-   «  =  —  I  :  car  alors  l'intégrale  efl  =ar 

a, 

87.  TnéoREME.  Si  P  tfi  une'fonSion  quelconque 
€ompofée  de  deux  variables  x  j  ytsr  de  confiantes  ^ 
Cf  awe par conféquent  dV foit  =  Adx-4-Bdy ,U^ 
4ij^rentielle deKdx prifc  dans  la  fupp^fition  de  9 
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conftant  ^  dey  variahle ,  ftra  égale  à  la  différent 
tulle  de  B  d  y  prife  on  fappofant  y  conftant  Gr  x 
variable*  Si  dans  la  fonôion  F  on  fubftitUe  x  -+- 
dx  zu  lieu  de  x,  y  -4-  dy  au  lieu  de  y,  &  que  par 
ces  fubftitutions  P  devienne  P  ' ,  on  aura  d  P  =3 
P  ^  —  P c=:  Ad X H-  B  d 3 . Si  dans  la  fonâion 
P  on  fubftitue  feulement  a;  -*-  d  xz\i  lieu  de  x , 
en  confîdérant  y   comme   conftant ,    &   que  par 
cette  fubftitution  P  devienne  T  ;  eh  fubftituant 
enfuite  dans  T ,  ^  -+-  ^  ^  au  lieu  de  y ,  T  devien- 
dra P  ^  :  puifque  c'eft  la  même  cho(e  de  fubftxtuer 
en  même  tems  dans  P  les  deux  quantités  x  -+-  d  x 
au  lieu  de  :r  &  y  -4-  dy  au  lieu  de  ^ ,  ou  de 
fubftituer  d  abord  dans  P  la  quantité  x  -4-  d  x 
au  lieu  de  x  pour  chapger  P  en  T  &  de  fubftituer 
enfuite  dans  T,^-+-  dy  za  lieu  de  y.  Par  la  même 
raifon  fi  on  fubftitue  aaborddans  P  la  quantité  y 
-^-  dy  ZM  lieu  de  y  pour  changer  P  en  r  ;  en  fubf- 
tituant enfuite  dans  r ,  la  quantité  x  —h-  dx  ?ccl 
lieu  de  AT ,  l'on  changera  r  en  P  '. 

Donc  fi  on  différentie  P  en  fuppofant  x  va- 
riable &y  conftant,  la  différentielle  fera  T  —  P 
&==  A  i  *  ,  &  fi  Ton  différentie  P  en  fuppofant  x 
conftant  &  y  variable  ,  la  différentielle  lera  == 
t  —  P  ==  Bdy.  Mais  parce  qu'en  fubftituant  y  + 
dy  au  lieu  dejy  dans  P&  T,  T  devient  P'  &P  devient 
t ,  &  que  par  conféquent  T  —  P  devient  P  ' —  r , 
la  différentielle  de  T  — P ,  ou  de  A  d  ;r  ,  eft  P  '  — 
t  —  T  -f-  P  ,  en  retranchant  T  —  P  de  P  '  —  r. 
De  même  puifqu'en  fubftituant  dans  P  la  quan- 
tité y  -4-  dy  au  lieu  de  j^ ,  P  devient  r  ,  &  r  — • 
P  devient  Bdy^  &  qu^en  fubftituant  dans  t  &  dans  P 
la  quantité  x  -^  d  x  z\x  lieu  de  jr,  f  devient  P'  & 
P  devient  T»  &que  parconféquent  r  — P  devient  P' 
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,— -  T ,  la  différentielle  de  B  i  ^ ,  ou  de  f — P ,  fera  , 
en  fuppofant  x  confiant  6c  y  variable,  fera,  disj-e,^= 
P '  —  T  — r H- P  ==  Adx; donc ,  &c. 


88.C0ROLLAIRB  I.  Donc  la  différentielle  d  (A.dx) 
prife  en  fuppofant  d  x  confiante  8c  y .  variable  eft 
égale  à  la  différentielle  d  (  B.dy  )  prife  en  fuppofant 
feulement  x  variable  ;  donc  dA.dx  =*=:  dB.  dy , 

ou  ^4^  =  14^^;  c'efl-à-dire,  qu'une  diffère»- 


tielle  Adx  -+- B  dy  ne  peut  être  intégrable  & 
donner  une  intégrale  finie  P  ,  fi  en  prenant  la  diffé- 
rentielle de  A  en  faifant  varier  y  8c  divifant  cette 
différentielle  par  dy  ^  le  quotient  n*efl  pas  égal 
à  la  différentielle  de  fi  prife  en  faifant  varier  x 
&  divifant  par  dx. 

89.  Corollaire  IT.  Si  P  efl  une  fonâion  de 
trois  variables  x  ,  y  8c  j  y  8c  que  par  confé- 
quent  Ton  ait  i  P  ==  A  d  rn-  B  dy  -+-Cif  x  ; 


on  aura  les  trois  équations   1-^ — 1  ssa  l- — i 

dy  ix 

(a  A)  _  (4C)  (dB)  _  (iC)    ^ 

= ,  — - —  =5  ■         ,  en  prenant  I8 

'    dif     '  dx        d\  dy 

différentielle  du  numérateur  de  chaque  fraâion  » 
dans  la  fuppofition  que  Ton  &it  varier  ^  la  feule 
variable  qui  fe  trouve  au  dénominateur.  Car  puif- 
que  Adx  -4-  Btiy+Cii^eflla  différentielle 
de  P,  fonôion  des  variables  x  ^y  8ci ,  fî  on  fup- 
^ofe  ^  confiant ,  le  dernier  terme  s'évanouira  8c 
la  différentielle  dP  kra  =  Adx  ^^-Bdy  ^  8c 

Ton  aura  (88  )  ^^  ==  ^^  ^l  Si  on  fuppofej 

dy  dx 

confiant  9  Bdy  s'évanouira  8c  Von  aura  d  P  =s 
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A  dx  ^jZ  di  5  donc  ^  =  iî^.Sionfuppofe 

X  confiant  9  Ton  trouvera  JP  ==  B  ijr  4-  C  i{;  donc 
idB) _^  jdC)  .  j^^^ g j^ difFérentielle Adx -+• 

B  dy  «4- C  of  9  ne  donne  pas  les  trois  équations 

(dA) (dB)  (dA) (rfC)  (^B)  ^^  (ifC) 

Irfjf  <f»  ,*    di  dx  [    di  dy      \ 

cette  diftérentielle  n'aura  pas  d'int^ale  finie  P.  Si 
ronaAijr4-Bi^  +C7-f-D^9  pour  que  cette 
dififérentielle  ait  une  intégrale  finie  3  il  eft  nécel^ 

r-  P        •   .     ^       •        C^A)        (4B) 

uure  que  1  on  ait  les  équauons  -~-  ==  — —    » 

jdA)   ^^    (iÇ)     (^A)^^(£é)     (iB/__ 

rf?'  rfx    *      dt  dx    *     dx 

(dC)       (iB) (JD)     (iC)        (^D)  ^ 

G^  dt  dy  dt  rf^ 

ainfi  de  fuite  pour  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables. On  doit  donc  avoir  autant  d'équations  qu  il 
£a  de  manières  réellement  différentes  de  combiner 
)s  lettres  A  ^B ,  C ,  D  ,  &c.  deux  a  deux  *.  (  On 
Îeut  confulter  le  Traité  des  Combinaifons  dans  nos 
nfUtutions  Mathématiques ,  dernière  édition  )• 

*  Pour  trouver  ces  combinaifons  il  n'y  a  d'abord ,  çomire 
on  vient  de  le  fiure  dans  le  dernier  exemple  >  qu'à  com- 
parer le  premier  coeficient  à  tous  les  autres ,  chercher  ea-^ 
fiiite  les  équations  que  donne  le  (econd  coefficient  com- 
paré à  tous  ceux  qui  le  fui  vent  $  on  cherchera  de  même  les 
équations  que  donne  le  troifième  comparé  avec  tous  ceux 
qui  le  fuivent»  &  ainfi  de  fuite  >  &  l'on  aura  facilement 
toutes  les  équations  qu'on  cherche.  Voyez  ce  que  nous 
avons  dit  dans  notre  algèbre  lemme  fii.N^.  $9* 


mÊi^tm^ÊÊ^^mm 
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ço.  Lemme.  Suppofant  que  A  eji  une  fonBion 
de  y  ty  de  X  ^  qu^on  ait  trouvé  Vintégrali  Se  K  d  v 
en  confidérant  x  feul  comme  variable  s  fi  on  dijfé» 
rende  cette  intégrale  enfaifant  varier  y  feulement  , 

la  différentielle  dé  S.  Ad  xfera=»  dyS.-^ — -J —  . 

rexprcfllon  (  i  A  )  fignifie  qu'on  prend  la  différen- 
tielle de  A  en  Caifant  varier  feulement  y  dont  la 
différentielle  fe  trouve  au  dénominateur.  5oit  P 
une  fonction  de  y  &   de  ^tr ,  Ton  aura  d  P  = 

Aix+Biy,&^'i^=^^(88);doncJB= 

i-~2 .dxjSceti  intégrant  dans  la fuppofition  de  x 
dy 

feul  variable .    on  aura  B  ==  S.  --^  d  x  ^     Se 

dy 

hdy  =  i y  S.  -7~«  d  Xi  donc   la  différentielle 

dy 

dA 
totale  Ad*  -H B  J^  =  Adx  -4-i  ^\ S. •  dx; 

dy 

mais  S.  A  dx  étant  Tintégrale  P,  Ion  aura  d  (S.  A  dx) 
s=B  J j ,  en  faifant  varier  y  feul  dans  S.  A  dx. 

SoitP=rrr  ax  y^^  Ton  aura  d  P  ==  2  a  y  '  xdx 

Sax'-y^  dy  =^  Adx  -+-  Bdy;  donc  A 


2ay^x ,  B=  3  ax^y^,  dA^^ôay'^xdyi 
en  faifant  varier  feulement^ ,  ^—^  =  6  ay*x  i 

aînfî    Ton     aura    S.     1--.  d  x  =:  ^  tt  y*  ** 

dy  ^      ^ 

(en  intégrant  dans  la  fuppofition  de  y  confiant)  ;  Se 

y      % 

On 
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On  appelle  differthtieiUs  compUttts  celles  qui 
font  integrabtes  dans  l^état  ou  elles  font 

pi*  THÉORiME-  Si  une  différentiels  fie  donrié 
pas  les  équations  dont  on  a  parlé  ti^iejjus^  eUerieft 
fas  corrfpletîe;  mais  on  pnut  iintépirer,  Jr  die  lès 
donne.  La  première  pattie  du  théorcme  fuît  d.â 
ce  qu*on  a  dit  cî-deflus,  la  féconde  partie  fuit 
du  lemme.  Car  fuppofons  la  dififérentielle  a  P  =±= 

'Adx  -♦-'  Bi  y  =i=  Adx  -4-  dy.  Si  i  dx 

(  Par  le  lemme  précédent  )  ;   l'intégrale    P  fera 

=   S.  Ad  X  en    regardant  x  feul  comme  V2- 

rîable;  or  on  peut  évidemment  avoir  l'intégrale 

de  A  ^  ;r  en  fuppofant  que  A  eft  une   fonÔioft 

de   conftahtes  ^    ou    quelle    t\e    contient  d au«* 

très  variables  que  x.  Si  on  trouvoit  plus  de  fa^- 

^  A 
cîlîté  à  prendre  Tinrégrale  de  ^  y  ^*^i  dif  ^  on 

dy 

bourroit  la  prendre  y  cela  reviendrôit  aa  m^me* 

ooit  t<*P  - —  A  d  X  -^  B  dy  =-  2a  xy  dx  t— 
a  ax*  dy^  Ton  aura  S  ^  dx  ==  a  x\y  ^  en  m-i 
gardant^  comme  confiant;  l'on  aura  de  men>0 

S.  Bdy  =r  SJ;) S.  -^é  dx  ==  ax^  y  ^  ed  xe^ 

//A 
gardant  dans  §•  ~^é dx ^sf  (éul  comme  Varlabld 

iy 

&  regardant  dans  la  féconde  intégration  7  feu! 
comme  variabie.Si  l'on  avoit  la  différentielle  d  P  -^rt 
Adx  -H  Hdy  -+-  C  4  ?  >  elle  feroît  conrplétto 

£  l'on  àvôit  m^m,  m = iË> /M  ==i 

dy  dx        rff  dx     d^ 

^2  î  car  îl  fuît  du  lemme  qu'en  prenant  c^n veoa* 

blement  les  ditférentielles  ^  l'on  auroit  dS.dA.dof' 
Tome  IVé  T 
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Cdj;  donc  S.dA.  (fjr==  P,eii  regardant  dans  A, 
X  feiil  comme  variable  &  ainfi  de  même  pour  un 
plus  grand  nombre  de  variables.  ^ 

Ç2.  Remarque  I.  Le  lemme  précédent  Tuppcf» 
que  l'intégrale  P  de  la  différentielle  A  d  x  -fr 
B  dy  eft  une  fonâion  de  x  &  de  y  mêlés  enfemble 
dans  tous  les  termes  de  P ,  &  que  par  conféqusnt 
il  y  a  plufieurs  variables  dans  tous  les  termes  de  ^  P  ^: 

car  C  l'on  fuppofe  P=»  ax^y+  hy  *,  Ton  aura  A«=^ 

2axy^  &  B  =  tfjr*  +2  i^;  orronaS,Adx=s 

S. 2  axy.  dx  ==ax^y  ^Scd.S.  Adx^=^axx  dy, 
en  regardant  dans  S.Adx^y  comme  confiant  Ac 
dans  d.S.Adx^y  feul  comme  variable  ;  donc  on 

auroittf  4r  '  iiy  ==Brf^&ûJc*:î=s=  a ;ir* -+- 267, 
ce  qui  eft  âbhirde  ;  ainfi  quand  dans  une  différen- 
tîelle  il  y  aura  un  terme  tel  que  2bydy  qui  ne 
contiendra  qu*une  variable^  on  petit  fintégneri 
part  comme  ne  Ênlknt  poiflt  partie  de  la  difiemn- 
ttelle }  autrement  Toti  ne  peut  anroir  A  dx  *4-<- 

Bi^===  Aix-+-(fy.S.  — -.    dx-.    S*îl  y    a 

trois  termes  dans  la  différentielle  d  P  =  Adx 
H-  Bipr-i-  Cdï  ,  il  faut  pour  que  la  dé- 
tnonflration  du  théorème  ait  lieu ,  que  chaque  terme 
Contienne  les  trois  variables  x ,  y  ^  ^.  Si  outrd 
ces  termes  il  en  avoit  un  qui  ne  contuit  qu'une 
(êule  variable ,  on  1  intégreioit  comme  ne  éiifant 
pas  partie  de  la  différentielle  ;  &  fi  outre  les  troi^ 
termes  doîit  on  vient  de  parler ,  il  y  en  avoit  deux 

*  Sous  le  nom  de  variables  on  comprend  les  diffé« 
ttatielles  (?;ryif«. 
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qui  renfermaiTtnt  chacun  le^  mêmes  deux  variabJeti  ^ 
6c  V  ^  par  exemple ,  on  leb  intégreroit  à  part  (comme 
ne  faifant  pas  pal-tic  de  la  dift^rentielleX  fi  l^on  avoit^ 

i  l'égard  de  ces  termes ,  l'équation  ^  ==  L'^E  | 

fans  quoi  ils  ne  feroient  point  intégrables.  Mais 
de  quelle  manière  que  la  chofe  arrive ,  (i  on  ne 
veut  pas  faire  toutes  ces  attentions ,  on  peut  fe  con-> 
tenter  de  voir  fi  la  différentielle  propofée  fàtif* 
&it  aux  équations,  du  n"*»  88  &  8p  :  car  aloirs  ello 
fera  complette* 

<P5é  PhoÈLtAté  RtaHt  innnén  une  diféréHnelté 

iu  premier  tordre  A  tant  de  variables  quon  voudra  ^ 

trouver  Jî  elle  eji  complette  on  cjra7f,  Gr  Pimépjer 

brCq^re  cela  arrive.  On  cherchera  fi  la  différentielle 

fournit^  toutes  les  équations  qut  doivent  avoir  lieu 

fdoa  les  corollaires  ci  deffus  (88  &  8    )  $  fi  elltf  ne 

donne  pas  œs  équat  om ,  elle  li'eft  pas  compiette  i  âc 

en  l'abandonnera  ;  (i  elle  les  donne  ^  on  trouvera  fou 

intégrale   ou  exaâa  ^  ou  dépendance  des  quadm« 

turespat  11  méthode  fuivailite ,  qui  revient!  celte 

du  il*.  8j.  Soit  la  dilBSpBntielle  A  dxH-*  B  rf  y  -4^ 

Cij  -K D  du  -+- 8^'c. ,  qu'ion  fuppofe conlfHette } 

en  prendra  llnt^rale  S.  \jixen  (uppoTant  x  feui 

variable  ^  M  prendrai  de  m£me  rititégrde  S.  B  d  y 

•fi  regardant  y  ieul  comme. variable,  on  rejettera 

de  .cette  intégrale  tous  Içs  termes  qui  fe  trouvent 

déjà  'dans  S\  A^  J  x,  ^  on  ajoutera  fe  refte  R  i 

f intégrale  S.  A  dx.  On  prendra  S*  Cxi  ^  en  éôtifî* 

éité^  i  fetri   com*c  -variable  fc  Ton  "  ïfftiiitWiif 

à  S.  A  d  X  -4-  R  tous  les  termes  de  S.  Crf  ?  qui  nd 

le  trhvg^omAt  pfis  dl^j»  dans  cette  pceimàre  ^u^ti» 

tité  ^  pour  avoMf  S»  A'd  a^Hh*  R  -+-  R'.  On  pren» 

•Ta 


^p2 
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dra  S,  D.  i  «  en  confidérant  «  feul  comme  va- 
riable ,  &  rejettaot  tous  les  termes  qui  fe  trou- 
vent dan,  S,^dx-^K-^K',on^]o^t.r.^ 

cette  intégrale  le  refte  R  "  ,  &  1W»'«  «^^ 
en  ne  fuppofant  que  quatre,  variables  ,  fera  — 

S  Ai*  -t-  R  -+-  î^  '  -+-  ^  "  '  ^  '**1"*"^  **"  ^^°"î 
têra  une  conftante  ;  on  continueroit  de  même  s  il 
V  avoit  plus  de  quatre  variables.  On  salTurera 
L'on  ne  s'eft  pa?  trompé  en  prenant  la  différen- 
tielle de  l'intégrale  trouvée,  qui  doit  être  égale  à 
la  différentielle  propofée. 

IL   MÉTHODE.  On  prend  d'abord  1  intégrale 
S  Aix,  comme  on  vient  de  le  dire ,  on  différencie 

5  fidx  en  fuppofant  y  feul  variable  ,  on  retran- 
che cet^e  différentielle  du  terme  B  d  y  &  s'il  refte 
quelque  chofe,  on  prend  intégrale  de  ce  refte 
Sa  même  fuppofition  de  r  fe^lj^-^'^;^ 
défienant  cette  intégrale  par  R ,  on  1  ajoute  i 
sTdx  pour  avoir  S.  A  dx  +  R.  On  différencie  en- 
f'it  ç^  A  J  «  -H  R  dans  la  fuppofition  de  ?  feul 
variaWe ,  on  ôtc  la  difiérentielle  du  ter««C^î. 

6  s'il  y  a  un  refte ,  on  en  prend  Ion  »«eg«';  «•  ^ 
&  l'ajoutant  à  la  précédente .  loti  a  S.  ^.dx^ 
R  _+_  R  '  ;  on  continue  de  même  jufqu  au  dec- 
nier  terme  .&  l'on  ajoute  une  conftante.        . 

Exemple  I.  Soit  la  différentieUe  dy.L.x-*^ 

yi£ -i-,  _iL£5- =  A  i  *  .-+-  Bdyi  en  fai-» 
;  „^  A  —  y  -H- -- — >&B = L.Jf,  ontrouv» 


1^1— ^^   II-  Il    I  III    ■  II  — 
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rfcntiellc  eft  complette.  En  me  fervant  de  la  pre- 
.mière  méthode,  j*aiS.AiA'==  vLat+S. =■ 

bb  -^  X  M 

y  L.  X  -f-îT,  m  étant  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon 
=  b,  &  la  tangente  =x.  L'intégrale  S.Bdy 
prifc  dans  la  fuppofîtion  de  x  confiant,  cft  y  L,jr, 
que  je  rejette  par  ce  qu*elle  fe  trouve  dans  S.\dx. 
Donc  rintégrale  cherchée  eft^  L.  x4-  m  ,  plus  une 
confiante.  On  trouve  la  même  çhofe  par  la  féconde 
méthode. 

Exemple     II.     Soit    la    dlfiifrentiell^ 
^y  dx  --h-x^iv  -4-  5  av^  ^'  d  y  —  ^y  ^\ 

I  ■———■■I  '  '   '  T 

A<£*  -j-Brf7-<-C<fî.  En faifant  A  =a  JL ; 
B«i~  +  3*7*&C  =  — t^,  roo  a  le»  . 

équationi  <^,^  =;;=  <4?.)  ^  i    m^  ^  ^ 

-  ày  dx  î        «î  dx 

rentîelle  éft  compIette%  Je  me  fers  de  la  iêconde 
méthode.  J'ai  d  abord  S.  A  dx  =r=z  11 2  ditféren* 
tîant  cette  quantité  en  ne  faifam  varier  quej,  il 
vient  .^ — £  qu'on  retranchera  de  H  i  y  ^^  ou  d# 


— -j2^  -h-  3  a^  *  i^  ;  il  refte  3  A;y  *  dy  ^  dont 
^intégrale  =  ay  ' ,  qu'on  ajoute  à  la  première  in- 
tégrale trouvée  $.Adx  «=«  ^  ,  la  fommc  eft 


X 


^L2L.  «4-  ^y  ^)  9  dtiférentiant  cette  fomme  dans  1^ 
fuppofîtion  de  ?  feul  variable ,  on  a  — xy  f**  4?  == 
Z^  »  que  je  retranche  de  C  df»  &  comme  U 
iet\  «  je  tiQ  puU  pas  en  prendre  Tintégrale 
pour  rajouter  à  f  intég;rale  D }  donc  ^  -h  a  jr  • 

tSi  rintégrale  cherchée^  On  trouveroû  la  mfime  iiH 
f  ^rale  par  la  première  méthode, 

|)  X  B  M  P  L  E  m.  On  propof^  la   di£GfrentielIe 
fi^^x  "^  ^xx  dx  -+-  bfdy  -H  acydy 
axi%  -4-  i^y  ài  -+-  Il  '  if  H-  2\u  du 

il   d tt  =*=  A  4  ;r -+- B 4^ -H  C 4 1 -H  D  i«, 
a£aifanta^-t-3  jp*  =  A,fcf  -+-  acy==:B, 


I 


yQi,*a)eséquations  <i^j>=>-^c==:o/^^ 

(JC)  ,^1  (<») ('«»«=  o  («ÏQ («'D) --. 

donc  ia  dilFérentielle  propofée  eft  exaâte.  Je  me 
|çrs  encore  de  U  ieconde  méthode»  ft  fai  S.  A^=sa 
41 :5^  jf  H-  *  ,  dont  la  diiïerentielle ,  en  fai&ot  va- 
rier 7  feul ,  eft  ==  o.  IVetranchant  o  de  B  d  v  , 
^1  refte  Biiy  9  doîit  Tintégrale  çn  fuppo&nt  >  nul 
variable ,  eft  =  h^^y^^  cy\  L'ajoutant  i  la  prc- 
9\ièrç  méf^aip  qu'on  vient  dç  trouver  ^^  îl  vient 
^:{^Ar  -H*jf  *  -H^î.^  -4-  c^  '.  Diff^rentiant  cette 
i^u^tité  en  ne  ^faot  varier  que  i^  loa  a  axds^bydi} 


•«■ 
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cette  quantité  étant  retranchée  de  Cd?,  il  reftera 
u^d[y  dont  l'intégrale  en  confidérant  i^  léul  comme 
variable ,  eft  u  ^  :^ ,  qu'on  ajoutera  à  la  fomme  déjà 

trouvée  #  pour  avoir  a  i^x  -4-  x  ^  H-  ^  ^  v  -+- 

cyy  +  u  II  ^.  DifTérentiant  cette  fomme  en  fup* 
po(ant  u  feul  variable ,  il  vient  2  :^  u  i  a  qu  oa 

retranchera  de  D  i  k  ,  il  reftera  ^  u  d  u  dont  Tin-* 
tégrale  u  ^  étant  ajoutée  à  la  féconde  (bmme ,  donnç 

rintégrale  cherchée  =  a[x  H-  * '  -t^  b^y  — h- 

^y  *  H-  w  :j^  -+-  u  * ,  à  laquelle  il  faut.fuppofec 
qu'on  a  ajouté  une  confiante.  On  doit  toujours 
fuppofer  qu'on  ajoute  une  confiante  à  chaque  in- 
tégrale ainfi  que  nous  l'avons  dit  ailleurs.  On 
trouveroit  la  même  chofe  par  la  première  méthode^ 
&  l'on  pourra  employer  Tune  ou  l'autre  félon 
qu'on  le  trouvera  plus  facile. 

94.  Dans  la  fuite  nous  appellerons  équation 
difi^rentielle  une  formule  différentielle  égalée  à  o  s 
Cependant  nous  la  désignerons  fouvent  par  le  mot 
d'équation.  L.orfque  la  quantité  qu'on  différencie 
efl  égalée  à  o ,  la  différenciation  peut  en  faire  difpa- 
rentre  quelque  fa'âeur  mêlé  de  variables  qui  mul- 
tiplie  ,  ou  qui  divife  tous  les  termes  de  l'équa* 
tion  différentielle.  Par  exemple  >  Il  on  différencie 

la  quantité  ax*  —  ix'y-^e.   Ton  aura  la 

difïérenticlle  .2  axdx*^  2  h  y  xdx  —  bx^  dy. 

Mais  fi  Ton  fuppofe  a  x*  —  bx* y  -H  e  =  o  ^ 
i\>n  aura  l'équation  diffi$rentiélle  2axdx  — 
2  hyx  dx  —  bx  x  à  y  38=  o  ,  laquelle  étant  di-^ 
vtfée  par  le  faâeur  commun  8e  variable  x ,  fe 
réduit  à  1  «  ix''^:xby  d'x^^b xdy  ==0.  De 
nitsRe  en   égalant  à  o  la  fonâion  différentielle 
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par  le  faâeur  —JL ,  Ton  a  l'^quatioq  différi 

ïcntielle  axix  -+-  bydx  —  ex  y"-  dy  =  o.  La 
^Formule  di^r-^indx-'-^mdu^  dans  laquelle  n 
&  m  font  des  quantités  conuantes  ou  variables , 

i5tant  égalée  à  o,  &  divifée  par  e  ^  "''*  ,  e  étant 
le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  œ  i, 
donnera ^ç.c"*""'^  -r-^nijcc ""*»*''. —  ^-rs-urf*  ^ 
fndu^  dont  Tintégrale  eft  je  ^^  •  ^' -— 5.  e - '. »i*  ^^^^^ 
C3«  O  ;  'car  en  dififérenciant  cette  intégrale ,  multi- 
pliant enfuîte  p^r  e  ^ "'' '  ,  on  a  la  différentielle 
propofée.  Nous  n'avons  pas  ajouté  de  confiante 
4an?  Tintégrale ,  le  LeÔeur  doit  y  fuppléen  Ainfî 

Ton  ^  iv^  ^^••^-^,  S.  c-^*^'.miu-+.Ç, 
Ç  étapt  une  confiante^ 

^f*  Il  eft  évident  qu'on  peut  par  les  méthode? 
du  problème  précédent  întégrej:  une  équation 
différentielle  quelconque  du  premier  ordre  A  Jx+ 

Brf;y-+-Crfî-^P4w+  &c.=?o,lorfquelle 

fournit    les    équations     I£â>==i^    (^ 

■        ^    ^  ♦"       iy         dx  ^  1^  — 

^,  &c.  Mais  fi  1^  diflFereaçielle  Adx+  B  dy+Scc;  . 

étant  çonfîdérée  comme  n*étant  pas  ==  o  ,  ne 
fionne  pas  ces  équations ,  on  ne  doit  pas  çonr 
clure  quelle  neft  p^s  intégrable  lorfquon  la  con- 
Cdere  comme  ==  o  ;  car  (94)  il  pourroit  fe 
felfÇ  q^'?l'ç  eût  pef4u  un  fsftpur  variç^ble  que 


Calcul  Intéckal.  ^(j'j 

i^ous  défignerons  par  P  ;  de  forte  que  (i  on  retrour» 
voit  ce  faâeur  P  ,  en  multipliant  1  équation  diffé^ 
jnentielle  par  P ,  on  lui  donneroit  la  forme  V  Ad  x 
-4-  PB^^f  -f-  PGf ç  -4-  ?Cdu-^  &c.^=o, 
qu'elle  avoit  avant  la  divifion  ,  ce  qui  la  ren- 
droit  complett^  &  elle  donneroit  les  équations 
f^A)  _  (^PB5    (JPX)  _  WPC)  ^        . 

"TT^T^r-^—rfj JT'^'''  '^"* 

font  néceflaires  pour  qu'elle  foit  complette.  Do 
?nême  il  peut  (e  faire  que  Téquation  différen- 
tielle A.4  X  -H  B  dy  =  o  ne  donne  point  Té- 


^nation  ^£^  =:  ^î^ ,  quoiqu'on  la  multipliant  p^ 

un  faâeur  convenable ,  il  (bit  poflible  de  la  rendit 
intégrable.  Soit  Kdx  -K  B  dy  -=r  a  jr*""  ^y'  dx 
-t-  bx"^  y'^'^  ^d  y  =  o  ,  il  eft  évident  qvie  cçttç 

équation  différentiçlle  ne  donne  pas^^=^^^, 

ày      ^    dx 

Mais  fi  gn  multiplie  tous  fes  termes  par  le  facr- 
teur     ^   ,  ,  elle  donner^  enfuite  cette  équation 

y 

ic  (èra  par  çonféquent  intégrable  ;  car  on  aura 
a.' 1 r^  ==  p ,  ou  a  L,  *  -+-  b  lj.y  ==»  C 


C  Ceft  une  confiante  )  ==  L.x^  y^^ 


*  On  doit  feire  attention  que  l'expreflion  — , — -  fi-» 

gnifte  qu*on  prend  la  différentielle  du  numérateur  en  ùd-^ 
iàqt  varief  feulement  1^  variable  dont  l^  difiçrentielle  (b 
trouve  au  dénominateur,  &  qu'en  divife  enfuite  ladifté-^ 
tcntielle  du  numérateur  parle  dénominateur.  Il  en  eft  de 
fncmc;  pour  les  autres  expreiiions  de  cette  nature* 


■■■ 
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p5.  Remarqub,  Dès  qu  on  a  trouvé  un  faâew 
f  qui  rend  intégrable  une  équation  difFérentielle,oa 
peut  en  trouver  une  infinité  d'autres  PV  qui  auront  la 
même  propriété,  en  prenant  pour  V  dans  ces  fa(Seur$ 
une  fonâion  quelconque  de  1  ïntégrditS^f^KdjHrBiy)^ 
Pans  l'exemple  précédent,  f  n  faifa^  V  =  *'jy  *»  lo 

hStcur  ^!LJL  ,  aura  cette  propriété.  Si  Fon  fait  Y 


«"> 


ar*'^  -"•' 


-^  *'7" .  le  fadeur  *^^  =»*•"—;?*' -' 

aura  encore  la  même  propriété;  or  Ton  peut  donner 
àr&xune  infinité  de  valeurs  fuccetlives;  donc&c. 
de  même  on  peut  aufll  prendre  pour  un  autre 
feâeur  le  produit  de  P  par  une  confiante  arbitraire. 

97.  Soit  Féquation  différentielle  zadx  — — 
^hydx  — 'bxdy  =OjO\x  A  dx  +  Bdy=:o^ 

len  faifant  2a — 2  by  =  A  &  B  =  —  ix  ;  donc 

fott  a  j~  ==  '—a  t ,  8(  -j-^^n^h  jainfi la  diffc* 
dy  *      dx 

rentielle  Adx  H-  B  dy  n*eft  pas  exade* 


On  ne  doit  pas  conclure  cependant  qu*en  muV 
pliant  Téquation  ditferentielle  propofée  par  un 
multiblicateur  P  ^  on  ne  puiflè  pas  la  rendre  in-^ 
tégrable« 

Ayant  fait  la  multiplication  par  le  faâeur  P  ; 
on  aura  f  Adx  -+-  PB/r  =0,  &  cnfuppo- 
Jânt  que  cette  équation  cufférentielle  efl  corn-*. 

pïette ,  il  viendra  ^^4^  ==  ^^^  ^    ^^ 

V  (dX)^A(dF)  ^  P(iB>_   B(dFy 

dj  dj       "*        rf»  d» 


^^tmmmumm^f^^tmi^mÊm^^^mmtmmmÊmmmmmmm^it^mmimmmmtmmmmmmm 


^a 


O  "^9  équation  que  f  appçKerai  (R)  »&qui  fer^ 
d*une  grande  utilité  pour  déterminer  P  :  car  la  diffi-* 
culte  ^fi  réduite  à  prendre  pour  P  une  fonâion  de  x^ 
&  de  ^  aflez  générale ,  avec  des  coëfficiens  &  des. 
expolans  indéterminés  ^  pour  que  cette  fondioa 
feue  évanouir  touf  tes  termes  homologues  de  Téqua- 
tion  qu^on  vient  de  trouver,  &  fourniOè  des  équa- 
tions paf ticulières  pour  détermine^  le3  coefficient 
A;  les.  ^xpoTans  iodéterininés. 

Prenons  pour  P  dans  lequatioa  difr<fremlnl^ 

propofée ,  ia  fonâion  x^'y''  ^  m  ^  n  étant  de» 

expofkns   indéternûnés  ».  oou^^  awons  v*=^ 

*»*  y      >  dx      ^y  '       »  ""rfj;       *™ 

^2t;r'"y%&  ®JyZla=l~fcmy•x*.Doncré- 
quation  R  deviendra— 2>:c  "•  y  •-4-2fln;r  •^"  "*  '  — ^ 
:zbnx'^  y'^'^^bx'^y'^-^bmy''  x**  =  Oj^ou-*^ 

bx'^y'' — T.hnx'* y"" ^hrax"^ y"*  -4-  2anx'^y'''^^ 
o«  Eb  égalant  à  o  tes  termes  homologues  »  00 


*  On  peut  donnes  i^eetse  éqjoatiiQn  imc  ^tie  forme  plus 
(mple  :  car  en  diTifaoi  le&  deux  termes  de  Tccpiatioa  pto-^ 
poGÎe  par  le  multiplicateur  de  ^T^ce^uieft  tou  jouis  ailc>oa 
«usa  B  =:;^  &  iBss:  oidonc  CQ  eflE^aot  U  voifième  «ermtgi 
fubfticuantL  s  /au  lieu  4e  B  ^  {^  Ha»rpcftnt  >ooaoiwet» 
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on  aura  \ç$  équations  —  b-^  2bn  -H  bm  •=*  o ,  & 

aanx'^y^''^  =^  o.  Donc  2^n  =  o,  o\in=^o* 

Ainfi  Tcquation  —  fc  — -  2  bn-h-bm  ==  o ,  devient 

—  A -4-  im  =  o,ou  t  m==fc,oum==  i.  C'eft 

pourquoi  le  faâeur  P  ^=  «•"•jy'eft  =x^*  =a:, 

&  1  équation  différentielle  complette  fera  zaxdx  — 

zbyxix  —  b  x^  iy  ==■  o.  Et  parce  que  o  eft 

la  différentielle  d'une  confiante  C ,  (  laquelle  peut 

%xm  être  ^^-=  o )  ,  Ion  aura  en  intégrant ,  tf  x *  — 
hx^  y  7=-.  Ç,  Si  l'on  n ajoutç  pas  de  confiante ,  il 
faut  toujours  la  fuppofer. 

Si  Ton  avoît  Téquation  différentielle  by  ix  -+- 
txày  =  o  ,  qui  n'efl  pas  complette  ,  on 
trou^eroit  par  un   calcul  femblable,  que  P  =1 

**y»  =  _L,  &   Téquation  difiérentiellç  comr 

vsy  ■ 

,         r-      .    hyix^-cxiy  ^        h  dx 

pictte  feroit ^  «=»  o  ,    ou   

ci  y 

~-=0,  dont  rintégrale  efl  fcL,A:+cL.^=:L,:ir*j^'« 

p8.  Soit  lequation  diflerentielle  à  trois  va- 
riables Kàx  --H  B d jK  -K  C i  ^  =  o ,  dans  la- 
quelle la  fonâion  différentielle  Kix  -♦-  B  iy  -t- 
G  ii  ^  ne  foit  pas  une  différentielle  complette ,  ^ 
qu'on  veuille  la  rendre  intégrable  en  la  multipliant 
par  un  faâeur  P.  Supposant  la  chofe  faite  ,  ta 
dîfférentieUe  P  Ad*  -h  PBijf  -H  PC^it,  fera 
complette  ;    donc  on  aura  lés  trois   équations 

(<f>PA) (i.PB)    (i.PA) Ci. PC) 

__  __,  __ .j—.. 
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(d.PB)       (if. PC) 


T  A(iP) 

''y 


II. 


m. 


B0P) 


PÇiA) 

PÇ^B)  . 


,  ou  les  tron  iûivantes  : 
_  BC^P)    ^  P(iB) 


_C(^P) 
CC^P) 


"7 

La  .première  donne  v-— ^ 
P(^B)       PCiA) 


P(iQ 

B(aP) 
A<{x 


«■     >■ 


ega- 


Par  la  .troiGèine   Ion  a 

Aux  a  û  j» 

(^) B (J P)        P(iB)  ___  PÇiC)  g 

<;-  Cdj    ~^    C^/ç  Cdy 

lant  ces  deux  valeurs  de  ~-^ ,  multipliant  enfuîte 

par  A  &  par  C  ,  Ton  trouvera  facilement  Té" 

CP(iA) 


^  ,,        CB(dP)  ^  CP(tiB) 
(luation i i.  + 


dx 

AB(iP) 

ri     " 


dx 

AT(dB) 


La  féconde  équation  donne  —-: 

dx 


V(dA) 


dj 

A?(dC) 
A(dF) 

Cdi 


-  UA^.  Subfticuant  ccitc  valeur  de  ^^ 
C  dx  dx 

dans  l'équation  précédente  ,   Ton  trouve ,  après 
avoir  retranché  de  part   &  d'autre   la  quantité 

- — ^ L  ,'  divifé  le  tout  pai:  P ,  &  tranlpofé. 


1 
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,,.  •    .      .     V  ,     B(iC)        C(iB) 

léquauon  de  concfatioQ  — -^ — i ^ ^ 

^  dx  dx 

A(iB)      B(.iA)  ^.    C(dA)     A(iC) 


d^  di         '         dj  dy        "    ^ 

qui  fait  connoitre  la  relation  que  les  qUantitâ 
A  9  B  9  C  doivedt  avoir  entr'elies ,  afin  que  la  pro- 
posée foit  intégrable  ;  de  manière  que  (i  cette  équa- 
tion n'a  pas  lieu  -,  il  n'y  a  aucun  faâeur  qui  puifle 
rendre  la  propofée  intégrable.  On  voit  par-la  qu'il 
y  a  une  infinité  d'équations  difTérentielles  à  trois 
variables  »  qu'il  eft  impoilible  d'intégreré 

Ainfî  étant  propofée  une  équation  différentielle 
à  trois  variables ,  on  verra  fi  eHe  eft  complette  ^ 
c  eft-à*dire ,  fi  elle  donne  les  équations  dont  on  a 
parlé  ci-defFus  (  89  }  »  dans  ce  cas  on  l'intégrera 
par  l'une  des  méthodes  du  problème  précédent.  Si 
elle  ne  les  donne  pas  ,  on  examinera  Ci  elle  donne 
l'équation  de  condition  dont  on  vient  de  parler.  Si 
c^tte  équation  a  lieu  »  on  cherchera  le  faéteur  F 
par  la  méthode  des  indéterminés  ;  (feft-à  dire  en 
prenant  poor  P  une  fbnâion  des  variables  x^ybi\^ 
avec  des  e»)ofans  &  àes  coeificiens  indéterminés  » 
comme  on  le  dira  bien-tâtr  Si  TQquation  de  cou» 
dition  n'a  pas  lieu  ^  on  abandonnera  la  propofée 
comme  impoifible. 

Remarque.  Si  C  =  Oi  c*e{Wà-dîre  ,  fi  fai 
propofée  ne  contient  que  deux  variables  xêcy^ 
alors  d  C  =^  o  :  car  on  peut  confidérer  o  comme 
une  tonftante  ;  &  l'équation  de  condition  devient  o 
«=^  o  ,  équation  îdcntîiaue  qai  (  V^  Partie  Cakuî  » 
N*.  67  )  fait  voir  que  c  eft  un  théorème  &  item  \A 
problème  i  c^eft-Â-dm^  qu'une  éqùati<^  difierefttiellé 


mmtmtÊtÊmatttn         *        tmtmmÊt^mm^m 
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i  deux  variables  peut  toujours  deYenir  înt^prabb 
par  le  moyen  d'un  faâeur. 

pp.  En  général  étant  donnée  une  équation  dl& 
férenticlle  Adx-H-  Bdy  ^^  C  d^-4-  Ddu  Sec 
à  tant  de  variables  qu'on  voudra ,  on  examinera 
£  elle  eft  isxaâe ,  dans  ce  cas  on  l'intégrera  par 
le  dernier  problème.  Si  elle  n'eft  pas  exade ,  pour 
favoir  fi  elle  peut  le  devenir  par  la  multiplication 
d'un  faâeur  variable  P  ,  on  fuppofera  la  chofe 
faite,  &  que  VAdx-^VBdy-^TCdx-^ 
P  D  à  u  *-i~  9ec.  eft  une  différentielle  exaâe.  Il  eft 
évident,  par  ce  qu'on  vient  de  dire  (fS),  que 
toutes  les  différentielles  de  troîs  termes ,  telles  qu« 
PAdx-^VBdy^TCd^.FAdx^  FBJy 

-t-PDJu,PB</^H-PC^Î-^PDitt,&c  * 

qu'on  peut  former  en  prenant  trois  termes  quel- 
conques dans  l'équation  propofée ,  &  les  multi* 
pliant  par  P  ,  feront  des  diiférencielles  complettes 
pourvu  qu'on  regarde  comme  confiantes  toutes  les 
variables  dont  les  différences  ne  fe  trouvent  pas 
dans  les  trois  termes  ;  donc  on  aura  autant  aé^ 
quations  de  condition  femblables  à  celle  dont  on 
vient  de  parler  (p8)  ,  qu'il  y 'a  de  manières  de 
prendre  les  lettres  A,B,C,  D,  fcc.  trois  à  trois* 


*  Le  nombre  de  ces  combinailbns  peur  un  nombre  m 
de  lettres  eft  égal  au  coefficient  — ^ ^  ' 

du  quatrième  terme  du  binôme  de  Newton.  Voyee  et 
que  nous  avons  dit  fur  le  binôme  de  Newton  dans  fa 
première  partie  de  cet  ouvrage  ,  &  notre  Traité  des 
Combinaiibns  dans  nos  Inftitutions  Mathématiques. 
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. * 

Si  la  propofée  ne  donne  pas  toutes  ees  équations ,  H 
ft'y  a  aucun  fadeur  qui  la  putfle  rendre  intégrable.& 
on  doit  l'abandonner.  Si  la  propofée  donne  toutes 
les  équations  de  condition  ,  on  cherchera  P  par  la 
méthode  dont  nous  parlerons  dans  la  fuites 

loo.    Il  e(l  inutile  d'examiner   R  toutes  lei 
équations  de  condition .  telles  que  — t ""** 

^■^-ï — ^-^  -4-  &€•  =  0 ,  ont  lieu  i  parce  4ue  quet- 

3ues-  unes  de  tes  équations  fuivent  héceiTairemeht 
es  autres.  Soit  l'équation  différentielle  à  quatre 
variables  \dx  --^B  dy  -^Cd^  +-  'Ûdu=-^=o^ 

3ui  par  la  combinaifon  des  lettres  A ,  B^  C ,  D 
onne  les  quatre  équations  dé  condition  fuivantes« 

^             .'      B(rfC)         C(rfB)         A  (/B) 
La  première  -j^j^ ^HT  ^  -^  - 

te(rfA)  •       C(rfA)         A((fC)         ^       ^  -     .    . 

de  l'équation  Jidx  -H  B  ^^  -f-  C  d  j;  =  o. 

^      ^        ..  B(rfD)         ï)(rfB)         A(rfB) 

La   féconde     j    ■    >— ^  '    1  ^    H*-  -ri —  -—* 

dx  dx  Au 

h'ik)        D(rfA)         A(dD) 

-— f-  -— ^ —      .        =  o  g   qu  on  me 

au  dy  dy  '    •* 

de  Téquation  A  i  x  -+-  B  J^  -4-  D  iu  =31  o^ 


•  .^.        C(rfD)  D(iC^  ACrfC) 

La  troiCème  -4 — ^ 7 — -  -4-  "4 — '  — *-* 

4  r  a  X  au 

-j^  -H  -j^ -^  =.«►,  qui  vient  de 

l'équation  Xdx -+-  Cdi^lûdu «=  o. 

u 


y 
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La  quatrième  ^^^2i£C)B(rfÇ)      • 

dy  dy    ^    du      -^ 

t)  (  (f  B  )       B(rfD) 
d^     ""^     d  j     ==0,  quedonrie 

l'équation  B  d^ -f- C  rf  î^ -+- D  i  M  ==  o. 


Si  l'oft  prend  à  volonté  trois  de  ces  éqUatîotis 
de  condition  ,  la  quatrième  s'enfui\ra  néceflaire- 
ment.  Prenoni ,  par  exemple ,  les  trois  premières. 

Si  l'on  prend  dans  la  première  la  valeur  de  —  , 

qu'on  égale  cette  valeuf  à  la  valeur  de  la  m/me 
quantité  prife  dans  la  féconde ,  qu'on  multiplie 
le  réfultat  par  C  &  par  D ,  qu  oh  tranfpofe  dan^ 

le  premier  membre  le  terme  -    '<"  ^'J^  ^  -^'^^ 

tnette  dans  le  fécond  membre  tous  les  termes  oii 

ix  fie  fe  trouve  pas ,  il  viendra  £^Li^  _^ 

Bp(rfC)  _^  CAf^D) T>MâC)       g  ^  (  ^  A  ^ 

dx  dy  dy       '^       du 

CA.yy)  DA(^B)       D'fecrfA)    _ 

tipliant  par  B  la  troifième  équation  dé  tonditioti 
&  tranfpofant  dans  le  fécond  membre  tous  les 

termes  non  affeâés  de  dx^  Ton  trouve  —  j      \ 
BDjrfC)      •    BC(dA)         ÈAfr"- 


a  V  du  du 

BD -rfA)    4.    ,       ,         .         j    Br(^D> 

—  — x; — :•  tgalantlcs  valeun  de  ^-r- — -  -• 

B  r,"  j  c)      ^ 

— ^  ^i >  efiaçant  les  quantités  égales    ui  fe 

Tome  IK  jif 
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trouveront  dans  les  deux  membres  de  l'éçiua- 
tion  ,  divifant  par  A ,  tranfpofant  tous  les  termes 
dans  le  premier  membre  &  les  arrangeant ,  il 
C(rfD)         D(rfC)  B:</C) 


viendra  -^ j^^  -^      ^  ^ 

-n--^-^ -jp=o,qmeft  laqua- 

trième  équation  de  condition.  Si  l'on  prenoit  trois 
autres  équations  de  condition ,  il  en  réfulteroit 
également  la  quatrième.  Ainfi  p0ur  favoir  fi  une 
équation  différentielle  à  quatre  variables  quW 
fuppofe  n'être  pas  iatégrable ,  peut  le  devenir 
en  la  multipliant  par  un  faâeur  if ,  il  fuifira  d  exa* 
miner  trois  des  quatre  équatidns  de  condition 
qu'elle  donne.  On  peut  prouver  de  même  que  de 
dix  équations  de  condition  que  donne  une  équa- 
tion difTérentielle  à  cinq  variables  il  futfit  d'en 
vérifier  Hx  ;  car  les  autres  fuivent  toujours  de 
celles-là.  De  vingt  équations  de  condition  que 
donne  une  équation  différentielle  à  (îx  variables  ^ 
il  fuSit  d'en  examiner  dix.  Et  en  général  le 
nombre  des  variables  étant  m  ,  le  nombre  des  équa* 

tions  de  condition  néceflaires  cft '         ♦ 

ICI.  Lorfquune  équation  différentielle  à  plu-- 
fieurs  variables  donnera  les  équations  de  condition 
néceffaires ,  on  prendra  pour  P  une  fonâion  gé- 
nérale compofée  de  toutes  les  variables  de  la  aif- 
férentielle  avec  des  expofans  &  des  coefficiens  indé- 
terminés» qu'on  tâchera  enfuite  de  déterminer  par  le 

moyen  des  équations  -jy-  «s  -^^,  Tf"^ 
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— 2 *  &C.  redmtes  aox  éqaations  — -r 4- 

AÇrfP)        fHB)        B((?P)      P(iA)        A{rfP) 

s=  -j — '  -t-  -j — ■'  ,    &c.    Mais  il  n  eft  pas 

néceifaire  d'employer  toutes  ces  équations  dont 
le  nombre  feroit  celui  des  différentes  manières 
dont  les  lettres  A  ,  B ,  C ,  D ,  &c.  peuvent  être 
prifes  deux  à  deux  *  ;  il  fufBra  d'en  employer  un 
nombre  moindre  d'une  unité  que  celui  des  va*- 
riables  de  l'équation  différentielle  propofée.  En 
eâèt  ,  £i  l'équation  différentielle  Adx  -^Bdy 
-4-  Cdi  ==  o ,  eft  poflîble  ,  elle  donnera  les 

.   ^       .       (rfPA)         (rfPB)      (rfPA) 
trois  équauons -j^  = -^^  , —JY—   =t 

(rfPC)      (^PB)         tfPC)     ^   p.        .      j 
^^  ■  >  "77"^==  "77"»  &  réquation de coo- 

j-  -        B(<fC)         C(i/B)    ^    . 

dition       if^ 21i 1-  &c.  =  o;  or 

(  1 00  }  9  cette  équation  de  condition  fuit  des  trob 
premières  ;  donc  réciproijuement  une  quelconque 
des  trois  premières  fuît  des  deux  autres  &  d/ç 
réquatipn   de  condition?.  Ainfi  fi  deux  des  trois 

*  Si  le  DoflDbte  des  Ictères  eft  m  >  ces  lettres  peuveoe 
^trc  prifes  deux  à  deux  un  nombre  ie  fois  -^ — *"    ■ 

Voyez  dans  la  première  partie  ic  cet  ouvrée ,  ce  qa'ori 
a  dit  fur  le  binôme  de  Newton ,  &  le  Traité  des  Com» 
biaaifbfis  de  nos  Inftftutions  Mathématiques. 

Va 
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premières  équations  ont  lieu ,  comme  Téquation 
de  condition  eft  fuppofée  avoir  lieu ,  la  troiflème 
aura  nécefTairement  lieu  ,  &  fî  P  fatisfait  aux 
deux  premières  ,  P  fatisfera  à  la  troifîème.  En 
général  fi  le  nombre  des  variables  eft  m  &  que  P 

latistafle  a  m—  i  équations  "^r^  ==  '  ^^     » 

(rfPA)  (d?C)     .         nr    •  r        ^  i 

~ 3=  ^ — ' ,  &c. ,  P  fatisfera  a  toutes  les 

a  ^  dx 

(i?A)          (d?B)   ^       .  .  ,.. 

équations  -j =  -^^ ,  &c.  de  manière  quil 

fuffit  pour  déterminer  P,  d'employer  un  nombre  d'é- 
quations moindre  d'une  unité  que  celui  des  variables 
que  renferme  l'équation  différentielle  propofée. 

102.  Quant  à  la  forme  qu'on  doit  donner  au 
fadeur  P  ,  on  ne  connoit  pas  de  méthode  gé- 
nérale pour  la  trouver.  Dans  les  cas  particuliers 
on  pourra  eflayer  ,  comme  nous  avons  fait  ci- 
deflus  ^9":)  ;  mais  on  réulfira  fouvent  par  la  mé- 
thode fuivante.  L'on  prendra  pour  P  une  frac- 
tion -rr-  dont  le  dénominateur  foit  une  fonâion 
M 

pofitive  fans  divifeur  variable  ,  &  d'un  degré  au- 
deflus  des  fondions  A ,  B ,  C ,  &c. ,  &  qui  foit 
une  fonâion  de  toutes  les  variables  qui  fe  trouvent 
dans  ces  fondions ,  avec  des  coefficiens  indéter- 
minés. Cette  règle  eft  fondée  fur  les  deux  re- 
inarques  fulvantes  qui  dérivent  de  la  nature  du 
calcul  diflfèrentiel  :  i®.  on  a  obfervé  que  la  plu- 
part des  fondions  qui  n'ont  pas  un  xertain  fadeur 
commun  à  tous  leurs  termes ,  n'ont  pas  non  plus 
ce  fadeur  à  leurs  différentielles  ^  d'où  l'on  peut 
conclure  que  dans  le  grand  nombre  de  cas  où 
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cette  remarque  a  li&u ,  la  difierentielle  P  A  d  x 
"PB  dy  -r  F  C  d^  -T~  &c.  qui  a  le  fadeur  com- 
mun P  à  tous^  fes  termes  »  l'aura  auffi  à  fon  in- 
tégrale que  nous  défignerons  par  V  :  car  (î  P 
n*étoit  pas  un  (àâeur  commun  à  tous  les  termes 
de  la  fonâion  V  ,  il  ne  feroit  pas  non  plus  un 
fadeur  commun  à  tous  les  termes  de  la  d^éren- 
tiellc  d  V  =  P  A  ix  H-  PB  (f  jj  -*-  &c. 
a**.  On  a  remarqué  que  fi  une  fondîon  V  a  un 
dénominateur  variable,  la  différentielle  dV  de 
cette  fonâion  aura  un  dénominateur  qui  fera  un 
multiple  de  celui  de  l'intégrale  V.  Ainfi  fi  V  = 
ax      ,  ...  aydx—axày  , 

• — y  Ion  aura  i  Y  =  -^ ^50u  Ion  voit 

y  .  yy  . 

que  le  dénominateur  y  y  de  d  V  eft  multiple  du 
dénominateur  y  delà  fon^on  V.  Donc  fi  en  fup- 
pofant  ces  deux  remarques  »  on  met  au  lieu  au 

fadeur  P  la  quantité  —  ,   dans   laquelle  m  &  n 

font  des  fondions  pofitives  des  variables  qui  en- 
trent dans  une  différentielle  d  V  propofée  ;  par  la 
première  remarque  m    fera  un   fadeur  commun 

de  la  fondîon  V  dont  la  différentielle  =  —  Kdx 

n 

m  ^   ,  m 


— B  i^-H-^  Ci^ -H   &c.  5  &  parla 

fécond  remar^  n  contiendra  le  dénominateur  3e 
la  fondipn  Y,  Si  Ton  divife  la  différentielle  d  Y 

«^=  — -  Ad  *"  •+•  &c.  par  fon.  intégrale  Y  ,  m  dit 

paroîtra  du  numérateur ,  &  /z  fe  divifera  par  le 
aénominateur  de  Tintégr aie  ,  de  manière  qu'il  ne 
reftera  au  dénominateur .  qu'une  fonâion  M  d'uQ 

V 1 
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degré  de  plus  que  les  fondions  A ,  B ,  C ,  &c.  *  ; 

car  la  quantité -^ ,    qui   ré- 

dV 
fuite  de  cette  divifîon  eft  t?   ,  ou  la  difE^ren- 

tielle  du  logarithme  de  Y;   donc  elle  doit  être 

dV 
d*un  degré  au-defTous  de  funité  *  *.  Mais  -y-  == 

d  •  L .  V  eft  la  différentielle  de  L  .  Y  ;  donc  k 
théorème  ci  defTus  (  pi  )  a  toujours  lieu  ^  8c  à  la 

place  de  P  Ton  peut  fubftTtuer  -^-.  dans  les  équa- 

tions  que  donne  le  théorème  ^  M  étant  une  fonc- 
tion pofitive  la  plus  générale  des  variables  qui 
entrent  dans  ^  V,  &  d'un  degré  d'une  unité  de  plus 
que  A ,  B  9  C ,  D ,  &^  avec  des  coefficiens  indé- 
terminés ;  &  s'il  y  a  des  radicaux  dans  A^  B,  C  »  &c 
il  faudra  qu'ils  entrent  dans  M  en  fe  combinant 
avec  ^9  y  9l[  9  &c.  de  toutes  les  manières  poifibles; 

Ijonc  au  lieu  des  équations  — ^ —  -H  — j 

==    ^^   + — j— ,  &c ,  en  mettant  la  quantité -j- 


J  V  X  j 

y   ^~*  Ji,  Or  ici  les  fooftions  A  &  B  font  évidém«^ 

ment  du  premier  degré ,  &  jt^  =  M  eft  du  (ècond  degré. 

"**  On  ne  regarde  pas  les  différentieiles  dx,  djt  &c. 
comme  augmentant  le  degré  de  la  fonâion;  Binû  xdst 
eft  ttne  fonâion  du  premier  k  nmu  du  (ècond  degré. 
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i  la  place  de  P  ,  —  ^     à  la  place  de  d  P ,  & 
multipliant  le  tout  par  M  M,  on  aura  les.équa- 

^     '      ay  a>  dx  dx 

M(rfB)         B  rfM)         M(/C)         C(<fM)    ,.      ^ 

iff  dj  d^  dy 

déterminera  par  ces  équations  les  coefficiens  de  M 
&  par  con(équent  le  fadeur  M  lui-même.  On  mté- 

grera  eofuite  la  différentielle  complette  -y*  =3 

A  rf;e-hBrfy-f-Crf?  ■+-&€.  •     ,         j 

""iS P^'  quelqu  une  des^é* 

tliodes  du  dernier  problème.    . 

103.  Soit  propofé d'intégrer  Téquation  xdx  -+* 
hy  dx  — f-  mx  dy  H—  nyd y  H—  p  dy  =  o  *  , 
ou  Adx'-h' B dy  ==  o ,  en faifant  A  ==  x  -♦- 
hy.  Se  B  ==  mx  -+-  ny  -+-  /?.  Puifque  A  &  B 
fpnt  des  fondions  du  premier  degré  de  x  8cdç  y  , 
il  faut  prendre  pour  M  Une  fonôion  générale  de  x 
&  de  ^  de  deux  degrés  avec  des  coefficiens  indé* 
terminés  b  ^c ,  &c. ,  laquelle  fonâion  dçvant  être 
un  faâeur  dé  l'équation  pyropofée  ^  peut  être  fup- 
pofée  ==  o ,  &  Ton  peut  délivrer  fon  premier 
terme  de  coefficient.  Suppofons  M  =x*  -+- 
b  xy  H—  c  X  -t-  ey  *  +jy  H—  g;  on  aura  par  ces 


*  Si  le  terme  x^x  avoit  un  multiplicateur  confiant; 
en  divifknt  tout  par  ce  multiplicateur ,  on  lui  donne- 
roir  la  forme  de  l'équation  différentielle  propofée  qui  eft 
I9  plus  générale  de  (on  ordre  ^  fi  un  terme  tel  que 
mx  dj,  par  exemple»  manquoit ,  onfesgitmssai&c» 

V4 


^*v 
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mu 


r       i;  .       idA)        .  (dB)  (dM)       . 

fwpppfmon$  ^  =  A,  ^-  =  TO ,  i^^^  Jj, 

»  V-^-/»  J^  ==  ^  *  -+-  *^  -+-  tf   Subftî tuant 


,  j         i.^        •      M(JA)         A'rfM) 

ces  valeurs  dans  1  équation  — ^j — -  — •  — i — ^-^ 

M(rfB)    .      B((?M)  .        ^  ,,^  •'^  , 

^j"^^; 1 ^^      =  o  * ,  on  aura  1  équation 


o.  Si 


danr.i:ette  équation  on  fait  chaque  terme  =  o  i 
on  aura  fix  équations  du  premier  degré ,  A-4-  m 

1^-^  ^  0=  o,  a  n  ^ï— 2  e==  o ,  A  c  «—/+ ap  =  o, 

hg^-^mg  -+-i>  c  ==  o  ,  qui  donneront  les  cqeffl- 
ciens  A=;=fcH^m>  cg=g  f  "^^^  ,   e  s=ss  n: 

fubftituera  dans  la  valeur  (ie  M  =s;^jr  +  Ary  +  &  Cji 

(ubftituant  çnfuite  celle  de  M  dans  ^^^^^  on  aura 

Al     ' 


»  rf^». 


Ceft  la  même  que  réquation  N  (  lo») ,  en  traûfi 
ppfant  les  termes. 
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t=      j^  "  H jjp-'  Pour  intégrer  roii  prendra 

félon  le  dernier  problème  ^  l'intégrale  da  premier 
terme      w      en  fuppofant  jr  léul  variable  j  pre* 

nant  enfuite  Tintégrale  de  -ri^   en  regardant  y 

ieul  comme  variable  ^  l'on  fuivra  là  première  mé^ 
thode  du  dernier  probléine^  Or  en  faiunt  hy  ===  g. 


ïot"— n 


on 


aura  ^' =  <flL£2i5.   Les  fadeuis  du  dé. 
Dominateur  de  cette  fraâioti  rationoeUe  font  x 

^/^  [~: q  j  ;  &  fuppofant  le  premier  =  x 

4-  r ,  &  le  fécond = * + r ,  la  dififérentielle  —  fera  =3 

M 

(     ^^^     ^dr ^  —  ^   yrfr4-   ^ — ^     V 

lÏjT^  dont  l'intégrale eft  =  /-~  ■)  L.  (x  -+-  r) 

(^ ^)  .  L.  (r  -♦-  r  ).  Subftituant  dans  cette  in- 
tégrale les  valeurs  de  r,  tf  &  r,  &  enfuite  celles 


de  i^&f,onaura 


/^i  im-i 


\^  !V/(A-4-m,^. 
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^— .£ V^ (/i-+-m)*  —  4'')1-  Cette  quan- 

tité  étant  égalée  à  une  confiante  fera  Tintégrale 
cherchée  :  car  en  diiFérenciant  on  trouvera  Téqua* 
tion  différentielle  propofée  ;  ainfi  il  feroit  inutile 

de  prendre  l'intégrale  du  terme  -rr  • 

104.  Les  équations  particulières  font  fouvent 
eonnoître  la  forme  du  multiplicateur  P  cherché* 
Reprenons  pour  le  faire  voir  l'équation  générale  de 

...        P(rfA)  A(rfP)  F(rfB) 

condition  - 


dy  dy  dx 

^^  Suppofons  JP  =  TixH-Vij^,T&V 
étant  des  fondions  de  x  &  de  ^;  il  fuit  de  ce  qu'on  a 
dit  ci- deffus  (  88 )   que  ^=T,&^^^  =  V; 

donc  en  fubftituant ,  l'équation  précédente  devient 

^^^^Kam       UI^^ut    ^    BT-AV 
+  AV  =  ~j -f-  BT ,  ou 


dy    -^'-^—    dx    -•--*»"«         p 

=5  ^p-  —  -T~  ,  équation  que  j  appelle  (N)  &  qui 

fuffit  pour  déterminer  P  dans  les  cas  particuliers.  Si 

Ton  fuppofoit  ~  =  -j-^  ^  ce  qui  eft  le  cas  des 

équations  différentielles  complettes ,  Ton  auroit  BT 

^A  V  3cro,T  =  o,V=-o,&</P-r-TrfAr 

•4-  V  J  y  ==r  o  ;  donc  alors  P  eft  Tunité  ou  •  unç 

tonftante  quelconque.   Il  eft  «ifé  de  voir   qua 
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pour  intégrer  une  équation  différentielle  à  deux 
variables  ;i:  &  ^  qui  n'eft  pas  abfurde  ,  il  fuffit 
de  fatisfaire  à  l'équation  N ,  ce  qui  eft  toujours* 
podîble ,  quoique  l'on  n'ait  pas  de  méthode  générale 
pour  cela.  Cela  réuffit ,  facilement  lorfque  Tune  des 
variables  ne  pafle  pas  le  premier  degré ,  comme  nous 
le  ferons  bien-  tôt  voir.  Il  en  eft  de  même  lorfque 
les  équations  font  homogènes ,  c'eft4-dire  ,  lorfque 
chacun  de  leurs  termes  eft  de  même  degré  par  rap* 
port  aux  variables. 

Soit  l'équation  différentielle  py""  dx  -4-  qydx 
H—  rdy  c=  o ,  telle  que/7  9  qSc  r  foient  des  fonc« 

tîons  de  X  lèul  fens  y ,    nous  aurons    j—  ==3 

d-y 

npy        "+"î>7~  =  dx'         fanant  cooune 


ci-devant  d P  =  Tdx  -+-  Y  dy  ,  l'équation  N 

devient ^^ -^    -^ii-  npy  "  -  »  ^-  q —  .% 

Soit  P  =  ry**  ,  t  étant  une  fonâion  de  x  Cansy, 
on  aura  T  ==-^-j- ,  &  V=*=  mty  *-  '.  Subftitiiant 

ces  valeurs,  on  trouve  l'équation  -- — '^mpy  "^^—mq  =s 

npy  "  ■"  '  -H  j  —  2 — •   Pour  faire  ufage  de  cette 

équation  il  fismt  fuppofer  n  ==  —m,  &  l'on  trouvera 
en  divifant  par  r  ^  multipliant  par  dxic  effaçant  les 

.,         it  (t  -^n)  (jdx       dr       , 

termes  mutiles  ,  —=1  -  —  — ;    donc 

'  t  r  r 

en  intégrant,  L.  t  ==  S,  — ""^  —  L.  r  == 

S.  2—2 — •.  L,c  —  L,r^  (c  étant  le  nombre 


■■• 
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dont  le  logarithme  hyperbolique  =  i).  Donc  t  =a 
i.^(t-n).S.^'.  ^  puifquen=— .  m  ,il  eft  vifiblo 

que  P=  fy"  fera  ^tllc^*—"'^^'^.  Mul- 

r 

tipliant  la  propofée  par  ce  faâeur  &  intégrant  » 
ron  aura^m  c('~«)S*T^  h- s!('-^  X 

e('-">^--*r^=r  C.  L'intégrale  S.  ^—  ne  fup- 

pofe  que  les  méthodes  qu'on  a  déjà  données  pour 
intégrer  les  différentielles  à  une  feule  variable^ 
de  forte  qu'il  eft  aifé  d'avoir  cette  intégrale. 

La  méthode   dont   on   vient  de  faire  ubge 
réuffit  facilement  lorfque  l'une  des  variables  ne 
monte  qu'au  premier  degré.  Car  (i  Ton   fuppofe 
n  ^rr  o ,  l'on  aura  — -•  m  =  o  ,  &  par  conféquent 
-rf-  m  ~-=  o  ;  donc  dans  ce  cas  le  faâeur  P  fera 
r=:ty  ^  -=■  t  ;  c'eft  à-dire  une  fonôion  de  x  fans  y 
&  la  propofée  deviendra  pdx  +  q  ydx  +rdy  «=  o  ; 

donc  l'intégrale  fera^  c  ^-^  H-S.  (F^ .  c  ^'H^y 

s=C.  Sin  =  I ,  l'on  aura  i— n  =0 ,  &  la  pro- 
pofée krapy  dx  -^  qy  d  x-H rd*=o,  &  le 

fadeur  P  ==  -i- .  Multipliant  Téquatîon  différen- 

•r 

délie  précédente  par  ce  &âeur ,  on  la  réduira  à 
cette  forme  — — - — .  <  .  f  -4-  — —  ==  0 .  dont 

rintégrale=S.  ^J"^$^^f  h-  L.  y==rC. 
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loy.  On  peut  quelquefois  fimplifier  les  métho- 
des précédentes  en  partageant  la  propofée  en  plu- 
fieurs  parties  intégrable^  féparément*  Soit,  par 

exemple , inéquation  py^dy^p'y'^'^^  d  x  -i-» 

f  " y^  ix  ==f  o ,  dans  laquelle p,?'  sP"  font  des 
fondions  de  x ,  ^  &  r  dès  expofans  quelconques. 

On  eflayera  le  fadeur  P  y  • ,  P  étant  une  fonc- 
tion de  X  fans  ^  ,  &  n  un  expofant  indéterminé. 
Et  pour  plus  de  facilité  on  fera  n  =  —  r ,  de 

manière  que  ce  fedeur  devienne  P  y  ""  *"  ;  il  cft  aifé 

de  voir  qu'il  fufHra  de  divifer  la  propofée  par  j  '  & 
de  regarder  P  comme  le  fadeur.  Divifant  de  plus 

parp  &  faifant  J—  =  ty  i~=«=rt',&  multipliant 

par  P  ,  la  propofée  devient  V  y  ^^^  à  y  — f— 
p  ;^4-r-H..  ^x^j^Yt^  dx=^o.  MaisP  étant 

une  fondîon  dex  ,¥  r  Me  fera  auffi ,  &  S.  P  r/  i  ar 
fe  réduit  à  Tintégrale  d'une  différentielle  à  uno 
feule  variable» 

La  difficulté  fe  réduit  donc  à  rendre    côm« 
plette  la  difiFérentielle  Pj^  «  -  '  rf^  -4-  r  Py  ^  -  '  "  "  i;r  j 

or  cette  différentielle  fera  complettefî       .'  — 1  =£3 

d  p 

ou  fi  -—  ===  (  q  —  r  H-  i.)tdxi  donc  en  inté^ 
grant ,  L.  P  =  S.  (q  —  r  H—  i.  )  t  dx  =a 
S,C  —  ''  -^^  )f(fr.L.c;doncP=-^r»-'î-»'-^ïï''/'^ 

Donc  en  fubftituanc  cette  vgleur  de  P  dans  Téquaf 
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^uation  difiérentielle  réduite ,  &  intégrant  ^  ,  on 

^q —  r-+-  1/ 

Soit  maintenant  les    deux  équations  i  X 

(b^  X  -+-  c^y)t  dT  =:^ o ,  T  étant  une  fonâio^ 
de  la  variable  r  ;  je  multiplie  Tune  de  ces  équationt 
dîfFerentieileSy  par  exemple,  la  première  par  une 
quantité  confiante ,  mais  indéterminée  g;  Tajou- 
tant  entuite  à  la  féconde,  je  multiplie  «le  réfultat 
par  P  que  je  fuppofe  une  ionâion  de  r  ^  on  trouvera 

l'équation (gP -t^/P).  dx  ^+-  (ga?  ^+-  a'  ?).dy  + 

{(giP-Hfc'P).JC^(gcP^«cM  )y.)  X 

T  dt  ==-  o  (A).  Si  Ton  fuppofe  maintenant  que 
cette  équation  eft  complette ,  oo  aura  les  équa- 
tions fuivantes. 

7t  dx 

**•   -j r  j:,'    •  ■       ■■■■■■■■  * 

dt  dy 

TTT    />(gP-»-/P)  i{zaP^a'?) 

dy  d  X 


'^m 


*  On  intégrera  les  deux  premiers  termes  comme  s'il 
n'y  en  avoir  pas  d  autre;  on  peut  inrégrcr  le  troificmc  par 
la  méchode  des  différentielles  à  une  feule  variable. 


9 
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t  étant  regards  comme  confiant  dans  la  tro^ème 
téquation ,  &  P  étant  une  fonâion  de  c ,  il  eft  évi- 
dent que  les  deux  membres  de  cette  équation  font 
égaux  à  o  9  c'eft-à-dire ,  que  la  dernière  équation 
devient  o  ==  O.  La   première   équation   donne 

^£lIfl!lJ!^==P(g&H-iO,la  féconde  donne 

^P-^g^;^^'>==(gcH-cOP>Doncy  =. 


d  p 
ces  valeurs  de  -^  ,  &   divifant  par  dt ,  Ion  a 


-1 j. —  «=  £f ^  ^  équation   du  fécond 

degré  qui  en  ôtant  les  fraâions  ,  &  confidérant  g 

comme rinconnUe, fera connoître  g;  g  étant  connu^ 

j  p 

on  connoîtra  P  :  car  de  Téquation  — g— 
dr.   Ton  tire  en  intégrant,  L.  P 


ihïlll.tL.c  ,ouV  ==c^  ^g-^f^\    Donc 

Téquation  A  eft  complette  &  fon  intégrale  cft  ==s 
(gP-H/P).x-+-(gaP-H^'P);^  =  C,en 
fuppofant  que  g  défigne  une  valeur  de  g  trouvée 
par  Téquation  du  fécond  degré  dont  on  vient  de 
parler.  On  auroit  de  même  Tint^rale  par  Tautie 
valeur  de  g ,  il  n  y  auroit  qu  a  fuppofer  g  ^l 
à  cette  nouvelle  valeur  g  ' ,  &  au  lieu  de  la  conf- 
tante  C  écrire  C  '  dans  Tintéerale  qu'on  vient  de 
trouver.  Au  moyen  de  ces  deux  intégrales ,  on 
éliminera  facileoient  Tune  des  inconnues  x  ou  y. 
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Suppofons  qu*on  ait  éliminé  or ,  on  aura  une  équa^ 
tion  en  ^  &  r ,  qui  fera  connoitre  la  valeur  de  ^  en  t  ; 
fubfticuant  enfuiie  cette  valeur  dans  la  première 
ou  la  féconde  intégrale  ,  on  aura  la  valeur  do 
X  en  u 

\o€.  R-c  Marque.  Il  eft  quelquefois  très-commode > 
de  partager  une  équation  dirfirentielle  en  olufieurs 
parties  j  &  d'examiner  ii  on  peut  les  rendre  couplette^ 
{^parement  par  un  faveur  commun  :  car  alors  Tin- 
tégration  pourra   devenir   fort  aiiee.    Soit   l'équation 

difrcrentiellefl>A^-fn3A:^i-f-fA:*'"  ^y^ix-^gt'^yf*'^  dyr=zo, 

je  la  partage  en  deux  parties aydx  -^hx  dy^cx*'^^ yf  dx-k* 

gx  j^"^^  dy.  Si   Ton    multiplié   la    première    partie 

par  jc'**""  >  jF  *"— «  cUe  devient  ay^»  x*»"*"  *  dx  -H 

jjp4i.y>'t-i  jj,dontrintégraIe  =  —  x^"^*".  La  fe- 

conde  partie  devient  intégrable  en  la  multipliant  parle 

faâeur  x*'^"*^jf  '"'"''  *.  Maintenant  pour  trouver  un 
fiidleur  commun ,  je  fais  fl/i  — 1=  cm  — tt,é/i—  i  =^ 

,                  cm — i/-f-i           £m— p-f-T 
gm — pî  donc  /i  = — s^  » '  I 

-  flP—  bu  —  a-f-S      «  *        iv 

donc  m  =  -^ r ,  oc  par  conlequent  n  ^^ 

— — ~ ; 2.,SQbftituantccs  valeurs  de  to  &  de  n  dans 

ag — bc 

les  taéteursci-defTusy  ils  deviendront  égaux  ^  &  l'on  aura 
unfaétcur  commun  qui  rendra  l'équation  completce,& 

fon  intégrale  fera  ~  x*"y  "' -h-Lje^^y^^ssC.  Ait 

refte  une  équation  différentielle  totale  multipliée  par  un 
£àâeur  devient  fouvent  compiette  quoiqu'aucune  de  fes 
parties  ne  puiffc  être  compicttéc  féparément. 


n  &  m  font  des  quantités  indéterminées.        . 

n 
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Î07.  H  eft  plus  facile  de  trouver  les  conditions  que  dok 
avoir  une  équation  pour  pouvoir  devenir  complctte  par  Id 
moyen  d'un  faâeur  donnée  que  de  trouver* généralement 
le  faâeur  qui  doit  rendre  compleite  une  éouation  difiTéren- 
tieUe  #un  ordre,  donné  lorfque  cela  eft  poitiblè.  Pour  don** 
ner  une  idée  de  la  méthode  qu'on  ocut  uiivre  dans  certains 
cas  nous  allons  rélbudre  le  problème  fuivanté 

io8.  PROBLBMC.  fi^lyTyt  itojit  fujfofés  ies  foiiBiont 
de  X  9  déterminer  ces  fonâiions  de  manière  que  Péqûation  dy  -4- 
yydx-^idxss^  o  devienne  complette  en  la  multipliant  j^at 

un  faâeur  F  =5 » .  L'on    aura   l'équation 

-Ji- — i  =  — i- — ù  ,  ou   en  fubftitu'aht   Ifes  valeurs  m 

P&deA,^  d.  f-.^l±l^W    *    i î j 

dy       XU-^jf-^rJ       dx     jjyy-i-qy-^r 

on  prend  la  différentielle  du  premier  membre  en  fai-* 
fant  varier^  feul,  &  celle  du  fécond  en  regardant  9t 
fcul  comtne  variable.    Donc  %y  (jyy  *+-  9^  -+-r)  -*- 

polant ,  ôtant  la  fraction ,  réduifant  &  ordonnant  paf 
rapport  ii  y,  Û vient , 

qyy dx   ^xry  dx   —  qtdx  ^ 

'^yydf  '^zptydx-h  dr         >  ±=  o. Suppofons maiil* 

^ydq  J 

tenant  que  T,q,r  Se  t  (ont  tels  que  les  co-eflicients  de 
chaque  puiifance  de^^  ibient  ^=0.,  Ton  aura  qyydx  ^ 

yy dp  =::o,  ou  qti^  —  •—^,  L'on  aura  aufli  '^qtdx'^ 

j   _^  rfr  — rff  ,         — rfr 

cr=iîo,oug=--j —  s=  — ~-  >  ou  ap=  -» * 

^        tdx  dx  ^  t        ^ 

&  t  =  -——.L'équation  0=  —  -5-^  donne  &  =  ^   ^  . 
rfp  ^  ^  dx  ^         dx   * 

en  fuppofant  dx  confiant.  Subftituantla  valeur  de  dq 

&  celle  de  t  dans  l'équation strdx'^ip  tdx-^  dqxst  q, 

Tome  IV%  X 
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que  donne  la  (èconde  colonne  de  l'équation  cUdeflus> 
il  vient  1  rdX"4-        4 —  -j-^=:o,our4p-t-pflr= 

^\    ^ .  L'intégrale  du  premier  membre  eRéÈrf,8c 

^V    wm   ^f 

.  il  cft  facile  de  voir  que  celle  du  fécond  eft  =  -j-j  -H  C» 
xomme  on  le  trouvera  en  revenant  de  rintégrale 
à  la  différentielle  ;  donc  l'on  a  rp  =  ~rT-*"Cour 

rfp*  C  dv  dr       C 

'""4f.rfx*  p  *'  dx  '  dp       pp 

rfp*                 ddv        p         - 
j    X Ta*  •  Suppolons  maintenantp  =  u  u , 

M  étant  une  fonâion  quelconque  de  x»  nousauronsp=  uu;  q 

xudu  ^     _   C        rfii*^  C  ddu   ^ 

dx  u*        ûjf*         u+       li.fl** 

valeorsétant  fubftituéesdans  la  propolSe  au  lieu  dep,  ;,  Vy  i, 

VA              dy-^yydx'+'tdx  -  , 

1  équaaon  -^ — "^ =  o  fera  complette. 

Db  cb  qu'on  pbut  fairb  lorsqu'il  y  a  tkop 

DB  DIFFICULTÉ  POUR  TROUVER  LE  FaCTEUR 
QUI  DOIT  RENDRE  COMPLETTE  UNE  ÉqUATION 

Différentielle. 

top.  On  peut  chercher  la  relation  qu'il  y  a  entre 
les  variables  deréquationpropofee.  Si,  par  exemple, cette 
équation  ne  contient  que  deux  variables  x  Scj ,  on 


équation ,  ou  intégrer  1  éqw 

iio.  Soit  propofé  d'intégrer  Téquation  difiérentielle  1^ 
ckux  variables  A(/x"*  + Bdf^»-h  C(/x"  /f^*— • -f- 
'D  rf*  ^;y  •  ~  ^  4-  fcc.  =0,'  qui  contient  les  différentielles 


jaj 
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^«  &  ^^  élevées  i  des  expo&ns  dont  la  fomme  dans 
chaque  terme  eft  m ,  les  co^ficieas  A  ^  fi  >  frc.  étant 
des  fonâions  de  x,  ou  jSmplement  des  confiantes*  Je 

fuppofè  -j-*  =îj,  ou  ^Î7  =  jrfaf.    Subftitiiant   cette 

valeur  de   ij   daiis  l'éqtation  propofée^  elle  devient 

Adr»-f- B^Jx*-f-Q  "•  -  »  rfr  »  -f-Dç'"  -  p  (fe  »«-+-  &c.=  o. 

ouendivilantpar  dx»,  A-4^Bî'»H-Cj"''"*-t-D^»-"^ 

-H  &c.  =3  o  9  équation  \  deux  variables  ;  &  «r.  On  trou-* 
vera  donc  par  cette  équation  la  valeur  de  ^  en  x  &  conf> 
tantes.  Subftituant  cette  valeur  dans7^;t>  on  aura 
une  différentielle  \  une  feule  variable  dont  Tint^rale 
fera  =j' ,  puifque  iy  =  jrf:c. 

Soit  réauarion  A  d :tf  *  -f-  B  rfjr  *  -+-  C  rf* rfy  =«=  o ,  on 
aura  dans  l'équation  générale  »  D=£o>mattft>n  =  t> 
&  en  faiiant  «fjrs=^t7x>  fubfiituant  cette  valeur  &  divi- 

fent  enfuite  par  <f  x  * ,  on  trouvera  A  -*f-  B  ç  *  -h  Cj =0* 

ou  ç  *  H-  -^  sa  —  -g  .  Refolvant  cette  équation  par 

la    méthode    du    fécond    degré  9  il   vient   \    s= 
—  C   ±  |/"  (  ce  — 4  AB  >         .  * 

— ± ,    iy    =    jrfx    =a 

-"Cd* ±  dxl/^(ÇÇ— 4AB)  — Crfx      _. 

;:!       :        '>*=^ — tb"  * 

s.    àx}/'(ÇC-^AB)    ^  ^  conftame.  Suppofoqe 

A=J,C  =fl,  B=î  — ,lonAuradjf= rt 

« —  ^  (  tfa«—  i&r)  y;&in«égtaiit  ^ea  ajoutant  ia  .confiante 
E,j  =  E— aL.x±:S.— -  .  J/^(tffl— >  ix).pr 

«i.  ^i;  ^■^j*^"!^  -Û  «*  A»c  facile  d'avoir  la 
Talaur.de  jri^i  icft4ottb|e^  comme  il  eft  aife  de  le  voir. 
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De  la  Méthode  de  M.  Nevton  d'inté«rer 
PAR  LES  Séries  ,  les  Équations  différen- 
tielles QUI  CONTIENNENT  PLUSIEURS  VaJEIIA- 
BLES  DANS  LEURS  TeRMES  AVEC  LES  DIFFÉ- 
RENCE; DE  CES  Variables  élevées  a  d£$ 
Puissances  quelconques. 

HT.  La  méthode  dont  il  s'agit  ici  fe  trouve  dans  le 
•Traité  de  la  Méthode  des  Fluxions  tr  des  Séries  infinies  ; 
Elle  fuppofè  la  théorie  des  fuites  ,  &  ceux  qui  ont  lu 
la  première  partie  de  cet  ouvrage ,  (ont  très  en  état  de 
la  comprendre.  Si  Téquation  différentielle  contient  Quel- 
que fraâion  rationnelle  ou  irrationnelle,  dont  le  déno- 
minateur loit  complexe  >  il  faut  la  réduire  en  fuites  ou 
fériés  infinies  par  la  formule  du  binôme ,  ou  par  la  di- 
vifion.  S'il  y  a  des  radicaux  ^ui  renferment  des  quan- 
tités complexes  »  on  les  réduira  en  fériés  par  la  formule 
du  binôme  de  Ne¥rton  Si  1  on  a  befoin  de  trouver  les 
racines  d'une  équation  affèâéeyc'eft-à-dire  qui  contient 
deux  variables  y  comme  fi  on  demandoit  la  racine  jr  de 

réquation^'  -f-fl  *jF-f-<ix^— *'  -f-x a*  ,  qui  donne  ji 
X  x^ 

=    tf  — 1 -f-  &c ,  on  trouvera  ces  fortes  de 

4        H* 
racines  par  des  fériés ,  8c  cela  en  employant  les  métho- 
des de  la  première  partie  de  cet  ouvrage. 

Lorfque  l'équation  difiërentielle  contient  deux  varia- 

dy 
bles>  il  faut  mettre  tl'un  c6té  k  rapport  -p-  &  de  Tau-^ 

tre  la  valeur  de  ce  rapport  exprimé  par  une  fuite  ffnie 
ou  infinie. 

.  .  Soit  l'équation  iy^  -4-  axdx^ij  -f-  a*  dx^ijr  — 

»3dx'-f-ia'  dx^=^o,  divifant  t«ut  par  Jx*  Scfai- 

d  y 
ftnt   j»^  =  î,il  vient ?•  -hfl*î-f-tftf  ?—*'-+-«  <*'• 

Prenant  la  racine  i  de  cette  équation  afEcâée ,  on  trouve 
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à  y  *    .    **    ^     1  3  1 5f  ' 


^  dx  ^       6 ^a         s  i2<i* 

Dans  ta  fraâîon  —y^  ,  nous  appellerons  quantités  rela- 

U  X 

tives  dy  tiXdi  variable  y  dont  la  différentielle  eft  au 
numérateur»  &  quantités  corrélatives  dx,  Se  x ,  dont  U 
diâtrentielle  fe  trouve  au  dénominateur.  Mais  dans  la 

fraftion  j— ,  r  &  rfx  feront  les  quantités  rdàtivcs  , 

y  &  dy  les  quantités  coffélatiyes. 

112.  Soit  maintenant  Téquation  dx'^dy^^xdx-^ 

ydx-hx'^  dx  ~hxydx.  =  o.  Pour  la  diipeftr  comme  on 
vient  de  le  dire  (  m  ) ,  je  divife  tout  par  dx  &  j'ai  en 

tran(po(ant  -^  =  r  —  3x-+-j-f-ifx-H  xy.  L'équatîda 

étant  ainfi  préparée  >  1^.  On  difpofera  les  termes  fuivant 
les  dimcnfions  des  variables  x  &jf^  mettant  en  premier 
lieu  ceux  qui  ne  (ont  pas  affeâées  delà  variable  relative 
&  cnfuite  ceux  où  cette  variable fê  trouve» en  commen- 
çant toujours  par   ceux  dont  les  dimenfions  font  les 

plus  petites.  Ainfi  dans  l'exemple  propofé^  on  écrira  -^=s 

t  — j  x-^xx  '^y'^xy. 

X*.  Ayant  décrit  un  reftangle  ABDC  (Fie.  11  ) 
8e  l'ayant  divifé  comme  on  le  voit,  écrivez  dans  Té  rec« 
tangle  borifontal  K  B  P  R  la  (ùite  des  termes  où  la  va- 
riable relative  ne  fc  trouve  pas.  Ceftici  i  —  3  x^x  *; 
écrivez  aufTi  de  haut  en  bas  dans  le  reâangle  vertical 
ERSP,rautre  fuite  de  termes  -^y^^xy  ou  fe  trouve 
la  variable  relative. 


*  Voyez  ce  qu*on  a  dit  fur  les  fuites  ,  Picroicrc 
Partie  y  Courbes  Algébriques  >  N^  ^x  &  fuivaots.  Si 
Ton  réfou»  réquation  du  troifième  degré  >  en  regardant  { 
comine  rinconaue  9  on  pourra  réduire  en  férié  la  valeur 
de  ;  qui  couûendra  les  radicaux  de  la  formule  de  Cardan^ 

X4 


■!■■■■■ 
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«^«•■■IhdlfA— ^IMMMI^HSI^Va^HfaBMRAfcMH^BMpHpaipI 


3*^. Prenez  le  premier  terme  i  delà  fuite  horifontale, 
iDultipIiez-i0  par  la  variable  x  corrélative  &  dfvifez  le 

5  rodait  par  lexpo&ntde  la  corrélative  dahis  le  même  pro* 
uit:  ici  on  divifera  par  i.  EcriVc^s  le  réfulcat  x  dans  le 
fcâangle  horîTontal  NHDM ,  à  cdté  de  y  >  vous  aurez  le 
premier  terme  de  l«i  férié  qui  doi$  exprimer  la  valeur 
4e  la  variable  relaitive  y. 

4^.  Pour  avoir  le  fécond  terme  de  cette  iSrie ,  fubfti-» 
tuez  dans  tous  les  termes  de  la  fcrie  verticale  y  'h  xy 
placée  dans  le  re^ngle  E&SP»  le  premier  terme  que 
vous  veoe?  de  trouver  au  lieu  de  la  variable  relative» 
&  écrivez  la  valeur  de  chaque  terme  du  réfultat  dans 
le  reâangle  RSC^F  à  côté  cm  terme  oui  Ta  donné,  8c 
dans  le  rân^  qui  convient  à  la  dimennon  de  la  varia- 
ble corrclauve  dans  cène  valeur.  Dans  notre  exemple 
le  réfultat  ièra  x  -H  x  x  *  on  écrira  *f*  x  à  côté  de  y  au 
iècond  rang  (bus  le  terme  — -  |  ;i?  de  même  dimenfion, 
&  le  terme  '^xxk  côté  de  xy  fSom  le  terme  -h  ^«  de 
même  dimenfion  de  la  fuite  borifontale  i-— 3  «•4-wx. 
Prenez  enfuite  dans  le  reâangleKSQB,  lafommedes 
termes  dans  lefquels  la  variable  corrélative  a  la  plus  po» 
tite  dimenfion  après  le  plus  bas  terme  de  la  fuite  hori-' 
Ibntalc  qui  eft  ici  =S3 1  :  cette  (bmme'fèra  dans- notre 
exemple -^5  jt  -H  je  =s  —  i  x,  comme  on  le  voit  au  fceond 
rang  isais  le  reâangle  des  (ommes  SNMQ.  MuIdpUes 
cette  fomme  par  la  variable  corrélative  »  &  ajrant  iiiviiS 
le  réfultat  par  l'expolànt  de  la  corrélative  dans  ce  même 
réfultat>  écrivez  le  quotient  dans  le  reâangle  NHD  M 

I>our  le  fécond  terme  de  la  férié  qui  doit  exprimer  la  va- 
eur  de  y.  Dans  notre  exemple  on  multipliera  —  1  x  par  ;ir 

&  divifant  le  produit  -^  »x*  par  l'expcfaot  %  de  x» 
l'on  écrira  -—  xx  pour  le  fécond  terme  de  la  lérie  cherchée, 

j^.  On  fubftîtucra  dans  la  férié  ^ -h  xy ,  le  fécond  terme 

•^  *  »  de  la  (cric  au  lieu  de  la  variable  jf  ,  &  on  écrirai 
}a  valeur  de  chaque  terme  du  réfultat  à  coté  de  leur 
correfpondant  &dans  le  reâangle  RSQF,  &  au  rang 
qui  convient  à  la  dimenfion  de  la  variable  «orrélative, 

pans  notre  exemple  en  fubftituanc  •«  «  *  dans  la  fi^rie  jf 

?^p?ji:igniw«  les  termes  -^if»,*  *^if»>  on  écririi 


«M 
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**-x*  à  CQiéàtji  (bus  le  termt  +  x^  de  même dimen^ 
fioQ  dans  la  fuite  horifontalc  i  —  3  x  +  xxy&  le  terme 

—  X  '  à  côté  de  xj,  &  au  quatrième  rang.  Enfuite  Ton 

i>rendra(ians  le  reâangle  KSQB  la  fomme  des  termes  dans 
efquels  la  variable  corrélative  a  la  plus  petite  ^menfion 
apiés  ceux,  dont  on  a^  pm  la  Ibmme  dans  l'opétatioa 
précédente  s  c*efi-à-dire»  quand  on  a  voulu  trouver  le  fé- 
cond terme  de  la  férié.  Cette  fomme  eft  ici  xx  — xx  -f* 
xxss»x^  On  la  multipliera  par  la  variable  corrélative  ;tf 

&;•  Foo-  dÀvifera  le  produit  x  '  par  Tcxpofant  |  de  x  dans 

le  même  produit ,  Tcm  écrira  le  réfultat  j  x^  dans   le 

redèangle  NHDM  pour  le  troiiîcme  terme  de  la  féric. 
cherchée.  £n  opérant  de  même  on  trouvera  le  quatrième 

çûime'— .i-x^i  &  aiiilîdcfiin:e,&  Ton  auraj^  =  x  — 
XX-+-ÎX»— i  x^H--"-xî  — &c. 

Voici  la  raifon  de  ce  procédé  :  puîfque  -^  =:  i  —  3  x 

dx 

-4r»*-t-j-l-xjf,  Tona  dj=i  dx  -h^xdx  +  x^  dx-^, 

jhdff  -+•  x^dx ,  &  e»  iacégnint  il  vienty  sst  x  ■—  i x*  -t* 

7  X  >-+•  S.jdx  -f-  Se  xyix ,  d'odi'on  voit  que  x  eft  le  premier 

•  tcrme^dc  la  férié  qu*oaditrchc,&  qu'on  trouve  ce  terme  en 
opérant  commç  nous  Pavons  fait.  Si  Ton  fuppofe  mainte-  ' 
n^nt  que  la  férié  qu'on  chercherez  trouvée  j  5e  qu  elle  foit, 
reprélentéepsgrxHrf  3^  étant  la  fo*rhme  de  tous  les  termes  qui 
luivent  le  premier  5  ea  fubftituant  x-f-p  au  lieu  dejK  dans  tes 
tfermei  •+- j)«,  -f-  xx,  Koa  aura  j'  -+-  xjf  =:  x4-  xx  H-  p-4-  xp,  & 

rj^quatlba  j4y=5ix-r-}X-t-xxrfx-*-(j>^H-xjt)  dx  dc^. 

viendra  (  A  i rf y  =siix  —  3  x(/x-Hxxrfx-f-(p-t-xp)à?« 

•4-    xopc-^xxdx. 
&  en  intégrant  il.  viendra  j=:  x  —  xx-4-j;t>  -H 

S.  .(.p«#<jrp)  Jx.  Ce  qui  fiôivoir  que  le  fécond  ternie  de 
la  férié  chçrchée  eft  —  xx ,  tel  que  le  donne,  la  méthode 
dé>le^tofi. 

.Suippoftint  et  même  que  p  '  défigne  to.u5les  termes  de 
1>  fériç  qui  fuivenç  le  fécond  x  l'on  aurajacx  -^  xx  -H 
p^  r=x-4-pic[onçp  =  —  xx-f-p',  &  en  flibftituant  — 
»\t^f  '  au  ftctt  de  p  daos  lès  d!éux  termes  p-H  xp,  & 

X4 


1^  ^ J  II  — I \ — I ^^_^^__^^_^^^^— ^_^^^_^^^ 
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féduiftint,  l'équation  A  deviendra  dy^sndxm^xxàx-^^ 
x^dx^rx^  dx~h(f  -hxjf^)  dx^  &  en  intégrant  Ton 

trouve^  ==x  —  xx-f- j5c3  — »  ia:*-f'S.(p'-+'*p')^;cÇ  ' 
qui  f^it  voir  que  le  troifième  terme  de  la  férié  cherchée 
f  ft  SB  1  X  3  >  ainfi  que  le  donne  notre  opération.  De 
inéme  en fuppofant^  =sje — **-+-jaç'ff-p", Ton tjou-» 

yera  que  le  quatrième  terme  eft  «-^  -^  x\  &  siinfi  4cs  autres 

termes.  Avec  un  peu  d  attention  il  eft  aife  de  voir  que 
1^^  )a  nature  des  opérations  oue  prçfçrit  U  méthode  i 
on  doit  ttouver  le  même  réfifltat  quç  par  la  méthode 
analytique  dont  nous  venons  de  parler. 

î  ï  I ,  Si  l'on  avoît  Téquation  ^-2-  s=3 1  -h  •^  -H  ^^    -H 

uX  U  d  (f  . 

24«2.  H r^  &c.  à  rinfini  •  on  écriroit  le  terme  i  dans 

le  re  A^ngle  horifontal  K  R  F  B  (  Pig.  i  j)  &  Ton 
écriroit  les  autres  termes  dans  le  reâ&ngîe  vertical 
E  R5  P.  -Multipliant  i  p^r  x  &  divi(ant  le  prodiiit  x  par 
rçs^pofant  I  de  »>dians  ce  même  produite  on  écrira  le  quo- 
tient x  4an$  le  reâangle  N  H  D  M  >  pour  Iç  premier  terme  , 
de  la  fuite  qui  doit  eicprimer  la  valeur  de>  On  iîibfti- 
i;jier£^  le  premier  terme  x  qu'on  vient  de  trouver,  s^u 
he\\  de  j  dans  les  termes  du  reâanele  vertical  ERSP» 
écrivant  I4  valeur  de  chaque  terme  a  çot^  du  terme  corr 
içfpondant  dans  )e  reâangle  R  S  QF  ,  aur^ng  qui  con-. 
vient  à  la  dimenfion  de  la  corrélative  dans  la  valeur  de 
f  e  terme.  Pour  "trou  ver  le  fécond  terme  de  la  lërie ,  011 

çaultipliera  —  par  *  &  divifknt  le  produit  —  par  Tcx- 

M(ant:a»  on  écrira  le  quotient  — 7  à  c6té  du  peemier 
f  çrn^e  de  la  lerie ,  Se  continuant  d  opérer  en  fubfUtuanf 

x  X 

•T—  9^\k  lieu- de  J  dans  les  termes  du  teftangle  ERÇ?  ; 

fcrivftnç  le^  r|^fultats^ain|!  qu'on  le  voit  dans  le  reâangle 
ft  F  i^  ?  *  firçnant  1^  fomme  4çs  tçmçs  4u  ffpifiçmç  «n^» 
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qui  clt  H H =  i— — .  ^  on  la  multipliera 

xx^ 

par  « ,  &  divifant  la  produit  2 —  par  rcxpofant  3  >  le 

quotient  fera  le  troifième  terme  de  la  fiiite  cherr 

Ttaa 

chées  Se  en  continuant  de  méme>  on  aurajp  as  xH^ 
y  x      X*        x^        x^         x^    ^ 

%a       xaa      zan^  .    aa^       %(i^        * 

Dans  cet  exemple  on  ne  s'eft  propofé  de  pouflfer  la 
iijf rie  quejufqu  à  la  fiziéme  dimen£on  de  x ,  &  c  eft  pour 
cela  qu'on  a  omis  dans  l'opération  tous  les  termes  qu'on 
prévoyoit  devoir  être  inutiles  pour  cette  fin ,  comme 
on  l'a  indiqué  par  le  fignc  &c.  qu  on  a  ajouté  à  toutes 
Jçs  leiries  intenompues. 

1 14.  Lorfque  la  variable  relative  a  des  expofans  frac* 
tionqairçs»  on  peut  faire  diiparoitre  ces  expofans  par 
la  méthode  du    n^.  j'y.     Si   Téquation  propofée  étoit 

jî2L  =  3  x^  T"^y  >  la  progrciSoo  arithmétique  dans  la* 

quelle  fc  trouvent  les  ezpofansde  jr  feroit  -4-  o.  — .  — .  i  > 
prenant  le  terme  qui  approche  le  plus  de  o  *  >  je  fais 
ttasjF  3  ,  oviy:=^u^  lAoncijfTsaziuuiu.  Subftituanc 
ces  valeurs  de  j  &  de  4^  dans  la  propofée ,  elle  devient 
«-^ — ^  =3:  i  xuu'^u^^  ic  en  divifant  par  31/1/,  Ion  u 

T —  ==  *  H u>  de  cherchant  la  valeur  de  la  relative  u, 

ax  2 

par  la  méthode  de  Newton  >  l'on  trouvera  la  férié  us=3 


'   ^ili^MVM 


*  En  général  fi  la  «terme  le  plna  appcocbant  de  o  eft 

p_ 

i  on  fçrajr    «  as;:u^r  eu^^sc:y>f« 
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24  004 

A  r^gaid  acs  «polkM  ftaôbimaires  ie  la  quantité 
conélativc  r,  on  les  difpofcm  fclon  leurs  diiacnfions. 

Par  esonple  fi  Ion  avoit  l'équation  j*^  ='  *  '^J '^^ * 
-l-x-hx» -f-x^,  on  la  cfi^fcroît  aiofi -j^  =«  I -h 
;pT«|.  jf-|.x*-H;r-Hj*  *  ScTon  opércroit  à  rordinairc* 
Soit  l'équation -^-^^K  4^  ^-^  xj'  =  xj^» -fr 


s        B 


«  *jf  *.  Suppolant^  *  =  Il  >  Ton   aura  m  u  =s=j'  »  <?  = 
%uiupic  réquation  propofée  deviendra  ■  ^^    =^ 

ux^y  ou  7^  =s  H-  1  jf*5dfXKdu=sidj»-+^J**ijf> 
&  en  intégrant,  m  =  y  » -=  x  -f-  Ix^ ,  ik  en  quarrant  de 
part  &  d'autre  ,j>  =  xx  +  ix*-hjje».  Mais  parce  qu  on 
peut  ajouter  une  confiante  4  tintégi:^!^ ,  Ton  a  tf  =  J'  *  =« 
C-+-X  ^Ix"» ,  &  en  quarrant, jf  s=  C*  H-  a  C  x  «4^ 
iCx»-Hx*4-ix»-+-ixî>  firifrbi^n  différente  di^U 

première  &  qui  ne  peut  lui  devenir  égale  que  lorCjuc 
CI=o. 

I>e  même ,  dan?  rexcîiqfle  cr-  dtffiis ,  où.  nous  avons 
trouvé;^  =  u  »  =±:  /-^  x  »  -h  ^*  ■♦'  &c.^    ,  le  réf^Itai 
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&TSL  bien  bien  ditStïtnt  û  1  on  ajoute  la  confiante  C 
à  la  valeur  de  u,  pour  avoir  u  =  ^C-+-—  **  '+'^-»-&c.\ 

alors  on  auraj^:^  C*^"* **  ^ — p-H&c.  )  ,  fi^ 

rie  qu'«n  variera  à  l'infini  en  donnant  différentes  va- 
leurs à  C.  Il  laut  avoir  Fattention  d'ajouter  une  conf* 
tante  lorfqu'on  a  trouvé  la  valeur  de  la  relative  u  >  avant 
de  prendre  enfuite  celle  dejr.  Mais  fi  jf  ne  contenoit  au* 
cun  expofànt  fraâionnaire  »  alors  on  ajout«roit  lacon(l 
unte  C  à  la  férié  qui  exprime  la  valeur  de  ^5  car-fiTon 

a  réquation  'j^sssu,  u  défignant  une  fliite  de  termes 

tt  X 

compofës  de  x,j  te  confiantes  >  Pon  aura  ij  =  uix^ 
&  jfssC-f'S.ut/jt»  en  ajoutant  la  confiante  C 

115»  Si  Ton  avoit  l'/équation  -,^= jf-4-  a  j»  4-  xj^, 

uX 

comme  il  n'y  a  aucun  terme  qui  ne  (bit  affeâé  de  y ,  Ton 
n'en  peut  meure  aucun  dans  le  reâangte  hohfbntal 
K  R  F  B.  Dans  ce  cas  Ton  prendra  pour  le  premier  terme 
de  la  férié ,  une  confiante  arbitraire  ,  autrement  Ton 
ne  pourroit  avoir  le  premier  terme  de  la  racine. 

De  plus ,  on  peut  prendre  même  dans  les  autres  cas  > 
pour  le  premier  terme  de  la  férié  cherchée,  telle  quantité 
coudante  qu'on  voudra,  (abflituer  enfuite  cette  confiante 
au  lieu  de  la  relative  dans  les  termes  du  reâangle  ver- 
tical ERSP>  &  continuer  Topération  à  rordinairey 
pour  trouver  les  autres  termes  de  la  fîrie  cherchée. 

Aiafi  dans  l'équation  ci-deflus-^  ftai— .3*-4-**-f^ 

^•4-  xy  ,'û  Ton  prend  (^g.  14  ).,  i  pour  le  pre- 
mier terme  de  la  thit ,  en  fubilituant  i  au  lieu  de 
j  dans  les  termes  'hj,  -f-  xy,  l'on  aura  t4-  i  -4-  9C. 
On  écrira  i  à  côté  de  y  fous  le  terme  i  de  la  férié  ho- 
rifontaîe  i  —  |  x-^oi^  >  &  ^k  à  cô»é  de  xy^  fiws  k 
terme  —  3,  xi  enfuite  00  prendra  la  fommc  ^-  i -H  i  =s» 
des  plus  bas 
corrélative  x 
de  X  dans  ce  prodi 


M 
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dans  le  reâangic  N  H  D  M  pour  le  fécond  terme  de  la 
iîrie  >  &  en  continuant  les  opérations  à  l'ordinaire  >  Ton 

ZQmy=  I  -f-  ax*  •+-**  -H  ^*+  &Ct    Si  au  lieu  de 

prendre  i  pour  premier  terme  Ton  eût  pris  a ,  l'on  au« 
toit  trouvé  une  firie  différente. 

Cela  prouve  qu'en  général  il  y  a  une  infinité  de  va- 
leurs différentes,  de  ir  qui  peuvent  réfbudre  une.équa-^ 
tion  à  deux  variables  ,  &  en  effet  une  telle  équation 
exprime  un  problème  indéterminé ,  &  ces  ibrtes  de  pro- 
blêmes  ont  une  infinité  de  folutions. 

11^.  Si  dans  l'équation  --j^L  =p  ,  la  fiiite  p  con« 

tient  quelque  terme  qui  ait  pour  dénominateur  quelque 
puifTance  de  Tune  des  variaDles,  on  réduira  ce  terme 
en  une  férié  infinie ,  en  fubflituant ,  au  lieu  de  cette 
variable  »  une  autre  variable  plus  ou  moins  une  conf* 
tante  arbitraire.  Par  exemple  >  fi  Ton  avoit  réquation 

-^=ï3y^^*r4— ^>  ronpourroitfairejj=^+Ca&le  terme*^ 

feroit  =  x.{f  dt  c)  —  ^Suppofbns  qu'on  faffc^  =5 1  H-?, 
on  élèvera  i  ■+■?  à  la  puifiance  —  i  par  le  binôme  de 
Newton ,  &  l'on  multipliera  tous  les  termes  de  la  férié 
réfultantepar  x ,  de  plus ,  on  fubfHtuera  i  -H^  au  lieu 
dejf  dans  le  terme  ly.  Si  l'on  avoit  fait^=  a  —  7% 
Ton  auroit  eu  dysss  —  d^,  &  lé  premier  membre  de 

l'équation  feroit  devenu  négatif  &  =  —  -^  >  mais  on 

Tauroit  rendu  pofitif  en  changeant  les  fignes  de  tous  les 
fermes  du  fécond  membre. 

117.  On  peut  quelquefois  trouver  l'intégrale,  d'une 
équation  fort  facilement  fans  avoir  recours  à  la  méthode 

de  Newton.  Soit, par  exemple,  Téquation  v^  =  ^-  >'  je 

ibppofe  jraBÎ  jc»,  le  coefficient  *  &  Texpcfant  m  étant 
des  quantités  indéterminées.  Subftituant  J  *  •»  au  lieu  de 

y  dans  la  ptopoïec,  il  vient  ^  «  —  bx'*^^ ,  ou  dj 


iMlMM 
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Où  1  =m,  &j=:J;ifT,  }  étant  indéterminé , &  Ion 

pourra  donner  à  b  telle  valeur  qu  on  voudra. 

On  doit  remarquer  auffi  que  fi  la  quantité  quon  doit 
fubftituer  dans  le  reâangle  vertical  £  R  S.P  au  lieu  de^  , 
étoit  complexe  >  il  fauoroit  prendre  Ton  quatre  »  lorfquc 
le  terme  dans  lequel  fe  fait  la  fubftitutiou  contient  ^^^ 
(on  cube,  fi  le  terme  contient  y^ ,  &c. 

On  peut  quelquefois  commencer  l'opération  par  la  plus 
haute  puiffance  de  la  quantité  corrélative ,  en.dcfcendant 
par  degré  aux  puifiTances  inférieures*  Par  exemple ,  fi  l'on 

avoit  relation  .  /:=:i.H -f-  i  H-a;c—  i  . 

^         dx       XX       XX  X 

Après  avoir  difpolë  les  termes  d'une  manière  contraire 

à  l'ordinaire ,  en  commençant  par  le  plus  haut  terme  %x, 

comme  on  le  voit  (  Fig.  if  ),  on  trouveroit^  fiiivanc 

la  méthode  »  xx  pour  le  premier  terme  de  la  valeur  de  j. 

Four  uouver  le  fécond  terme  on fubftituera xx  au.  Ûeu 

de  y  dans  le  terme  H-  -^  du  reôanglc    E  R  S  P  y  & 

on  écrira  le  réfultat  t  dans  le  reâangle  R  S  Q  F  au 
fécond  rang  fous  le  terme  -4-*  3  >  on  prendra  la  fbmme 
4  des  deux  termes  correipondans  -+-  i  &  H-  j  «  on  la 
multipliera  par  x ,  3c  ayant  divifé  le  produit'  4  x  par 
Texpofant  i  de.  at  dans  le  même  produit  ,  on  aura  H*  4  « 

Îour  le  fécond  terme  de  la  férié  cherchée  >  on  trouvera 
^s  autres  termes  en  fuivant  la  règle  prefcrite. 

Remarque  L  LoHque  la  fuite  des  expofans  dans 
une  férié  eft  interrompue,  on  peut  mettre  o  à  la  place 
du  terme  qui  manque  ,  en  lui  donnant  le  figne  -Hou  -— 
comme  on  voudra. 

Remarque  II.  Parmi  les  fuites  qui  expriment  la  valeur  de  jr 
en  X,  ou  la  valeur  de  x  enj',  on  préférera  celles  qui  donnent 
«  en  ^  ,fi  elles  font  plus  convergentes  que  celles  qui  don- 
nent jp  en  X.  Par  exemple  »  hi  (crie  XX-H4AP-»-  o  — 

i-  -f- êcc.  qui  défignc  la  valeur  de  y  fera  conver- 

X  ZXK  ^  " 
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genre  en  fuppofânt  x^  i.En obiènrant  ce  qu'on  a  dit  ci^ 

itttus  (ii5)>c'eft-à-dire>  en  écrivant  a,  par  exemple >  pour 
le  premier  terme  d'une  férié  qui  doit  donner  la  valeur 
ic  y  ,  on  pourra  enfuite  ,  en  donnant  à  a  différentes 
valeurs,  avoir  autant  de  fériés  différentes  qu'on  vou- 
dra. On  trouve  encore  des  fériés  finies  comme  celle 
qu'on  a  trouvée  ci*deflus  (  (14  ). 

ii^.fKOBLMyin. Intégrer  les  équations  qui conàennent fluî 
te  deux  variables  avec  Leurs  premières  difflrences  tf  leurs  pro* 
duits  quelconquesJLÊorCqixt  Tequation  propolee  contient  trois 
variaoles,  fi  la  relation  de  deux  de  ces  variables  eft  connue» 
on  (è  fèrvira  de  cette  relation  pour  trouver  le  rapport 
des  différences  de  ces  deux  variables,  &  pour  éliminer 
Tune  de  ces  variables  avec  Ik  difierence  >  ain|M'on  n'aura 
plus  qu'une  équation  à  deux  variables  qù*on  pourra 
intégrer  par  quelqu'une  des  méthodes  précédentes.  Si 
cette  relation  eft  inconnue ,  on  pourra  la  former  à  vo- 
lonté ,  &  réduire ,  par  le  moyen  de  cette  relation  ,  Té* 
quation  propofée  à  la  forme  de  l'une  de  celles  oue  nous 
«vous  intégrées  dans  les  deux  derniers  problèmes.  Si 
l'équation  contient  quatre  variables  «  on  la  réduira  à  trois 
par  la  relation  donnée  ou  pri(è  à  volonté  entre  deux 
de  (es  variables,  &  on  réduira  enfuite  celle-ci  à  deux 
variables.  Si  la  propofôe  contient  cinq  variables»  oikU 
réduira  à  quatre  par  une  relation  fuppofee,  fi  elle  n'eft 
donnée  par  l'état  de  la  queftion  9  on  réduira  enfuite  le 
nombre  des  variables  à  trois  &  enfin  à  deux ,  &  ainfi 
dé  fuite  >  quelque  nombre  ^ue  l'on  ait  de  variable& 

Soit  l'équation  à  trois  variables  2(/x-—(^-f-x4)csao,  dans 
laquelle  la  relation  entre  deux  de  fes  variables  n'eil  point 
déterminée.  On  fermera  à  volonté  cette  relation  >  en 
fuppofant,  par  exemple,  jrx=* ,  ou  *  =jy,  ou,  &c. 
oubîenentre^&j,enfiippofiintjr=xsjH-a,jf=5:5  ^h-^» 

jp=  5  *  &c.  Suppofons  qu'on  préfère  la  relation  x=syj  5 

Ton  aura  d  x  =  xjdy.    Subftituant  ces  valeurs  de  x 

ic  àc  dx  dans  la  propose,  il  vient  ^^dj —  d^M^ 

^jdjf=o,  &  en  intégrant  ijy— {-hij'«=o,ouîa=: 

»37'+'  "^ —  pour  la  f dation  de  ;  &  de  j' ,  &:  fo  éçrivanr^ 


m^Êt^ 
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pour  y^  ic  X*  pour  j'  '  ^  1  on  aura  ^  x  -A =  ?  » 

équation  entre ^&x s  on  auroit  trouvé 4es  refulcats  dif* 
ferents  en  égalant  Tintégrale  à  une  confiante.  Dans  le 
nombre  «tlfini  de  relations  que  peuvent  avoir  les  trois 
variables  x^y,  li  nous  en  avons  trouvé  une  qui  cft re« 

préfentéc  par  les  équations  *=xjfj,  ij^-H-*^ —  =^, 

1  *  H as=  j  j  &  comme  on  peut  en  trouver  une  in* 

finité  d'autres,  il  eft  évident  que  cVft  'tm  cas  particu- 
lier de  l'intégrale  générale  de  t'équacion  propoléc 

Nous  terminerons  cette  matière  «n  lemarquant  que 
lorfque  l'on  aura  réduit  l'équation  proposée  >  à  la  forme 

— ^=:  1?^  p  étant  une  fuite  finie  ou  infinie  de  termes 
dx 

compofès  des  variables  x  Scy,  on  aurad^js=:pdtr,  Bzj=: 

S.  pdx  ^  C.  Si  Ion  peut  avoir  l'intégrale  S.pdxy  il 

fera  inutile  d'employer  la  méthode  de  Newton.    Ce 

ièra  la  même  chofe  fi  l'on  peut  avoir  l'intégrale  de  l'é* 

quation  dy— pJx==o,  parle  moyen  d'un  mukiplic^^ 

teur  ou  iàns  Ce  multiplicateur.  Ce  fera  encore  la  même 

chofe  lorfquc  la  propofée  contenant  plus  de  deux  varia- 

-bles>  aura  été  réduite  à  deux  variables,  ^-qu'on  pourm 

en  trouver  l'intégrale  par  les  méthodes  ci-defTus. 

IDe  la  Séparation  des  Variables  dans  lw 
^Équations  Différentielles* 

i  ip  .Soît  Téquation  aydx  ==  bxdy ,  on  fèparerà 
facilement  les  variableis  en  divifant  les  deux  membres 

par  jr  &  y  9  ce  qui  donnera  fLJi  aEts=  — Z^  équa- 

X  y  ^ 

'tîon  où  les  Indéterminées  fontféparées  &  qu'on  peut 

'feçilementintégrer.  5i  Ton  avoit  cette  autre  éqUa- 


M^^MHMiHiVWMriMtMiifc 


^ 


336     COUKS  DE  MATHéMAttQl/£S. 
Il 

tion 2»  3=  tf  ixy  en  multipliant  par  at*  »  Tort 

auroit i» «=2  ax^dx  ^  équation  dont  les  va- 

y 
riables  font  féparées ,  &  qull  eft  aifé  d'ifttégrer  ; 

par  la    méthcKie  des  différentielles  à  une  feule 

variable. 

m 

Il  eft  bon  de  remarquer  qu  il  peut  arrirer  qu'au- 
cun des  deux  membres  de  Téquation  féparée  ne 
foît  intégrable  algébriquement  »  quoique  Téqua-» 
tion  qui  a  produit  la  difiérentielle  foit ,  ou  algé- 
brique,  ou  réduâibk  i  une  forme  algébrique. 

Dans   la  première   équation  féparée  »    Ton  a 
^         = 2^&en  intégrant,  aL.xx=z  iL.j+L./, 

la  confiante  qu'on  ajoute  peut  être  un  logarithme, 

ou  L.  x'  =  L^*  ;  donc  x*  =^fy^  ^  équation 
algébrique.  5i  Ton  vouloit  intégrer  l'autre  équation 

féparée  2-=  ax'^àx ,  Ton  trouveroit  facilement 

h  hy  = x*^*  =/x'  L.  c,  (en  &i£ant/ss 


a 


I 


,  m  —H  I    ==  p  f  .8e  c  étant  le  nombre 


logarithme  hyperbolique  =  i  )  ;  donc 


y'=  cf'\ 


Il  eft  aifé  de  voir  par  ce  qu'on  vient  de  dire  ; 
que  la  féparation  des  variables ,  confifte  à  faire 
enforte  que  chaque  terme  d'une  équation  ne  con^ 
tienne  qu'une  feule  variable.  11  n'eft  pas  motus 
évident  qu'on  peut  intégrer  du  moins  par  les  qua* 

draturei 
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dratures  toute  di£KîreDtielle  dont  les  variabltïs  font 
réparées. 

Toute  équation  dé  cette  forme  P Ri ;irs=s 
QVdy,  pourra  être  féparée  fi  P  &  V  font  de| 
fondions  de  x  fans  y ,  ScKic(idts  fonâions  de  jr 

ians  jr  :  car  en  diviiant  par  R  V ,  l'on  a  ^ — ^  :sa 

^^    ^    9  équation  dans  laquelle  les  variables  font 
R 

féparées :  ainfi  T^quation x^y^  d^  =?=  ^y  ^  x^  iy 
admet  la  féparation  des  variables.  £n  e£Fet  en  di« 

vifant  par  jr  ^  Jf  S  f on  a  -^  ix  ==  ^^  -    dy    ; 

dx  ^  j 

ou    r=ay^dy. 

X  .  .     • 

Les  moyens  dont  on  fe  fert  pour  la  fépara«< 
tion,  font  les  règles  b^jdihaures  de  lalgebre^  les 
fubffitutions. 

■  •       •  '1  > 

laa  PSLOBI.ÊMB.  Séparer  lit  indéterminées^  daHê 
Us  équations  homogènes  à  deux  variables  x  9c  y.  On 
appeUe  équations  homogènes  céUe^  dam  lesquelles 
la  fomme  des  dimenfions  des  variables  »  (bit  qu  elle» 
foient  mêlées  ou  qu  elles  fe  trouvent  feules  »  eft  far 
même  dans  tous  les  termes..  Repréfentant  toutes 
tes  équations  par  Adx-^Bdy  «=  o,  &  fuppofant 
que  la  fomme  de  ces  dimenfions  eft  =?=  n ,  faifanc 

y  !=  xup  ou -22.  =:  u s  en  fubftituant  la  valeur 
^  X  . 

de  .y  ,  les  fonâions  A  Se  B  deviendront  A.  =3s 
*•  V,&B=«*V',V&  V  étant  des  fonc- 
tions de  u  fans  x  i&  y  i   car  puifque  A  8c  B 

Tome  IV,  X 
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font  des  fbaâions   homogènes  de  la  difluenfioa 

« .  V  &  V  des  fonâions  de  u  ou  de  A  île* 

claîr  que  V  &  V  '  doivent  être  des  fonâions  d« 
dimcniion  nulle  de  j  &  de  x  ,  c  eft-à-dire  telles 

2ue  jr  &  X  ayent  le  même  nombre  de  dimen- 
ons  au  nwil^i^teur  ,&  au  dénombatseon  Cela 
pofé ,  notre  équation  deviendra  x  •  V  i  *  *♦- 
:t*\fdy  =r^X>\  ou  V  dx  H- V^  dy  =0.  Mai* 

Féquation  jr  s=  *  w,  donne  x==a Z,  ,9c  dx  s^ 

gjjr — ^(fi£ .  j^jj^  ^^  fobftituaat  la  valeur  de  dx  , 

Ton  a  ^Jii^JZI-Xziiî -4- V  i>  =  o.  Otant 

la  fradion  &  tranfpofant  ,   U  vient  V  u  d  >  -H 
«piV^jf  =  V^ifu,  tf  oà  roi^  tire  ^  ==r -^^ 

•  Mais  V  &  V^  font  des  fon&ons  de  a;  donc 
tes  variables  font  fi^arabtes  dans  ces  fortes  d'ér 
qudtipDS* 

Exemple.  Soit Ftéquarion  y^ix-^y^xij 
*4-^x*  dy  a=  o.  Si  Ton  compare  cette  équa- 
tion avec  A  dx-+- 84^=  o.  Ton  trouve  A 


B«=x' V^  doncV==-^.V'===3Jlî±^ 


JêX 


ll-^fc.Maisil^=ii;doncV=«:ttS&V'= 

H^&.  Subftituant  ces  valeurs  dans  féquatioa 
•    Vdu  dy  .,    .    ^     wrftt     ^y  , 
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*ett intégrant,  L.yss^  L.(2tta-4-*)-HL. C, 

remettant  la  vaieur  de  ir.  ^ 

III.  Prqbl&me.   Imégnr  les  é^atî(ms  dif^- 
fértmidUs  homogènes  à  trois  &  tant  de  variables 

Îu^on  voudra ^  lûrfpi$  A»  B 1 C  ,  fint  iûs  fonSions 
omogenes  de  x,  y5f^  dans  Mous  les  termes.  Soid 

Ad*H- Bi^H-Cij  =  o  ,  Téquation  auon 
dbmande  dlnt^er ,  A  ^  B  »  C  étant  des  ronc- 
tions  homogènes  des  variables  x  ^  y  9c  ^  ^  nous 
prenons  une  équatbà  i  trois  variables  feule* 
ment ,  mais  celles  qui  en  ont  d'avantagé  qo  de- 
isiandent  pas  d'autres  calculs.  On  examinera  d'a^ 
bord  fi  la.propofée  eft  poffible  en  cbeFchant  ii 
ell§  donne  1  équation  de  condition  çirdeiTus.  dont 
nous  avons  parlé  ci*deiïus«  Si  elle«étoit  abrurde  , 
on Tabandonneroit.  Enfulte  on  fera  y  =  xu,^ 
j  =  xt,8c  Ton  fubftitûera  ces  valeurs  dans  Péqua- 
tion  propofée.  Supfiofons  maintenant  que  A ,  B  »  C 
foient  des  fraâions  de  la  dimcnfioix  m  ,  il  eft  évi- 
dent <]ue  foitau»  A  =  x"*/,B  =s=âr"|r^C  =3 
x'^h^fy  g^h  étant  des  fondions  de  a  &  de  f. 
Subftituons  aufli  la  vaTeur  xdu^ud,x  de  dy  ic 
la  valeur  xdt'+'àdx  de  é^,  on  anapa la^tranf* 
fondée  liûvante^  x^dx  Ç/-+"  ft«-^-Af  i  -+- 
gr'*"^^giit -H «*■*"*  ii4r==rO>ou  en  diviiant 
par  jp""*"* ,  ic  par  le  multiplicateur  de  x^ dx ^ 

itx  J^  g£u^t^l\=  o.    Il  eft  vifible  lue  le 

premier  terme  ne  contient  qu'uM  fwift  variable  t^ 

Y2 


'  '  '     - 
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gc  que  X  ne  fe  trouve  que  dans  ce  terme.  L*ui«- 
tégrale de  cette  équation  eft  L. Jif  -t-  S,  ^       u^ht 

^D confiante; donc*  L.r— D=S.^r- -rm^ 

donc  la  diflFcrenueUe  |^ii±-*4^   eftcomplettc. 

te  Ton  trouvera  (on  intégrale  par  quelqu'une  des 
méthodes  précédentes. 

222.  CoAOLLAiAC  I.  De  ce  que -4-' 

giu-hhdt  ,^  o  ^   eft   une  dife'rentieile  corn- 

plette  ,  on  peut  tirer  tout  de  fuite  le  faéteur  P  , 
par  lequel  il  faudroit  multiplier  la  propofée  pour 
Fîntégrer  fans  la  féparatîon  des  indéterminées  *  : 
car  Téquation  n*eft  devenue  complette  qu  en  éi^ 
vifant  par  x"^'  (f+  gu  -*-  ftr  ),  ou  par  jr  A 
Hh^B  4- çC',puifque  x"**"* /=sjf  A,  AT*-^  '  gM 
e=x*  gu*  =  Bux=B^,  8cx"'*"*fc.t==s 

x*fctx=Ctx  =  C?;  donc^^^g^^(3^ 

eft  une  diâerendelle  compktte  ;  donc  le  iaâeur  P 
qui  avoir  difparu  par  l'égalité  i  o  étoit  s=s 
._i 

123.  Corollaire  I  L  De-là  fuit  le  beau 
tbéorême  de  M.  Fontaine  ,  fç^voir  que  û  Aix 


*  Il  s'agit  de  la  fépaiation  de  «;  car  les  u  &<  peuvent 
^tre  mêlés  eacre  eux.    . 
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^-Bijf-i-Ci^eft  une  différentielle  homogène 
fens  confiantes  y  &  ti^Ue  que  m  foit  le  degré  des 
fonâions  A  ^  B  ,  C ,  l'intégrale  de  cette  diffé* 

renticll^  fera ^-" — *  5  ea  efifet ,  en  fubfti-* 

tuant  xu.  au  lieu  de  jr»  &  rx  au  lieu  de  ij,  la 
différentielle  devient  jt*  àx  if  ^  gu  ^  ht)  ^ 

«•"••/'g^fu -i- x"'"*"'.ki  t  ;  mais  cette  différen- 
tielle ne  peut  être  intégrable  à  mobs  que  fon  in* 

tégrab  ne  -foit \±^ ^  ^^  ^^^. 

trouve  en  intégrant  la  quantité  x  "*  rf:r  (/-+•&*  -h^O 
encegardant  x  fçul  comme  variable.  .De  \Au9 
il  efi  vifibie  quil  ne  lui  faut  ajouter  aucune  fonc- 
tion à€  u  Se  de  ty  puifque  fi  on  lui  en  ajoutoit 
une  ,  16rfqu*on  différeîicierbit  Tintégrale  ,'  ce  qui 
Viendroit  de  cette  addition  ne  ferort  pas  multi- 
plié par*"*"*"  Vcommelèfent  les  termes  x****  ^gdu, 
&    *  T."*"  *    h  d  t.    Cela  pofé  ,  temettons  dans 

,.  jt""*"  *  (/•*-  gttr*-  ft^)  >  la  firacaion  -j^au 

IR  «^  I  •  •  X 

lieu  de  u,  -^  au  Keu  der  5^  A  au  lieu  de  **/, 
B  au  lieu.de  ^r'^gj  &  C  au  lieu  dex^A,  & 

nous  aurons — -- — 3-   ♦  ^  pQur  1  intégrale 

de  la  différentielle  Adx  -^B.dy  +  Cdi. 

12^  .Corollaire  III.  Pnilque  A  ;^  ^  C ,  &c. 
ét^*  ééa.fonâions  homogènes  dedimenfion  m 


*  ûa  4oic  ièLfouvenir  .4'ajoàt€P'ttnê  oonAsAte^ 
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de  variabks  (ans  cooftantes^  la  difierratiBUé  A  dsc 
B  ^>  -f-  C  i^+  Di4i  H-  acc«  a  toujouff 


m 


pour  intégrale 

îl  eft  évident  qu  on  trouvera  Tititégrale  de  (^  fortes 
de  difiesentîeUes  en  fubfiituant  au  Ikiu  de  4jr  » 


ày  9  d[^  &c.  les  variables  x^jf^r  9  &C.  &  divi- 
iant  le  réfultat  par  le  nooiibre  qui  aéfîgne  le  degré 
dedimenfion  de  cette  fonâion  ainfi  réduite.  Donc 
fi  V  eft  une  fonâion  homogène  des  var{ables  x  » 
jr,  ^  i  de  forte  que  Ton  ait  ifVaâ*=  Aijr  -^ 

n  étant  la  dlmenfîon  hompgene  de  cette  fondions 
Or  il  ell  viHble  qu'en  fubftituant  ^*y  9^9  aulieq 
de  i  JT ,  dy  ,  d:ii9  le  degré  de  dimenGon  n^a  pu 
augmenter  que  d'une  unité;  donc  m  -4*  2  a=it» 


Soit  la  4i^reBtidl0  dVtamzxdx.  L.^ 


ayir(;yi^~^^jf)^  ^  dans  laquelle  il  nV 

a  aucune  lettre  confiante  »  Ton  aura  en  fubftitttant 
X au  lieu  de  dx  ^^y  au  lieu  de  dy  ,  8c  divifànt 

par  2 ,   parce  que  la  dimenfion  réduite  eft  du 

fécond  degré  ,  V  ssasxx^h.  ZSilJL.  On  peut 

voir ,  par  cet  exemple  »  quil  eft  facile ,  en  fuivanc 
cette  méthode  ,  ii^intégrer  toutes  les  différentielle» 
^e  cette  efpece  ^  Si  d\in  nosibre  qwelconr^  de 
variables  ^  ce  4ui  ktok  louvcnt  très^rdîfficile  par 
d'autres  méthodes. 

Lorfque  V  fera  une  fonâion  de  la  lêule  va- 
riable  ir  •  )es  corollaires   précâléns  poukrùnc 


*'  / 


iT 
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avoir  Ueu^  œ  fuppofant  mésM^  ^tic  cette  fonc- 
tion eft  de  cette  forme  V  =:5=îii**L*  x.   En 

efifet  fi  l'on  fuDpofoit  iV  ==  a  x^  L.  x.  dx , 
Ton  auroit^  félon  la  méthode  expliquée',  V  «== 

lîîl^.  Ce  qui  eft  viai,  car  la  difKtcQtielle  de 

lilillf  eft  i^£îfi-4-^ilif =«*a^jr. 

4.4  4 

1 2  J.  PnOBLEME.  S^ATiT  Us  varialfUs  de  Vdqua^  ' 
.     2    ,  ^       mdx(i +yy)V  (i+yy) 


/ 


Suppofons^  ■=  — >  l'on  aura  y  —  *  =a 


oc«7  (i4.«tt)»     ; 

fubftituant  ces  valeurs  dafts  la  propofée,  elle  de«, 

vient — ttd:r(i-+-iiM)H-  udtt(i-K**)=i 

ix  ^ udn  ' 

équation  féparée.  Si  dans  cette  équation  Ton  fait 

d  X 

2  .-H.  «  K  ssm  1 1  »  Ton  aura 


dt 


faifant 


i«  JL=!=II-  ,  Ton   a   -il- 


Y* 


\ 
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2dj(i — yy)  ^    équation    dont 

chaque  membre   s'intègre   par  la    méthode  des 

{radions  rationnelles  à  une  feule  variable  ;  il  eft 
donc  facile  d'int^er  If  équation  propoféd.  En  e&c 
lorfqu  on  aura  trouvé  une  valeur  de^,  on  aura 
celle  de.  t ,  enfuite  celle  dé  u  ^  &  enfin  celle  de  y. 

126.  PROSLÈME.    Rcndre^  homogem  Véquation. 

dx  (a^+^bx-^h-cy)  =(/  H-  x  -^-hy)  dy 
qui  peutjtre  regardée  comme  V équation  générale  du 
premier  ordre  ^  &  i  deux  variables.  Je  £ûs  a  + 
b^  -ir  cy==$,f+x  +  h^=s=Uy  pour.avou 
t  dx  £3=  àdyi  or  la  fubftitution  donne  x -  == 

At— rii-l-ifl^'-f-c/  .  hu  —  i-^a^r^hf       \^  . 

fpn  titre  enififférentiant,  dx  :  dy  i^  hdt-^^du  :  bdu-^ 
it \  mais  l'équation  tdx  ssss  udy,  donne  dx  :  dy  ::  uit^ 

donc«rtî:  fidt— ciu:Mii-^rft,  ou  ^r(Af+K) 
ss=  du  {bu  -f-  c  f  ) ,  équation-j)omogene  dont  on 
peut  jpac  coilféquent  féparer  les  indéterminées.  Si 
Ion  (uppofe  bh  —  c  ==  o  ,  x  ic  y  feront  infinis 
te  dans  ce  cas  la  méthode  qu'on  vient  d^employer 

eft  inutile.  Mais  alors  Ton  a  fcA==c,— -==1. 

Donc  fi  l'on  fait  m  ts5=  ^- ,   ^équation    propoféc 

"^^^ "~ •     ■  ■  ..  -   - — - 


*  Car  fi  le  terme  où  x  fc  trouve  fans  coefficient  > 
avoit  iin  coefficient ,  en  divifant  toute  Téquation  par  ce 
coefficient '1  on  lui  .dgrincroit  la  forme  de  la  propoflScr    ' 
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pourra  dans  ce  cas  fe  réduire  à  cette  forme, 
Mdx  +  dx(bx'^cy)  =^=:fdy  +m(bx+cy)dy. 

Et  fuppolaat  b  x  *4-r  cy  =t=  % ,  Ton  aura  ■  .<     =« 

"*-<bx^cy)  ^    ;-*-t  .  Déplus dy^ 
f-t-m{bx-i-ey)  /-t-m?   ,  ... 

lîz:*^  î  donc  ijy = %±^  =»  ^1=^  ; 

te  ^x=     '^ll-^^'"^\    5  équation  féparée, 

Ainiî  Téquation  générale  du  premier  ordre  ne  peut 

être  rendue  homogène  dans  les  cas  où  Vonabfi==c^ 
mais  alors  elle  peut  être  féparée* 

Si  Ton  vouloir  intégrer  l'équation  *  homo- 
gène (îj^-f- tfu).iî  —H ( iç^-H  cu).dui!=s  o , fans 
féparer  les  indéterminées^on  le jpourroit  facilement» 
car  félon  ce  quon  a  dit  ci-^eiius  (laa),  lorfque  les 
variables  font  x^y^  i ,  &c.  le  faâeur  P  eft  dans  <:es 

fortes  d'équations  =  -r — -= 7: —  ,  & 

par  conféquent  dans  le  cas  préfent= g-  ?=si 

— , -, 1,  en   changeant  *  en  ? 

&  ^  en  tf • 

Si  Ton  avoit  Ax  -f-B^  ==0,  le  faâeur  P 
^roit  .infini.     Par  exemple  ^    dans    f équation 

ydx^^xdy  ==  o , le  fadeur  — -—  eft  =^ 

=33  00.    On  pourra 


xjf  —  xy  o  X  y  X 

néann^oins  intégrer  dans  ce  cas  en  prenant  un 
multiple    fini    de   ce   faâeur*    Suppofons   quon 


1  ■ 

prenne  pour  multiplicateur  4e  la  •  proposée  la 
quantité  x^  y^  (*)  9  la  différentielle  com- 
pktte     fem    «a    yix-^xiy    ^^^   j,j^^^^ 

grale  «  — .  Si  Ton  prenoit  le  multiplicateur  —  , 
roo  auroit  2i!iL=:fl<Z  =  il  -  iJL  ,     donc 

intégrale  eftesa  L.x  —  Ljr  =L.  — • 

127.  PROBLiM£.  TtouvtT  Us  conditions  que  doi- 
pent  avoir  les  expofans  des  variables  dans  les  équa* 
tiens  diffdremiellts  à  deux  variables  feulement  pour 
fu^on  pùi£è  Us  rendre  kamogena  par  la  fuijlitution 

ie'X^  au  lieu  de-  y^h  étant  un  expofant  indéter^ 
miné.  i^.  Lorfque  les  équations  rfont  que  trois 
termes  ,  on  peut  les  repréfenter  par  cette  for- 
mule générale   ay^  x^  dx  --^by^  x^ dx  -+* 

cx^y'dy  =BBB  O5  les  expofans  des  variable!  étant 
des  nombres  quelconques ,  ou  o.  Puifque  nous  fup« 

pofons  y  =  î* ,  nous  aurons  dy  =  h  f  **"  '  d  f  ^ 
y'  =  î-*,  j«c=^î^^;^'  =j*',  &  notre 
équation  deviendra  «j**  «•rfar+if^^xf  if  x-Jh' 

cAjr'i;*'"*"*""*  dfs=o.  Pour  que  cette  équa- 
tion foit  homogène^  il  faut  que  la  (omme  des  expo- 
&ns  foit  la  mémedans  chaque  terme  ;  donc  on  doit 


*  En  regardant  o  comme  une  quantité  a  infiniment 
pedte p  Von  a  a.  xyoszo.xy,  & multifliaot  — -   par 


a.xj^ ,  ronaifV*=V*- 
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tyok  c«  deaK  équations  71  ft+ 7^  ==  hq+p  ,&nh 
4-  m  ==  r  -4-  ft  1  -f-  ft  —  I  •  La  première  donne 


h  K=ss  2 ,  &  en  fubftituant  cette  valeur  de  h 

n  —  q 

dans  la  féconde  ,  on  trouvera  (  i  —  q  -+^  i  )  X 

(  ^  —  m  )  =  (^  —  r  -I-  1  ) .  C  w-^  ç) ,  équation  qui 

exprime  la  condition  que  doivent  avoir  les  expo- 

fims  de  la  propoféè  pour  qu'on  puillè  la  rendre 

homogène  par  la  fuppofition  de  y  =Ka  i^  ^h  étant 


n  —  q 

Cette  fubflîtution  eft  cependant  impoflible 
lorsque  p  3=  m,  ou  r  =  q  ;  mais  alors  on  peut 
féparer  facilement  les  indéterminées  :  car  fi^=^  ni, 
l'oR  Qura  (  en  fubftituant  m  au  lieu  de  p,  dîvifant 

enfuite  par  jp'  &  par  (  ay*--^  by  *)  ,  x*""'  d  x 
•+-  — i! — y —  x=:  o.  Si  n  ==  q  en  divifànt  par 

x^ ,  ic  P^^  J * >  I3  propoféè  devient  ax"^"^ dx^ 

2^  Si  les  équations  ont  quatre  termes  ,  on  peut 
toujours  les  repréfenter  par  cette  ioxmal^  a^  s^dx-^ 
by^x^  dx  '-h^  cx^'y'  dy'-^fx^  y"  dys=zo^ 
la  fuppofitioB  de  y  sa  j  adonnera  aj^'^^x"  dx  -f- 


l^'-*"*-*=*o- 


Pour  que  cette  équation  foit  homogène»  il  eft 
néceâaire  que  Ton  ait  les  trois  équatigns  h  n 


fc-i—  Im  La  première  donne  k^ss=i  f^,         ;  la  fc- 
conde  équationft9-Hp«=s'rH-^-4-'A— *  i  jto 
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àt  ■    ■ 

iris. 


fubftituant  la  valeur  de  fc  &  réduKant ,  d(H)«e  (p  -*-» 
r  H-i).Cn — 5)  ~(s  —  q  -4-1) .  (p — m )  pour 
la  première  condition  des  expofaas.  L'équation  hq 
-H-  p  =^  t  -h-  h  n  -+-  ft  —  I  ,  après'  la  fubfti- 
tution  de  la  valeur  de  A  &  la  réduâion ,  donne 

M  ^t — ^  "*"^)-  (1  — î)  =  (m  —  î-^-  !)• 

(p  —  m)  pour  la  féconde  condition  des  expo- 
fans  ;  &  s'ilâ  ont  ces  deux  conditions ,  l'équation  ^ 
de  quatre  termes  ^  devindra  homogène  par  la  fup- 

p— m 

pofition  de  j  scae  ^  n — q  .  Oa  trouvera  de  la 
même  manière  que  les  expofans  doivent  avoir  trois 
conditions  pour  les  équations  à  cinq  termes  »  quatre 
conditions  pour  les  équations  à  (îx  termes  &  ainfi 
de  fuite;  delorte  que  le  nombre  des  termes  étant  N  ^ 
le  nombre  des  équations  de  condition  fera.N  —-2* 

Pour    fçavoir   il  Tcquation    de   trois    termes 


^^'x^dx-h-j^^dar—- fc**  ij)r  =  o,  peut 

devenir  homogène  en  faifant^  =  :(,  «~?    .  Je 
remarque  que  Ton  a  ici  ns=3,m=s7,  9  =  29 

p  =  O9r  =  7,i=:0;  fubftituant  ces  valeurs  dans 

Féquation  de  condition  »    on   trouve  qu'elle  efl 

v|raie:  car  l'on  a  (x — q  -f-  i>.  (p  —  m)=s=a 
(p — r-+-  I).  (n  —  5),  ou  (o  — a-+-  i)X 

(O  — i)  =  Co— iH- j).(3— .2),ou  — IX 
-—  (  s=-H  \.  -+-  I ,  ou  -H  ^=  \  ;  donc  en  fai- 

fant  j^a=  \  «—9  «t"*^  féquation propofêe  de- 
viendra  homogène.  En    efifèt  l'on  aura  y^  «=& 

l  — ^ ,  J'^s^t"  '&ij=s—  îî  "^  *  ^ îi  Donc  en  fubfti- 


■•fci 


Calcul   InritiRAL.         ^49 

*■■  I  III  ■     I  ■  ■    ■  Il    — B^— Il    Mil! 

tuant  ces  y^t^i^  dans  la  propofée.  Ton  aura 

équation  homogène. 

»  128.  Problems.  Séparer  les  indéterminés  dans 
F  équation  différentielle  à  deux  variables  apy^'dy^-^ 
fr^''*"*p^  i  jp  H— c^*pVdx3=o,  daris  laquelle 
P  >  P^*  J?''  fi^^  ^^^  fonSions  de  x  fans  y.  I^  En 
divifent  la  propofée  par  ^  *  fc  par  a  p ,  il  vient 

by'-^-^'p'dx      ,    cp^^dx 


dans  laquelle  le  premier   &  \t  dernier  terme  ^  ne 
contienaent  chacun  qu\ine  feule  variable* 

Maintenant  il  eft  vifible  que  fi  on  pouvoit  trou* 

ver  une  fonâion  V  de  x  fans  y  j  telle  qu  en  multi- 

|)liant  cette  équation  ainii  rédbite  ,  elle  rendît  les 

lieux  premiers   termes  une  différentielle  exaâe  ^ 

on  trouveroit  l'intégrale  en  prenant  celle  des  deux 

.       Il    j                cYp'Ux 
premiers  termes  &  celle  du  terme ; 

*  a-p 

Le  premier  terme  après  la  multiplication  ,  fera  =s 

Vy-'-^if  y,  fcle  fécond  fera  =  ^-y"^'"^'^^  i 
^  ^  ap 

ic  la  différentielle  exaâe  fera  Adx  -^  B  iy ,  en 

faifaçt  le  multiplicateur  — ^ — =  A  i 

.       ap  > 

ic  Vy»^«===B.  irf^atdonc(88),qùe  l'onait 
WA)          m)        '( 71  —  J-+-  1  },  bVp^y  •  -* 
éy    '       ax>*                          af 
r^'à\ ^j,^^^  (n—q-^i)bpUx rfV   . 

< — 5 — ^ }  donc  '.      "    ■  ^="  ^iT  > 

0«  ap  V 


■•M^nvaak 
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&  en  Hitégnmt ,  L.  V  =«=  S.  liiriîZtJ2i£^ 

5=  S,  .i 2 »        L. eCeetant iç nom» 

bre   dont  le  logarithme   hyperbolique  =»  i  ) 


=L.  e  *  «P  en  faifant  n  —  q  H^  i  ==;  |f  ; 
donc  en  repaflant  des  logarithmes  aux  nombres  ^ 

V=  e   •       ap      .    Or  e   '     ap       dépend    de 

rintégrarion  des  difTérenuelles  à  une  feule  va-* 
riable  ;  ainfî  Ton  peut  fuppofer  V  connue,. 

Si  Ton  fubftitue  cette  valeur  de  V  dans  t6<ius^ 
tion  Vy"    *  iy -^"-^ —  •+•  — ^-r — =o. 

les  deux  premiers  tirmes  devieodroni  une  di0pren«- 
tietle  exaâe ,  qu'on  trouver^  en  ioté^aoe  l^premier 
terme  dans  la  Aippoiltioa  de  y  &ul  variable;  mois 
riotégrale  de  ce  premier  terme  dans  cette  fuppofi* 

tion,  eft  — ^    -^.t  ■ 5=?  — =^—  î  donc  Finti- 

fraie  de  toute  l'éqiiwon^   iera  ^   J^m^     *-H 
«•   ^^''^^-=CEnfubfl6tuanthvalcurdeV. 

ap 

onaufaZl.e^    «F  -^S.  (lEli^Le       *'   *     ) 

g  ap  7 

==  C,  nrakîpfiant  tout  par  g',  dîvifent   pw 

g      ghf^  ix 

e    ^  ^        ,  tigBfporant  le  fécond  t«ime  ; 
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&  prenant   la    racine  f  $    H  vient  y  =1 

les  Indéterminées  feront  donc  toujours  fèparées 
&  réquation  intégrée  par  cette  méthode.  Si  ^, 
ou  îi  —  yH-  I  étoit==o  ,  ia  méthode  paroitroic 
ne  rien   donner;  mais  dans  ce  cas  on  aurcôt 

«  —  f=—  i,&la  propofée  fe  réd^iroit  à~^-H^ 

y 

^V^  àx    _.     cp''dx  ,        «•    ^     ,      ^ 

— — —  '^'^ '—  ^^  "^°^  1  intégrale  eft 

L.v-1-    *  Ç   P^^^    ^     ^    ç    P^^^^        n 
a  f  a  f 

129.  LemMb.  Tojitts  Us  équations  à  deux  variahUs 
6^  i  rroii  rtrwex,  peuvent  fe  réduire  à  cette  forme  dy  =c 
^x^dx^by^dx.  Puifque  ces  équations  ont  deux 
termes  où  fe  trQuve  la  différentielle  d*une  variable 
fc  un  terme  qui  renferme  la  dtfSftrentîclle  de  Pautre 
^rariable ,  il  eft  vifible  qu'elles  pcfuvent  être  repré- 
tentées  par  féquatîon  A  jj^'  m^^k  =sr=^B  u^^'^dr-^ 
Çu'l'di.  Divifant  tout  par  Ar*  &  par  uron  la 

réduit  à  celle-ci  u^"'  d  u  »  ^  7  *-«  dr  -4- 

C  ^ 

j^  u '-'  î  '-'i  j , qu  on  peut  exprimer.««fi  :  « *'  ^ 

•-+-Er*'<'?H-Fu"î*"/f^  Faifant  mabiteaant 

f  •  •*• 

iis=j>a'-»-i,  l'on  aura  ii -' i  k  =,  _£2L.    En 

fubftituant  la  valeur  âe  u  $c^  u^  du,at muL-  ' 
ûptiant  par  A'-i'  X ,  Toù  a  dy  s=  («'-»- 1)  Ej*'<f g 


«■ 
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(tf'-4-l)Fjr  «'-t-i  ^^"ij,  quon  peut  ex- 
primer aînfi  dy  =  G^^^ï  "+■  Hjf^î'"</^. 


% 


Suppofant  X  ==  {'""*"' ,  ou  %  ==*  ^"-+''  »  on  en 

tirera  f''dî=4^it=-77^-*^''-*-»  'dx, 
te  fubftituant  ces  valeurs  de  i  de  de  d^  ^  notre 

équation  deviendra  d  y  = X  x  c^^-t-tdx-kr 

H 
-55 — .  y^dx  ^  qu'on  pçut  exprimer  par  dy  ^=» 

ax^  dx-'+^b  y^dx* 

150.  P  R  o  B  L  Ê  M  E*  ITne  équation  différentieUe 

Îuelconque  à  deux  variables  &  à  trois  termes  étant 
année ,  féparer  les  indéterminées  pour  Pintégrer  en^ 
fuite ,  ou  Piruégrer  en  les  féparant.  On  pourra 
toujours  réduire  la  propofée  a  la  forme  dy  =8 

ax"*  dx  -4-  by*  dx  ^  comme  on  vient  de  le  dé- 
montrer, 8c  on  pourra  réfoudre  cette  équation 
comme  il  fuit: 

I*.  Si  m  =3=  o .  l'équation  fera  dy  ==a  adx'^ 
by^^dxi  d'où  l'on  tire  f—  ==^jr.équa« 

tion  féparée. 

tf^  .,    ^!_ 

^•.  Si  a  = ,  on  fera  x  ==  ?  ^  -^  »  ,  ou 

m  '^  —-m    .  • 

les  valeurs  de;r ,  de  ix&  de  j ,  l'équation  deviendra 
•  dy 
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qui  eft  homogène ,  &  dont  par  conféquent  on  peut 
féparer  les  indéterminées. 

5^.  Si  q  =ss  I ,  on  pourra  mettre  la  propofée 

fous  cette» forme  —  y^  ày  -+'  fx'^y^  dx  -|* 

ky^  dx  =  o ,  &  la  comparer  avec  la  formule  du 
problème  précédent ,  ce  qui  donnera  a  ==  —  i, 

p'  =  x^  ==  I ,  p^^  =  ;if  "  ,  &  en  fubftituant  ces 

valeurs  dans  l'intégrale  qu'on  a  trouvée  dans  ce 
problème ,  1  on  aura  l'intégrale  cherchée.  A  caufe 
de  p  =  x^  =^p'  =  1 9  l*on  aura  le  faâeur  Vi 

^  gkix  ghx 

du  problème  précédent  =  c    '    a    -=3   e     ~  • 

/j^.  Enfin  on  peut  toujoiirs  intégrer  l'équatioa 
propofée  en  féparant  en  même  tems  les  indétermi^ 
nées  9  quels  que  foient  les  expofans  m  &^ ,  on 
peut  même  trouver  une  infinité  de  fuites  qui  ex- 
primeront la  valeur  de  jf  en  at  ,  en  laiflant  l'ex- 
pofant   m    indéterminé    &   prenant   un  nombre 

quelconque  i ,  2  ,.3 ,  &c.  î  ,  ^  ,  &c.  pour  l'expo- 

fant  f  ;  il  eft  même  facile  d'avoir  la  valeur  de  y 
en   laiflant   cet   expoiknt    indéterminé.   Puifque 

y  =  C  -+-       ■  -t-  S.  h y^  dx  en  ajoutant 

la  confiante  C ,  on  pourra  trouver  une  infinité  de 
fuites  qui  donneront  la  valeur  de  y  enx. 

Tom€  IK  Z 
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131.  Soit  Téquation  qu'on  appelle  du  Comte 
RicdU  dy  ==  ax"*  dx-+^by^  dx\  en  intégrant  de 

part  &  d'autre ,  il  vient  y  == -7; — +  S.  hy  *  dx. 

Suppofant  maintenant  que  la  férÎQ  qui  doit  ex- 

primer  la  valeur  de  ^  en  jr ,  foit    ^      ^  ^^  -H  ? • 
&  la  différentielle  by^dx  ==  - 


:^^^jr--'pi^  H-*?*i^,  &  en  înt^rant  de 

part  &  d'autre  ,  on    trouvera  S.   byydx 
ia*v*"*"*"'        ^,    Q    2bax'^'^^  pdx 

S,  i' />  *  J  AT ,  &  par  oonféquent  y  =     ^^^ 

■(m-4-  0^-(»»ï-»-  î)  m -h  I 

S.  b  pp  dx.   Si   Ton  fuppofe    maintenant  p  == 


_    ^^    ^  * ■^4- y?  en  fubftîtuant  cette 

valeur  de  p  dans  les  dîfKrentielles ■ ? —  * 

&  bpp  dx  ^  on  trouvera  en  prenant  les  inté- 
grales ,  d'autres  termes  de  la  fuite  cherchée.  Oh 
ne  doit  pas  oublier  d'ajouter  une  conftantc. 

On  peut  auflî  employer  les  reftanglcs  de  Newton ,  fe 
il  cft  aire  de  voir  qae  la  méthode  dont  nous  venons  de 
fiure  u(age  fournit  généridement  la  féparadon  aufG  bien 
que  rintdgradon. 
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132.  U  y  a  nhe  tofinité  de  valeur^  de  m  daiH 
lefquelles  l'équatioQ  de  RJbcati  piut  être  féparée, 
Pour  le  feîre  voir  repréfentons  cette  é^atioa  pat 
la  formiUe  dy^^ay^  dx  ==  h  x"^  dx ^  tt  Se  b 

étant  des  quantités  pofitives  ou  négatives  *•  i**.  Si 
m  s^rs  o, Ton  aura  dy  H-  ayydx  =  bdx,  d*où 

Ton  tire  j~^ —  =  dx  ,    équation   féparéc. 

a*.  Suppofons  y  ===  £,  Ton  aura  iy  i=—  izL.  i 

Subftituant  ces  valeurs  dans  TéqUatiôn  ptopoiée^ 
9c  ôtant  les  fraâions  Ton  trouvera  ^^  cif  -h  accdx 

si=  ft  Jp  •  Jîijr ,  dans  laquelle  faifant  t = jr  "*■*"  ^  pour 


—  JÏ2 


avoir  «••fl^TEss. ,  &  rf:^  =i= -i--: — _,   îJ 

viendra  en  tranfpoiant  &  changeant  eniuîte  tousi 


m-f-i 


les  lignes,  ctfç-f-  «sfe  —     •*  *  ■   >  ,  qm  , 

en  divifant  par   c    &  (uppofanf  — r^.  s=s  ii* 

iç  *-~-  =;   3%  devient  ^;+  a^nàt  css 

Vt^'ât  (en  Êtifant  eiicoife  — —  =£?  n  0  ,  équa- 
-  nz-f-i 

tîon  qui  à  là  méifté  feiiné  que  la  pfôpofée'ft  qui 

•  Si  dans  Téquation  du  problème  le  coefficient  iey^  dx  eft 
pofiûf^rien  n'ejo^êchetie'leijippofermai&ccQaQt  négatif. 

Z2 


^^6     Cours  ûb  Mathématiques. 

{)ar  conféquent  doit  admettre  la  fiéparàtion  dans 
es  mêmes  cas.  De*là  il  fuit  que  fi' la  prapoCéc  eBt 
f éparable  lorfque  m  s^n,  elle  le  fera  aum  lorsque 


—  n 

171=^  — — • 

ii-4-t.      : 

Suppofons  y  =  -  -—  —  *  pour  avoir  dy  ss-^ — 

''^  X  XX  XX 

—  —  -4-  — r-.  Si  Ton  fubftitue  ces  valeurs  de  dy 

XX       x^  y 

&  de  y ,  Ton  aura  en  multipliant  par  — «  ;r  x  » 
rfr— • '  ==  — ijp*"*"*  dx.    Maintenant  fi 

.  ^  XX     . 

Ton  fait  jp  =  -,  il  viendra  if  -4-  «f  firs=a 

*r""-*Jr,  qui  eft  femblable.à  la  propofée.  Ponc, 
fi  la  féparation  réu(Et  lorfque  m  ==  n ,  elle  réuf- 
fira  auffi  lorfque  Ton  aura  m  ==:  — n  •— 4.  Ainfi 
du  cas  m  ===  n  il  s'en  fuit  les  deux  cas  ;  fçavoir  , 

,  &  m  ==~n  —  4i  &  comme  d'ail- 


leurs  la  féparation  réuffit  lorfque  m  :=  o ,  ou  lorf- 
que m  :±=:.n  =  o ,  en  employait  «dternativemeot 

ces  formules  ^  Ton  a  m  =  <^^  4  ;  m  ='^; 


I 


m 


.— l,m=  — ^,  m=i  — «^»m=— ^,fcc.Cescaf 

font  compris  généralement  dans  la  formule  m  =^ 

i  P 
— — ^  -  ♦  P   ^tant  un  nombre  entier  pofitif 

quelconque  ou  o. 

Mais  pour  faire  mieux  comprendre  ce  que  nous  . 
venons  cle  dire  ^  voici  comment  je  raifonne  :  Dans 
la  formule  de  Ricati  les  indéterminées  font  fépa». 


> 

/ 
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rables  lorfque  m  '==,  o ,  premier  cas  :  St  de-là  il 

fuit  que  la  même  chfy[t  a  lieu  lorfque  m  = 

fécond  cas.  De  plus  la  féparation  réuflît  lorfque 
m  =3  n  ;  elle  réuflira  donc  auflOi  brfque  m  ==  —  n 
*—  4  9  troifîème  cas«  Si  m  =  o  ^^  Ton  aura  le  cas  de- 
féparabilité,  l*«  Si  m  ==  o  =  !!•  ^^  Si  n  ==  o  , 

Ton  a  alors  m  £=5-— 4:  car  par  la  troiCème  formule 

m  ==  — -  n  — —  4.  2®.  Si  m  =  n  ==  —  4  •   la 


formule  m  e=  -, donne ^i  ==  — —  •    Si 

n-f-î  —4-*-»  5 

maintenant  m  *=  n  c=  — -t    I3  formiile  m  =8 

i  _ 

—  n  <-— 4  donne  — ^  —  4  e=3s    ■  =»4iift 

•   Si  m  ===  ^^  =  n  s  la  fowiule  m  aepi 

3  3  » 

—  n      .       •  *  *^  */' 
fait  voir  que  la  féparation  aura  encore  lieu  fi, 

Tondivife— 7  par  n  -f-  i  t=»  —  j  -4-  %  szai 

.     *"*"l.==  —  il    c'eft-à-dire^  filon  £âitm  sa 
I  I 

■^'^  —  •  ctc« 
S 
L'équation  dy  -|-  /jrjr  ^'  if = gj  ^  iy  fe  réduit 

fiicilement  i  j^  formule  de  Rîcatt  de  la  manière '(u»« 

irante  :  je  change  /  en  ^i ,  8t  je  fais  f  '  if  =»  dx^  ou  x 

1 -,  ou  {•"*"*  «=3  (  t.4-x)j;  ;  alors  f  =a 

((1-4- lîijr }'"*"*  =  Ck.ar)*ett£aifairtl+l 

23 
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en  faifant  gnft»a=t,  & />n-Hn— -  I  =  m  ; 

donc  eh  fubftituant ,  Ton  aura  iy  -H-  ayyix  = 

ix"*  if  ir.  Ainfî  Téquation  dont  on  vient  de  parler» 
admettra  la  féparation  des  indéterminées  dans  les 
mêmes  cas  que  celle  de  Rlcatî* 

Si  Ton  fuppofe  que  P  foit  un  nombre  infini* 
ment  grand ,  m  *=  — —^ devient  ==—  :t ,  8c 

2  r  ±  I 

réquation  de  Kicati  prend  la   forme    dy  -+- 

b  dx  I 

^yy  i  X  zssac  — r~  ^  j^  faifant  y  t==  - ,  Ton  a  dy 
.-^  — ,  y  V  =  ~-  ,  &  réquation  devient 

ir  aix  hdx      ,        .        , 

^     '  ,  équation  honiogene  » 


&  qui  par  conléquent  admet  la  féparation  des  in*- 
détermmées. 


Suppofons  y  =  A  x.^  -+-  r  jr  ! ,  en  fubftituant. 
les  valeurs  de  ^  y  &  de  i^  que  donne  cette  fup-* 
pofîtion  9  dans  Téquation  de  Ricati ,  elle  deviendra 
pA:?/"^»  dx  -+-  qx^'-'  tdx  -H  x"^  dt  -f- 
tf  j:»nf  ix  4-a  A  A-v  *' Jjf  4- 2  a  A  x^-*"?riy  =5=9 
l^^  "*  d  f,  Suppofons  maintenant  />  —  i  =s=r  ^  P  • 
I^A-f-tf  AA==Q;p-t- y=s  tf  — i,î  -4^ 

a  «  A  =  ô ,  Ton  aura  p  =  —  i ,  A  =«  JL    , 
f  ''«i^^t*  Doûç  en  effeçant  \^%  tonnes  qui  ion) 


• 
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égaux  à  o.  Ton  aura  la  transformée  x"^  dt 

ax^'^ttdx^bx'^dx(B). 

Si  Ton  fuppofe  m  ==  ^  4 ,  ayy ,  qui  eft  ici  rc- 
préfenté  par  att  9  ic  b  feront  multipliés  par  unç 
même  puiflance  de  :k:  ;  or  alors  les  variables  peu-^ 
vent  être  féparées.  En  effet  repréfentez  —  4  par  m, 

Téquation  deviendra  x^'^dts^bx'^dx  —  attx^dx, 

&  (uppôfant  m  -H  a  =s  n  ^  on  aura  en  multipliât 

d  t 

par  x^ ^dt:=zh x"" dx-^  att x'^dx yOVi ==2 

i  ^  4 — ait 

x""  dx  y  équation  où  les  indéterminées  font  féparées» 

Soît  de  plus  fuppofé  r  =  — ,  l'équatioln  B  dé» 

viendra  rfj-f- J^r*"*"*  îî^^r  =  tf^""*  rfx,  ft 
fuppofant  7  =  A^  *^  '  H-  x^'  t\  on  aura,  en  opé- 
pérant  comme  ci-devant  9  p' A.' x^'""*  dx -+- 

=ï==-  ax'^^  dx.  Suppofant  maintenant  2  p  '  -4-  m 
H-a=«/>'— I,  p' A'  -H  fcA'A'==:o, 

j'-HafcA^=0^3'  —  i=^p^  -^-"î'  -+• 
m *f- 2 5 Ton  trouvera/' =5= —  m  —3,  A'  aao: 

I^LltLl^^q^  ===  —  s  m  —  t ,  &  là  féconde 

transforiAée  fera  après  avoir  multiptié  par  x  *  »  -^  * , 
4t^  -j-  ^;r""*  "*  rVi^AT  ===:  ax  *  ""-^^  ^jr.  Cette  équ^ 
tion  adpiettra  la  féparation  fi  -r-m  —  4 :5=2  m  -+•  4» 

ou  fi  --  8=3  m,  ou  fi  m=ss, ,  Si  ou  fuppofe  dé 

2^ 
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on  trouvera  que  Téquation  eft  féparable  (i  m 

*^  '^  ,  &  Ton  pourra  en  continuant  les  fubftîtu- 

S 

tions ,  trouver  de  nouvelles  valeurs  de  m  qui  ren- 
dront l'équation  féparable. 

Dans  la  première  lubftitution  on  a^  =  Ajc '  -+- 
x^'t^icp  ==  —  I,  q  =  —  25  dans  la  féconde 
fubftitution  ,  on  a  p'  ==  —  »«  ^—  5  >  î'  =  •— 
<£  m  -^  tf ,  &  ainfi  de  fuite ,  de  forte  que  Texpo» 
fant  qui  repréfente  q  eft  toujours  double  de  Tex- 
pofant  qui  repréfente  p ;  donc  lexpofant  p  étant 
_P  m  — a  P  —  I ,  lexpfant  q  feroit  —  r^P  m  -— 
4.  p  —  2.  Donc  en  reprenant  les  fubftitutions 
précédentes  &  fubftituant  les  valeurs  de  r  » 
T  ^f,  &c.    Ton  aura   y  =    Ax""'   H- 

^         f  -  ■      I  I   ■ »i  I 

^  ^  A''jf-*-'-s-+-x-+-"^^.&c.Xr, 

<  étant  une   variable    qu'on  détermine   par  la 

Xubftitution  dans  les  équations  féparées ,  t  eft  le 

multiplicateur  du  fécond  terme  du  dernier  Êic- 

—  4.  P        . 
teur.  Si  Ton  fuppofe  m  ss 2 —   ,   il   &udra 

iP  — I 
continuer  jufqu  au  fadeur  dans  lequel  le  premier 
terme  en  x  aura  pour  expofant  —  P  m  —  2  P—  i  * 

ie  fécond  terme  étant  jt  ^  *  ^  ""^  ♦"* *"  *  n  Si  on  fuh- 


ftîtuoit  -^  ^u  lieu  .de^ ,  ^nfuite  Ax^^xU  pourf 
9cç.  on  trouveroit  les  autres  valeurs  de  m  qui  ré* 
pondent  à  ^^-  ,^  la  valeur  générale  de  j  fera^  «s 
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wi 


çn  continuant  de  même  jufqu'à  ce  que  le  pre* 
mier  terme  en  ^x  dans  le  dénominateur  foit 
^-.»(P->.i)-ar-i>^   j^l^j.g  |ç  fécond  terme  fera 

I35.Remarque.  Il  ne  faut  pas  confondre  la  fcpa« 
ration  des  variables  avec  l'intégration  ;  c  eil-à  dire  , 
cju  on  ne  doit  pas  regarder  une  différentielle  comme 
n'étant  pas  intégraole  parce  qu'on  n'en  peut  pas 
féparer  les  indéterminées.  Car  dans  les  cas  que 
lequation  de  Ricati  n'admet  pas  la  féparation ^ 
on  peut  l'intégrer ,  ainfi  qu'on  l'a  vu  précédem- 
ment ,  &  on  auroit  tort  de  l'abandonner  comme 
on  a  accoutumé  de  le  faire.  On  peut  aufli  in- 
tégrer uu  grand  nombre  de  différentielles  fans 
avoir  recours  à  la  méthode  de  féparation,    . 

Si  Ton  avoit*  par  exemple^  l'équation  \dxssz 
xdx'' — "x 07  ;~TCtte  équation  n'eft  pas  intégrable 
dans  l'état  ou  elle  eft  ;  mais  en  tranfpofant  le  terme 
xdy  ,  elle  devient  ydx''+'Xdy^==xdxy  dont 

l'mtégrale  eft  xy^  —  -+•  C,  L'équation  ydx  ^ 

X  dx  H-  ^4t^  Reviendra  intégrable  en  ;rdnfpo- 
fknt  le  terme  xdy  de  divifast  par  x ^  ;  car  l'on 

wra  2ifZZ£iy.==:  éjL  ,   dont  Tmtéfrale  eft 

XX  X 

^  =s  L.  X. , 

ooit  1  équauon ^i. :£ ==  ^  7  »  )  ajoute 

au  numérateur  deux  termes  qui  fe  détrulfent  zxdxr^ 
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^=z  dz.  Uiotégraie  eft  donc   b  r. 

•  X — y 

Soir  la  différentielle  x  *  i  ;c  *  -+-  xyàxày  =* 
4  *  iy  *  ^  en  ajoutant  de  part  &  d'autre  ^ i —  » 


Fon  aurax^  ix  '  -^xyixiy 

à^  dy^  -^  JL — i— .  Prenant  la  racine  quarrée  , 

4 

il  vient  xi  «-+-^^—«21-5  £Z  \/ (44* -H  ^*)* 

L'imégrale  du  premier  membre  eft  facile  à  trou^ 
ver^  ^  celle  du  fécond  fe  trouve  par  les  fériés. 

Si  Ion  avoit  féquation  x^  dy  i-|-  xxy^dy  ^^ 
y* ày  =  b'  dx  f  en  ajoutant  fc *  i  y  de  part  8c 
<f autre ,  Ton  auroit  x  ^  dy  -4-  1  xy  dy  -Hy  *  ày 
^-\^h^  dy  z=zh^  {ix  -^  dy)'y  donc  en  divKant^ 

i y  =  — il-- JJL  — jl  (  en  faifant  x  -4* 

^  ==  î  >  L'intégrale  du  fécond  meni*e  de  cette 
ëquatioil  eft  un  arc  de  cerclé  dont  le  rayon  ^  h 

&latBnj;eï«c«î;=F*-Hy. 
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pF.  LA  DEMI  -  Séparation  des  Indéterminées 

•         ■ 

ET  DE   QUELQUES   AUTRES  MÉTHODES 

DE  Calcul  Intégral* 

134.  Nous  ne  connoiflbns  point  de  méthode  générale 
pour  ftparer  les  indéterminées  dans  une  équation  don- 
née ,  lors,  même  que  cette  réparation  eft  poflible  ,  foit 
en  la  rendant  homogène ,  ou  fans  la  rendre  homogène. 
Four  la  rendre  homogène ,  on  fbut  eflayer  d'égaler  une- 
des  variables  ou  même  une  fonâion  de  deux  variables 
k  une  fonâion  d'une  nouvelle  variable  avecf  des  expo- 
fans  indéterminés  qu'on  détermine  dans  la  fuite  par  la 
condition  que  la  transformée  doit  être  homogène. 

La  méthode  de  la  demi-fëparation  eft  due  au  Comte 
Jacques  Ricati.  Dans  cette  méthode ,  on  diflribue  Té- 
(^uàtion  de  manière  qu  il  en  réfulte  une  efpèce  de  demi-  ^ 

iéparation>  en  rejettant  dans  les  multiplicateurs  ou  di- 
vifiurs  communs ,  les  quantités  qui  empêchent  la  répara- 
tion 5  on  égale  enfuite  l'intégrale  des  termes  féparés  à 
une  nouvelle  variables  &  par  le  moyen  de  cette  fubfH- 
tutioD  on  chafTe  une  des  indéterminées  de  l'équation 
pcopofée.  Après  l'opération  il  arrivé  fbuveiit  que  les  indé^ 
terminées  font  f^parées  dans  l'équation  réfultante. 

Exemple  I.  Soit  la  différentielle—-^! *^    ^^sc 

i^f  7  étant  une  fonâion  de  y  fans  x.  Le  numérateur 
étant  intégrable  >  je  regarde  le  dénominateur  comme  un 

divifeur  commun  de  tous  les 'termes  du  numérateur,  8é 

• 

je  fuppofe  xydy-^  xiy  ^  yix  =^  adw,  doncjr*  -H 

;cyssau,  8c  x  =: ^  Donc  notre  équation  de- 

"^  '  7 

.^iendi»  —  ■  » — r-rrr — swdt^ou-'^LJL.  «s  dr  }  d'çà 

au  —  yy  ^^     -  y^u  ^ 

J    • 

Ton  tirejfi»— iirfj=^rfj ,  ou  en  divifknt  par  j  8c  prépa^* 
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faot  réquation,  u  ^ — ^J  =s  d^  Paiibns  -^= —  i 

t  HaoL  une   fenâion   dt  y  ^  6c  l'équation    deviendra 

(du        dt\        .or  c     au       dt     
J  =  a  j.  Suppofons  enfin    —  —  —  = 

-^ Jon  auiaL  .tt-L.t=L.p,  ou  L, —  =  L.  p ,  ou  — = p  • 
f  t  t 

--  .      /du        dt  \      j     ^  du       dî    

'^'  \  u  t  ^        ^         ut 

-^•j  donc  en fubftituam ,p t.  -^=  i^; .  ou  tdp  =  rf?  * 

'  d  ^ 

ou  if  v  =  — i- ,  mais  t  S:  r  (ont  des  fondions  de  y  >donc 
t 

lequation  eft  (^parée, 

ExuiFLE  If.  Soit  réquation  —  Arfjf-f-  a  Bx«rfy =*  cfjr,. 
A  &  B  éunt  des  fondions  quelconques  de  y  fans  x  >  je 

la  difpofe  ainfi —  Adjr  =  ap*.  (—  —  «  Bd^  y. 
Faites  «  Bdj=:—  >  afin  que  {Toit  une  fonâiond^, 
il  viendra  —  A  dj^=s  *x.  (-j- ^  Y  Faifant—  =3 

t  t^T^dt 

-r-,&  éliminant  *>il  vient  — Arfj=3R— ^î — >  ^'^  "^ 

^  "^  ^=ztdt ,  équation  dans  laquelle  les  indétermî^ 
nées  (ont  féparées>puirque  A  &  {  (ont  des  fonâionsde/* 

Exemple  IIL  Soit  la  formule  —  — —  ^  bydx  saz 

X 

€ydy.  Je  la  prépare  de  cette  manière  j'.  (8rfx  — «dy) 

A  '  dx 

ft= (A).  Je  fuppo(è  maintenant  bix  '^  ûiy  sas 

€dii  donc  }««— ffjasitft^fcjrsK î.Subftinuuit 


dtaHÉiMMMP 
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cette  valeur  de  y  8c  celle  de  hix  ^^  aiy  dans  Féqua* 

a^  ix 
tîon  A,  Ton  trouve  hxi\  —  a\ii  ss= ,ou  i«d^ 

'    fljfl^.  Je  fais^aj  =  — —    pour    avoir 


Î^Jç^ao.  (  ^ +—)  (B).  Faifant enfin Î^H. 

—  -a:  -.i-^  ^  a  vient  en  intégrant ,  fl( /*-+-/ t)  =  tfi  11- 
onaL.xtszaL.  ci>oul«.xt=:L.u>oujcts=tf>  &x=» 

•Subfii tuant & —  à  la  place  de  leurs  valeurs . 

,_.  «    j     .         hudr         a^  du  hdr 

1  équation  B  devient  — p^-  =  — jj — ,  ou  —^     sa 

-< i  équation  dont  les  indéterminées  (ont  féparées  » 

uu 
puiique  t  t^  upe  fonâion  de  \* 

EzEiiPLB     IV.     Soit    maintenant     l'équation 
%x^ dx^ xydy-^y^dx xdx -^y dy 

membre  dl intégrablc,  &  en  Ëufiim  x^-^^y^  =Tt'  il 

fe  change  en  — ^>  de  plus  cette  fuppofition donne y^ 

ss  ^i^-^  xdx.  Donc  en  fubftituant  dans  le  premier 

membre  de  l'équation  les  valeurs  dey*  8cdc  ydy ,  & 

dz 
changeant  le  fécond  membre  en  — ^  »  Ton  aura^  toute 

réduôion  faite, —^--73—4- ==   —7.    Pour  préparer 

cette  équation  on  l'écrira  ainfi    ^   >  .  "V^^^^î^)'=^ 

dr 

^.  ie£^ X ii^lix,:9^(iit p9c  wisuépwi ,  x^za; 
e 


Il     * 
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iti  donc  X  =3 I   donc  en  éliminant  Xy  l'équation 

l 

préparée  devient  — r — ""-r  =* 

— ,dont  l'intégrale  eft—  =  L.  ?  >  6  étant  un  arc  de  cercle 
ç  ^        .    a  ^ 

dont  la  tangente  =  t  &  le  rayon  =  a» 

.  135.  Parlons  maintenant  d'un  autre  artifice  dont  (e 
fert  Jean  Bernouilli  dans  les  aâes  de  Léipfic  1^97  • 
en  faisant  une  des  variables  de  l'équation  égale  au 
produit  de  deux  autres  variables  indéterminées  t  (  pro- 
duit qu'on  divife  par  une  confiance  a  pour  confèrver 
l'homogénéité)  :  ainfi>  par  exemple ^  on  fuppofè  y  =±3 

•^  >  P  &  î  étant  deux  nouvelles  variables.  En  élîmî- 
a 

nant  y  par  cette  fubftitution ,  on  détruit  quelques  ter- 
mes de  l'équation  qui  en  réfulte,  de  manière  que  ràn 
puifTe  réparer  les  indéterminées  dans  les  termes  qui 
reftent. 

Exemple  hSoïiVé<\yxzÛQnayiy^s3Ly^ij(^x^dx ,  faitesjFss 

^^  f  ayant  fait  la  fubftitution  ,  on  aura  une  nouvelle 
a. 

équation  a-q  *prfp-4-<ip*f  i^  axp*  j^dje-f-tf-*  x^ix* 
En  fuppofant  égaux  les  termes  aq^rpdf  ,  t^q^  dxp 

l*on  aura   ■    >    =s^f  x  ,&  a  L.p  =  x.Efiâçan  tics  termes 

p 
qu'on  a  fuppofés  égaux,  il  vient  ap^  qiqztaa^x^ix, 

an  p^qdq  i:±  âx^  dx  $  ou  qdq^at:  ■     ■^'  ■  ,     équatioti 

dans  laquelle  les  indéterminées  font  féparéeS/puifquejr 
eft  une  fonâion  de  ».  - 


Exemple  IL  Soit  réqilariott  dy  ~  --^J^^  —  Jl^  . 

^       xx'^aa        x* 

En  fidTait  jr  SB  ^^^  on  atota  h  nouvelle  éqbanokf  î/ 
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H-ptfflssr-i — -i — J — - —  .  Je    fais   qip  =3 

£g  X  a  X      tt  %  *      .      <?P            apflx  .  ... 

-^ ,  d ou  je  me  — ^a=3 ,  &  en   inte- 

*r;c — aa  p  xx  —  aa 

grant,L.p  =  L.V^(*x  —  fla)oup=  l/"(afr— «a),  É£ 
façant  les  termes  qu'on  a  fuppofés  égaux»  il  vient pttq 

es  ■      '^  /  , • ,  ou  —   ' ^  =  • î— T —  =s  •     ^ 

ax^dx — fl*^jt       flrfi  a^dx      ,  .        -. 
»- :s-  —I  — - — ,  équation  dans  la* 

quelle  les  variables  font  féparées. 

Mais  cette  méthode  ne  réuffit  que  dans  les^quatiohsdans 
lefquelles  on  peut  mettre  d'^^ins  un  (eul  terme»  y  daris 

Tautre  terme  5:jy*»  dans  le  troifième  terme,  m  étah»un 
expofant  quelconque.  On  fent  Wen  ^ue  ce  qu'on  die  de  y 
doit  s'entendre  d'une  autre  variable  pour  laquelle  on  pouN 
.îoit  faire  uncfemblaUe  dirppiiûon- 

1 1€»  Les  fubftitutions  font  utiles  pour  ramener  plu- 

.  fieuis  équationVdtfiérentiçll^  à  une  ^utit  équatioa^dont 

on  fait  trouver  l'intégrale.  Suppofons,  par  exei^pfe^ 

^'on  veuîlte  rantener  -une  équation. à  4*cqitâtion  générale 

ly^  dy-i^y^-^^  p^  dx'^cyi  p^^  dxsssoj  dans  laquelle 
Py  P^   &  P  ^'  font  des  fonâions  dc.^làmç  j^  *  &  Won 

f>eut  toujours  intégrer  (128).  Si  dans  cette  formule  on 
ubftitue  différentes  fondions  de  x  priies  à  volonté  pour 

.y>  p'>  p"  &  qu'on  faffe  j  =  xy.y  ou  en  général  ;f'  = 
«'j^'t  t,  r,  s  étant  des  expo  fans  arbitraires  qu'on  dé- 
termine enfuite  comme  on  veut ,  il  efl  évident  qu'on 
trouvera  par  ce  moyen  autant  d*équations  diâerentiellès 

3u*ôQ  vomira^  tODtes  réduâibles  k  h. forme  générale 
ont  on  vient  de  parler. 


^m 


^  On  a  fupprimé  les  coefEcieus  tf  fb,c.  Cela  oe  cfiange 
tien  i  la  métliode  »  d'autant  plus  qu'on  peut  fuppofer  que. 
CCS  coe£€leus  encrent  cUns  p,  p' ,  p**. 


X 

\ 


riMM 
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i|7« Théorbmb.  Si  dans  l'équation  A{aj^  iy-^x^  dx^ 

*f-B(jfrfy  —  jdx)  l^=^o 9 aîf  h fontdes  confiantes ,  A&â 
des  fon&ions  homo^atts  de  x  (rdey,  on  pourra  toujours 
ramener  cette  équation  d  la  formule  générale  dont  on  vient 
de  parler  enfaijant  x  =  j  ç.  Si  Ton  divi(è  l'équation  pro- 
pose par  A,  clic  devient  (flj*rf/-f.x»  dx)'\'h{xdy 

^^jdx).  J-.  Si  Ton  fubftituc  dans  cette  dernière  équa- 
tion j^j  au  Heu  de  *  icyd\  -^^dy  au  lieu  Ae  dxy  îX 
viendra  en  réduifant ,  («-H  J  •**"*)  7  •  rfy  H-j'  •  "*"  *  ^  "d  ? 

•—  — jr-  7*  d  j  :=  o  j  mais  B  cft  une  fonâion  homogène 

3ue  je  fuppoiè  de  la  dimenfion  u   dans  chac^ue  terme 
e  B  «  des  variables   ^  fc  y;  donc  en  fubftituant  y  { 

ai^  lieu  de  x ,  Ton  ^ura  B  3=7  •  Z ,  Z  étant  une  fonc- 
tion de  i.  Suppofbns  de  même  que  A  cft  une  fonâion  ho- 
mogène de  X  &7  de  la  dimenfion  u'^  on  aura  A.  ss 

j»'  Z'>  Z'  étant  une  fonâion  de  {>  donc  -j-^  =5 

donc  la  ptopofée  deviendra  {a  -1-^»"*"'  )y  dy  -h» 
j»-»-  I  j,  j^  —  Jjf  v-4-12  '7  dç  saa  o,  qui  a  la  fisrme 

requife>  pmfquefl^-f-î»  "*"  *,  j",  —  iZ''fontdes fonc- 
tions de  {• 

Soit réquation  ifx^^y^-^gy).(x^  dx^hay^dy) 
-f-(fcjc  -y  *-Hf^*  '  ).(xdy — jidx)bs=zo.  En  la  com- 
parant avec  celle  du  théorème ,  on  trouve  /i=  2 ,  A:s 
fx^  X  y  2  ^gy,  Ti=shx  *  >  »  -Hij'X*  i  &enfaifànt« 

ssy^yonaura  AaBjr-î — Slssy  Z'5donctt=  i  &Z' 

=  ^ — ^.  On  trouvera  aufliB=sj»  Z=y*(k?*-H 
il*  )i  donc  us=:4&Z  sAç^H-Zf'.  Donc  V  a 
r— u'  3fij  &  Z"  =  lî-JtLiL- 5  &  réquation  tranf- 

formée 
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fermée  fcm  (^H-^M  J'*  dy  -^  yi  j*rfj  -|-  hy^x 

lj8.THBORBMB.«Si  dans  Véquation ax*  d X  -{-hy* dy 

A  C* 

-f-(xrfjF— jJx)^—  -h-^^  =  o,  fcx  quantités  A 

&*  B  /o/zt  des  fondions  homogènes  de  x  ù*  de  j ,  de  mime 
ou  de  diffirentes  dimenjions  entrettes ,  ou  dont  la  différence 
des  dimenfions  M  k  ,  h  étant  =s  o  ou  un  nomhre  quel^ 
conque ,  C  &  D  étanf  aujR .  des  fondions  homogènes  telles 
que  la  différence  des  dimenpofh  dé  C  fur  D  foit  =s=  «  —  i  , 
on  poiafa  toujours  réduire  cette  équation  à  la  firme  du  N*. 
(ix8),  enfdfantx=zy9.  L*on  aura  d*=j'rf7-+-çrf^. 
Subftitaaot  ces  valeurs  cie  ^x  8c  de  x  dans  Tequation 

propofée ,  elle  deviendra  ûj*"*"  '^"^-f-«j»"*"'j»»df-f- 

iyndy^y^dl^—^^'^^O.     Ot  A  ,  B  ,  C  ,    D 

étant  des  fondions  homogènes  de  xScdt  y,  telles  qu  on 

A  k 

l'a    fuppofé ,  Ion  aura  -g-v=  y     P  ,  P  étant  uae 

C 

fonûion  de  ^  ^  &  -j^-  =c j-  •-»?',?'  étant  encore  une 

fonûion  de  î  5  donc— jf  *  rfç  /—-h  ^^=:--y*^*  p  ^ ^ 
—   j»»-»-ip'rfî,    &   l'équation  transformée  fera 

jL      I      - 

y  P  rf  f  =  o ,  qui  a  la  ferme  requifc. 

Exemple.   Soit  Téquatîen  ax^  dx  -^  by7  dy  '■h 

comparant  avec  celle  du  théorème,  Ton  trouve  /i  =7» 
A  .    .      .     C         x^y-^y^x       ,  - 

3  z=:  5  =  n  —  I ,  félon  les  conditions  requifes.  En  fublU* 
Tomt  IK,  A  a 
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tuant  t  j  au  lieu  de  x ,  réduiûnt  &  arrangeant  les  termes  , 
ronaura(flî«-f-J)j7d^-4.^«(aj7  — (l-±5)^  d^  — 

^4(^z^  I  jj^—sQ  ^  équation  qui  a  la  forme  qu'on 
demande ,  &  qu'on  rendra  plus  fimple  en  la  divifknt 
par  y  ♦. 

S 39.  Pro BLÊME.  Étant  donnée  V équation  à 
quatre  termes  ax"^  dx  -♦-  by^x''  dx  -+-  cy'dar 
,^^dy  =  o^  la  réduire  à  trois  termes^ pour  îin^ 
tégrer  enfuite  par  le  problème  du  N^.  1^0.  £a  fai- 
fant  y  ==  or  *  î'  ,  &  fubftituant  au  lieu  de  ^  & 
it  dy  les  valeurs  que  donne  cette  fuppofîtion  ^  la 

propofée  devient  ax'^J  x-t-b^f  x''^  '*''  i^  -+- 
ei' x^'  dx — ftî**"*'  dx  —  x*i?=o,  équa- 
tion de  cinq  termes  qu  on  peut  réduire  à  trois  , 
en  fuppofant  que  deux  termes  fe  détruifent  ;  mais 
la  fuppofition  de  deux  termes  égalés  à  o  ,  ne 
doit  pas  conduire  à  une  abfurdité.  Suppofont 

h^fx^^  -*-»  Jx — h^x^'^^dx  =  o,  l'on  aurap=i, 
lp-+-n=fc  -+- fi  =  ft —  I  ,  ou  n  =  — I  9 
&  b  ==  A  * ,  ce  qui  réduit  Téquation  propofée  à 
celle-ci  ax"*  dx  -+^  byx^^dx  -t-  cy*  dx-r^ 
dy  =  o  ,  qu'on  ramené  à  l'équation  de  trois 
termes  ax"*  dr  -H  c^'  x^' dx  —  x^  d^  =0 
ou  (  en  divifant  par  y*  &  tranfpofant)  à  Téqua- 


•*  Ainfi  fi  dans  la  propofée  Ton  a  |>= i  ,  &  n=—  i  , 
on  pourra  facilement  la  réduire  à  trois  termes  en  Êûlant 
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^m^b 


ùinty  =  x^j. 

Si  dans  cette  équation  m  =î=  bs^  Ton  a ,  en 
fubftituant  cette  valeur  &  divifant  par  a  -+-  c  ^  ^ 

^  X  = ?^- ,  équation  dans  laquelle  les 

indéterminées  font  féparées  ;  (i  bn  a  5  ==3  2 ,  la  der  * 
niere  équation  aura  la  forme  de  celle  de  Ricati» 

Avant  de  paflêr  à  d'autres  méthodes  nous  al- 
lons réfoudre  un  problême  qui  peut  être  utile  dans 
certains  cas. 

140,  Problème.  Srit  Téquatton  différentitlle  iy^ 

ypdx  -k^y  *  f^dx  -h-  p^dx = o,  p,  p\  p^^  déjîgnant 

des  fonSions  de  x  fans  y ,  étant  données  deux  va^ 
leurs  de  y  en  X  y   qui  jatisfajfent  à  t équation  proh- 

J>ofée  ,  (^efi-^à-din  »  la  rendent  égale  à  o  ^  tr^nêver  h 
aSeur  qui  doit  la.  rendre  intégrahle.  Soient  m  Se  n 
les  fonâions  dô  x  qui  »  fùbftltuées  au  lieu  dey^ 
rendent  la  propofée  =  o  ;  en  fubftituant  fuc- 
cefCvement  m  ic  dm  ,   n  8c  dn  au  lieu  de  j  & 

de  dy  ,  Ton  aura  dm^+^mpd»  -t-m^p^ dx 

f^'dx=09  &  dn--^  npdx-+-  n^p^dx 

p^^  dx=s=  o.  Soit ^^^^ =  ?i  oay  ==  "- ; 

^  l'on  fiibftitue  les  valeurs  de  j  ic  de  dy  que 
donne  cette  fuppoiîtion  dans  l'équation  propofée  , 

qu'on  multiplie  par  (i*— î)^  »  &  que  dans  le 
réfiihat  on  fubftitue  les  valeurs  âe  dm^  ^n  que 
donnent  les  deux  équations  précédentes  j  on  auf^ 
en  réduifant  Se  préparant  1  équation,  p^^dx (m  — n)* 
(th  — Tï)  di  3=»  o ,  ou^  divifant  par  (m  — ,  «)  j  , 

A  a  2 
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d  z 
te  tranfpofant ,  — î  =—p^(m^n)  dx;  8c  en 

întégrant,L.f=  — S.p'(ni-*f?)ijr=  — S.  (m— n)  JrL.e, 
(e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 

c=^  I)  ,    ou  î==  c-^M-- •)^».    Ainfi  l'inté- 
grale de  Téquation  p^idx(m  —  n)  *  -+-  Çm-^iOdi 

Bssso,  ou  p^ dx  ^  (m — n)  -H =  o,  eft 

î 

e«-^'î  — >'*-H-^^=^r=  C,  en  fubftituant  la 

valeur  de  ^. 

Si  Ton  fait  attention  maintenant  qu^après  les 
fubftitutioos  Téquation  propofée  a  été  multipliée 
far  (  I  —  ç)  - ,  &  divifée  par  ( m  —  n)  .  ?' ,  il 
eft  évident  qu  en  multipliant  tout  d  un  coup  par 

ÇJ       TJ    == "^^ r,àc^ufede?=-'^^^Il-    , 

( m  —  71  )  î  (r— «)  O— m )  "-     j  —  n    ' 

Téquation  propofée  fera  intégrable.  On  peut  voir 
par  la  folution  de  ce  problème  qu'ayant  des  inté- 
grales particulières  des  équations  de  la  forme  pro- 
pofée ,  on  peut  en  trouver  l'intégrale  générale.  Si  p 
B=o ,  Ton  aura  l'équation  de  Ricati  qui  n'eft  qu'un 
cas  particulier  de  notre  équation  ,  au  refte  nous 
traiterons  plus  au  long  des  intégrales  particulières 
des  équations  différentielles. 

241.  P  K  o  B  L  Ê  M  E.  Intégrer  V'quatîon  x=s.yP 

H-  M  ,  dans  laquelle  P  &  M  font  des  fondions 

d  X 
quelconques  de  j  ou  de  j-*    En  di£^rentiant  l'é- 
quation propofée.  Ton   a  dx ^^^Vdy  -^yd"? 
'-fc  d  M  ==  X  dy  ;  puifque  l'équation  ;  sb=  j—  , 


^ 
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donne  dxs=  j  dy»  Donc  P  dy—^  j ^/jy  -^yd P 

P— ^         P— j 
Puifque  F   &  M   font  des  foxiâiens'de  \^  Toa- 

pourra  foppofer  — — —  ==  Vi^  ,  =  Vif, 

;V  &  V^  étant  des  fondions  de  j.  Ainfî  réqua-t* 
tion  fe  réduira  à  cette  forme  j**  i^  ^y/y^j 
H—  y*  V  a  j  =0  ,  qui  a  les  conditions  requifes 
(  128  )  ;  &  fuppofant  L.  c  ==-.  i ,  &  C  une  conf- 
iante quelconque ,  on  trouvera  aifément.  par  le  N^ 

cité ,  rintégrale  y  c  «•  ^  -  H  S.(V'  if.  c  s-  ^  **  ^0 = G  ; 

.    C  — S.  (V'ir-  e"-'"'*)    T* 
donc  y  = ^ .  L  on  aura 

donc  la  valeur  de  y  en  f  5  &  fi|bftituant  la  valeur 
de  iy  prife  de  cette  équation  dans  1  équation 
dxs=:  f  dy ,  Ton  aura  x=  S.  ^  dy ,  &  S.  f  iy  ne 
dépendra  que  de  l'intégration  des  di£^entielles  à 
une  feule  variable.. 

142.  Il  arrive  aflèz  fouvent  que  par  la  fubfti-* 

tution  de  f  au  lieu  de  — zL  ^  ou  de  ^  i  :r  au  lieu 

d  X 

de  dy  9  on  parvient  à  des  équations  finies  & 
même  algébriques  entre  x  èc  y  ùms  employer 
les  méthodes  ordinaires  d'intégration. 

Si  l'on  avoit  Téquation   ydx  — -  xdy  s= 

A  ^'(  d X '  —H  dy^)  y  en  fuppofant  dy  à=  :^dx 

&  faifant  difparoître  dx  par  la  divifion,  on  trouve 

y  —  7 JT  ==  a\/  Çi  -H-  îO  (B ).  Différentiant 
cette  équation ,  fubftituant  la  valeur  de  dy ,  tranf- 
poûtnt ,  réduifant  &  divifant  par  di  ^  il  vient  s 

Aa  3 
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«?* 


^((1+?»))^ 


Subftiiuant  cette  valeur  dans 


réquation  B  >  on  en  tirera  y  =  --— ; tt'sP)  5 

donc  *>-H7*=s» Tî *=  ~ ^'+ TTTT  > 

donc  — r— 4  =  ^  "^  ^  "^«^ . ,  En  fubftituant  cette 

▼aleur  de  ■  '       ^   dans  Téquation  D  ^  on  trou* 
vera ,  après  les  opérations  ordinaires  3  ^a^y^  == 

145.  THioRÊBuI^i  on  multiplit  ouji  on  dirift 
loie  différentUlU  quelconque  »  par  une  fonSion  do 
fm  intégrale  ,  le  rifultat  fera  une  àiffércntktie , 
doru  Vintégralt  m  dépendra  que  de  Vintégratim  des 
différentielles  à  une  feule  r'ariable.  Soit  d  p  une  dif- 
férentielle quelconque ,  dont  l'intégrale  ==  p  *  * 
&    p  '  une  fonâion  de  p ,  il  eft  évident  que  le 

produit  p  '  dp  &  le  quotient  ■         feront  des  dif- 

férentielles  à  une  feule  variable  p  ;  donc  les  inté* 

craies  S,  p^  dp  ,S.  — L.  fe   trouveront  la  pre- 

p 
mière  par  la  quadrature  d'une  courbe  dont  l'or- 
donnée perpendiculaire  ==  p  '  &  Tabfcife  =^p^ic 


•Quelque  nombre  d'inconnues  que  puifle  renfcnncr  p,  t>a 
peut  coniidércr  cette  quantité  comme  une  feule  inconnues 


i*MMH 


^\ 
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la  féconde  par  la  quadrature  d  une  courbe  dont 
lordonnée  =  -i,-  &  rabfciffe  =  p. 

144.  THéoRiMi.. LV^arion  p^  dp  — .i  {p^ y  5) 
2= — y^à.{p*\)  ejt  ihtégrahlè  lor/que  ^intégrale 
du  premier  munbre  S*  p^ dp  •* — p^ y  ^  eji  égale  à 
unefonSlion  du  produit  de  y  par  unefonSHon  de  /?'  ^. 

Soit  m  (p^^)  ctttt{aoô\onàcp^^,n(^ym(p^7(J)\ 
une  fbn^ion  du  produit  y*m(p^^).  £ni  coafîdé^ 
rant  y*^(.p'  i)  comme  une  feule  inconnue  x ,  & 
k  quantité  S*  p'  dp  —  P^ y^i  comme  une  autre  i* 

connue r« on  auraf==nAr;donCir  =  —  ts==sQt 

(f  étant  une  fonâion  de  t  comme  il  fuit  de  la 
tiatute  deB  équations  )  =5  ç  ( S. p'dp  —  p'yxi 

donc  on  aura  ^  (S.p'  dp  — p'j?)  ^=>'w.  C/^'î). 
Donc  en  divffant  les  deux  membres  de  Téquation 
propofée   par    des   quantités   égales  j    on    aura 

pUp—djp'y^) ^y.dÇjf\^  ~d(p^O 

équation  dont  chaque  is^imbre  efl  une  différelitîdfe 
divifée  par  une  fonâion  de  fon  intégrale;  ceft 
pourquoi  cette  équation  fera  intégrable  >  &  p^ 
conféquent  la  propofée  le  fera  auffi. 

Coèollaiêe. L'équation  pdx^^ —  ^-(pyj)  ==» 
— y.  d.(p^)9p  étant  une  fonâion  de  x  ;  eft  in- 

*égruble  lorfijue  S.pix=  tfjyp? -4-  iyp\i^y 
a^byh  étant  confiantes  :  car  en  ajoutant  — 
y  p  î  de  part  Se  d'autre  ,  Ton  parviendra  aifément 

ir«quûtiofrS.pi* — ypz^^yÇ^Pi—Pî'-ir 

Aa4 
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*  Cf?)*  )  =  y*  ^  (??)•    P^    3ura   donc 

fe   en   btégrant  ,  L.    (S.pdx  r^  py^)   = 

w  (Pt) 

Suppofons  que  les  deux  équations  du  corollaire 
foientx  "  J*"— ^  d.Cyx"^  i)  =  '^y.  d.(yx^^, 

ik  — •  x^  =  y  x*  i~^  ayx^  l  =r=3  5^jf  *f, 

ce  qui  donne  a  ==  i  =  A ,  i  ±=  2 ,  p  =  x  *  . 

L'intégrale  du  corollaire  fera  L.  ^ —  x^^y  x^ij 

JL./C  en  faifant  C  i=lj.f^  ce  quîeft  permis)  =a 
L./  ( A-  *  f )     *  ==L.  — f- — p  ;  donc  en  repaf- 

(ant   des  logarithmes  aux   nombres ,   j  jr  ^  -— 
;^;r»  î— s f~p  =  — i--îdoncf4r*ç* 

j,^y  x^  l"^  ==/•  Si  on  fubftitue  dans  cette 

l 
équation  la  valeur  de  ?  prife  de  Téquation  f  x  ^  sa 

'3y^  ^  r  9  on  aura  f  *  ♦  JX^—  —  y  x^X 
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=  /,  équation  par  le  moyen  de 


V 

laquelle  on  peut  trouver  la  valeur  de  ^  en  ^ir^ 
ou  celle  de  X  en  ^« 

14^.  Problème.  Trowtr  les  intégrales  des  deux 

équations  dx  — f-  (a x H—  by)  dt  ==0,  dy  -4- 
(  hx-^fy  )  d  r==  o.  Multipliant  la  féconde  équa* 
tion  par  un  faâeur  confiant  &  indéterminé  p  ,ic 
l'ajoutant  enfuite  à  la  première,  il  vient  dx  -1— 

pày-h-  ((a  -4-  A/?)x-4-(fc-h-/f?)^)rfr=o. 

Il  faut  faire  enforte  que  ^ans  cette  équation  le 
multiplicateur  de  dt  devienne  un  multiple  de 
X  -f-  py  intégrale  des  autres  termes  de  lequation  , 
afin  qu'ayant  fuppofé x  -4- py  =  u,ic  m  étant 
une  confiante  indéterminée ,  Téquation  prenne  la 

forme  du  — f- mudt  ==  o ,  ou -+- mdt^=o, 

u 

équation  dans  laquelle  les  variables  font  féparées. 
On  aura  donc  par  cette  fuppofition  a  x  h—  hpx 
—f-  by  ^,^Jpy  =s  m  X  -4—  nipy,  &  en  compa- 
rant terme  à  terme,  les  deux  membres  de  cette 
i£quation ^ax H- hp x  ==  mx^ic  by  ^^fpy=s 
tnpy  ,  d*où   Ton  tire  m  ==  a  -+-  hp ,  m  == 

— ZIZl!-  ;  donc  a  -J-  hp  «= ii- ,  ou  tfjiM- 

kpp=^  b  "^fp*  Si  ToM  confidere  p  comme  une 
inconnue,  l'on  trouvera  etîréfolvant  cette  équa« 
tion  du  fécond  degré ,  deux  valeurs  de  p.  Nous 
repréfenterons  Tune  de  ces  valeurs  par  p  &  l'autre 
par  p'.  Mais  l'équation  x  --^py^s  u,  donne 
du  ==  dx  -4-  pdy  ,  &  de  plus  nous  avons 
m=sia  +  hpi  doncl'équationia-h  muir:=09 


i*M«ii 
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*  du 

dewïmtdu'-i-'Ça--^kp)udt==o,o}i 


H 


—  (fl-l-fcp)ift;  donc  en  intégrant  &  ajoutant 
une  confiante  C  =  L.g,  on  aura  L.  u  =  L.g 

—  t(a--H/ip)  =  L.g  —  r.  (a-+-fcj?).  L.c 


(  en  fai(âm  L.  e  =»=  1  )  ==  L»      >^.^  ^f]       » 

Ame  tt  =  ^c**'^'"*'  *''^  .  En    employant   les 
âeu3C  valeurs  de  p,  on  aura  x  H-/' J'  =  u,  &  x 


g  ^  e  -K  ^+  fc  f  '  ]  (B)Xa  première  équation  donne  jt 
= tf  —py.  Si  Ton  eii  retranciie  la  féconde,  on  trouvera 

facilement  y  s»  "~""-    jdoncJf  =>  a  — py=: 

^         p  — p' 

p^u  —  pu'  ^  Sttbftkuant  dtos  ces  valeurs  de  jr  &  de 

P      p 
Xy  ks  v^urs  de  u  &  de  u  '  que  donnent  les  équations 

A  &  B,  on  déterminera  les  conftantes  gicg^ipar 
les  valeurs  que  x  Hy  doivent  avoir  lorfquc  f  eft 
égale  à  o ,  ou  à  une  quantité  donôée.  Si  l'équa- 
tion qui  doit  donner  les  valeurs  de  ;>  &  qu  on 
trouvera  facilement  devoir  ctfe  hpp  -4-  «p  — 
fp  —  *  =  o  >  ne  donne  pas  deux  valeurs  de  p , 
ce  qui  arrivera  fift  =  o,oufc  =  o,  &  dans  le 
caç  où  les  deux  valeurs  de  p  feront  égales  ,  voici 
comment  on  pourra  s*y  prendre.  !*•  Si  i^  =  0  ,  une 

des  valeurs  de  p  eft  o ,  &  fautre  ^—r-  •    Aînfi 

dans  les  formules  précédantes  on  fera  p^s=  o.  2*.  S 
A  £=:  O,  la  féconde  équation  propofée  fera  iy  -+»- 

fydtz:xOt  ou--^=:—/iit,  d'où  Ton  tireyss 

y 

n«~^'  •  n  étant  une   eonifante  j  donc  y  fera 
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une  fonôîon  de  t  que  nous  défigncrorts  pat  7,  & 
fubftituant  cette  valeur  de  y  dans  la  première 
équation ,  Ton  a  dx -f-  axdt  —H  bqdt  =  o , 
équation  qui  fe  réduit  à  la  formule  du  N^.  1 28 
&  qu'on  intègre  facilement.  Si  les  deux  valeurs 
de  p  font  égales ,  on  aiira  toujours  Téquation  x 

^-t-  py=Uj  oux  =  u  — p^  =  gc""'^*  "*"  ''^^  -— 
py^  Subftituant  cette  valeur  de  x  dans  la  féconde 
équation  propofée ,  on  trouvera  dy  +  if—hp)ydt 

-+-fcgc""*^''"*"''^^  dtxsOy  équation  quife  réduk 
encore  à  la  formule  ci-deflus  (128).  Enfin  û  p 
&  p  '  étoient  imaginaires  ^  le  problème  fe  réfou- 
droit  de  la  même  manière.  Car  les  quantités  ima- 
glnaû-es  (è  réduifent  toujours  â  la  forme  M  -f— 
N  Y  - —  I ,  ainfi  quon  la  vu  ci-defTus  ,  &I1  les 
valeurs  de  x  &  <[e  ^  dévoient  être  réelles ,  les 
imaginaires  difparoitroient. 
'  Si  les  équations  étoient  dx  ^  {  ax-rh-  by)Td( 
-F-Ndf  =3  o,  i^  -+-  (** -»-/y)  Tir  -f- 
N'£fr  =  o,T,N,N'  étant  des  fonétions 
de  t ,  ou  o  ,  on  roultiplieroit  la  féconde  par  la 
confiante  p ,  &  ajoutant  le  produit  à  la  première» 

onauroit  dx  -H  p  d^.-f-  ^(a  -^  hp  )  iP-+-(^  -f*^ 

/?  ) y  }  Tir  +  (N  -hpN')  dt  =i  o.  Faiiant  enfuitc 

x-^py=iUy8c(a-irhp)  :r-4- (*-h-/p)jr=: 
m  X -4- mpy^on  trouvera  comme  ci-devant»  m  =: 

n  ^^  &^  s    ■  ■    -^  ^.^  ;  d'où  Ton  tirera  Téqua* 

^  p 

tîon  hpp  —H  ap  — fjt  —  J  =  o  ;  qui  donnera 

deux  vaJeurs  At  p ^  ^u on repréfisncera par p8cp^^ 

ScTonaura  iu-H  (^-Hfep)ïtTit-+- (N-h- 

N'p)  Jt=o,  équation  qu*on intègre  comme  la  pré* 

cédente  par  le  N^.  (raS)  ;  Zc  toa  trouvera  les  var 


■M 
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leurs  dey  9^  de  Xj  dans  lefquelles  on  mettra  pour  u 
&  u  '  leUrs  valeurs  trouvées  parle  N**.  (  128). 

146.  Remarque.  Si  les  deux  dernières  équa- 
tions contenoient  la  première  le  terme  a  My  »  la  fé- 
conde le  terme  ndx  ,  on  multiplieroit  de  même  la 
féconde  par  p  pour  lajouter  à  la  première ,  dans  la 
fomme  1  on  fuppoferoit  (i  -+-  np)  x  -4- (a'  -+-p)  y 
=z  u  (a''+' hp) X -^  (b^  fp) y  r=m  (i-i-np) x-k-' 
m  (a  -4-  p)y^  &  l'on  auroit  1  équation  du  H-mwT  Je 
•-+-(N  H-  pN)ir=o,&  Ton feroît le refte comme 
dans  le  cas  prédédent ,  en  fe  fervant  de  la  valeur  de 
u  s=z(i'\-np).x  -f-  (a'  -h-  p).yf  au  lieu  deu  =jc 
•H-tfy.  Si  les  quantités  dxSc  dy  étoîent  multipliées 
par  des  confiantes ,  la  (blution  ne  feroit  pas  plus 
difficile  &  d'ailleurs  on  peut  les  faire  dilparoître 
en  divifant  chaque  équation  par  le  coefficient  da 
premier  terme. 

147.  Problême.  Intégrer  les  trois  équations 
dx  ^^^  (ax  -h-by  —h-  cj)  dt:=iOidy-^(hx 
ky  -4-  l[)  dt  =0  ;  di^  -4-  (mjr  -+-  lïjjr  • 
r[)  dt  =0.  Multipliant  la  féconde  par  une  conf* 
tante  A ,  la  troifième  par  la  conftante  B ,  A  &  B 
font  des  indéterminées,  &  prenant  enfuite  la  fomme 
des  trois  équations ,  l'on  aura  d  x  —H  A  dy  -t- 

B^Î-*-(C^-+-AA-4-Bm)x-+-C*-+-  AkrH 

B  n)yH-Cc  +  A  Z  -+.  Br))  dr  =  o.  En  fup- 
pofant  enfuite  x  h-  A  y  --H  B  t=  u ,  &  faifant  le 
multiplicateur  de  dt  égal  à  Mu,  M  étant ^e 
confiante  ,    Ton    aura  ^u  h-  fAudt  =  o,  \>u 

■ =  —  JAdt ,  ou  en  intégrant ,  L.u  =2=  — 

Mf-+-L.  g.  =  L.g  —  Mr.L.e,  ouii=ssrc-^'. 
De  plus  on  aura  par  fuppofition ,  M  u  ==  M  jt 


■^ 
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MAy-+-MB7=:X«-HA4-f-  Bm)  x  -+- 

0>-+-Ak-^Bn)y  +  (c-HAl-i-Br)r, 
Jî.galant  les  termes  homologues  de  cette  dernière 
équation ,   Ton  aura  M  =  a  -i-  Ah  -h-  Bm 

¥^r*r*"-^*-»'^"'^^  =  ^  +  A/4.Br' 
d  ou  Ion  tire  les  deux  équations  a  -H  A  A  -+-  B  m  — 

i-i-Ak-t-Bn  c-KAZ-4-Br  ~" 

A         —  B •  Pi'Mant  la  valeur  de 

B  dans  la  première  de  ces  deux  équations  &  la 
fubftituant  dans  la  féconde,  on  aura, après  les 
réduâions  ordinaires ,  une  équation  du  troiCèm» 
degré  qui  donnera  trois  valeurs  de  A. 

Cela  pofé  en  défignânt  par  p  ^  p\  p"  ces  trois 
valeurs  de  A  par  y ,  ^' ,  y'  les  trois  valeurs  cor- 
refoondantes  de  B,  par/,/'^/"  les  valeurs  cor- 
relpondantes  de  M ,  au  lieu  de  l'équation  u  =s 
ge~**',on  aura  ces  trois  équations  u  =  ge-f'^u'=i 

g'e-f''»  ""='"*  ■^"*'  *  au  lieu  de  l'équation  *  + 
Ay+  B  f  =  u ,  on  aura  les  trois  équations  x  +  py+ 

iK.==ge~^'»x -i-p'y-+-q'i=  g'e-f'    - 

,-+-j,/'y -4.  ^'i^_^e-/''';de  ces  trois  équa- 
tions Ion  tirera  les  valeurs  de  *,  y,  j,  &  j»on 

déterminera  g,  g\  g ''  par  les  valeurs  que  doi- 
vent avoir  *,  J ,  ? ,  lorfque  t  eft  =  o,  ou  eft  égal 
a  une  confiante  donnée. 

Si  l'équation  en  A  n'a  pas  trois  racines  iné- 
gales ,  comme  on  l'a  fuppofé  ,  on  pourra  toujours 
pourvu  que  cette  équation  ait  au  moins  une  ra- 
cine,  réduire  le  problème ,  au  cas  ci  deffus  (146). 
Car  foitp  .  î ,/,  les  valeurs  refpedives  Je  A,B,M* 
Féquation  *  -+-  A^  -+-  B|  =su=ge-*i''- 
deviendra  *  h-  p  v  -+-  y  ^  =  g  e-f.  Faifant 
evanouu:  par  cette  dermère  équation  la  variable  ? , 


«^ 
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on  réduira  les  trois  équations  donnoes  à  deux  équd* 
tions  de  la  forme  de  celles  du  N^.  (146).  Mais  H 
Téquation  en  A  n  avoit  aucune  racine ,  parce  que 
les  çoefficiens  qui  afteâent  les  différentes  puif- 
fances  de  A.  feraient  tous  égaux  à  o ,  dans  ce  cas 
£  le  terme  tout  connu  de  Téquation  s  évanouit 
aufli  9  c^eft  une  marque  qu  on  peut  donner  à  A 
telle  valeur  qu'on  voudra.  Si  ce  terme  ne  s'éva« 
nouit  pas ,  on  augmentera  ou  on  diminuera  à  vo« 
lonté  le  coefficient  aou  b  ^  Sec.  d'une  quantité  in- 
finiment  petite  pour  rétablir  un  des  termes  de 
l'équation ,  &  l'on  trouvera  du  moins  par  la  mé- 
thode  du  quarré  algébrique  »  une  valeur  de  A 
qui  refondra  le  problème. 

En  général  quelque  foit  le  nombre  des  équations 
ix-^  ady  -^cii  &c. -+- (/* H- i  j -H  &c.)it 

hy  rA^k^l  &c.)df-t-.N^dt  =^0,  &c 
qui  contiennent  autant  de  variables  que  l'on  vou- 
dra,  pourvu  qu'elles  foient  de  cette  forme,  ou 
qu  elles  y  foient  réduâibles  &  que  l'on  ait  autant 
d'équations  que  de  variables ,  en  multipliant  cha- 
cune de  ces  équations  par  des  conilaotes  indéter^» 
minét^s  »  prenant  eofuite  leur  fomme  9  en  fiippo- 
iant  ==" du  là  (bmme  des  termes  du  réfohat  qui 
contiennent  les  différentielles  àx^  iy,d^y  8cc 
&  faifant  le  multiplicateur  àp  dt*  =  mu  ,  u  étant 
l'intégrale  du  premier  terme  ,  elles  fe  réduiront  à  une 
équation  rftt -4- TOM  4 r-f-'CT-i-T'  -+-  ôcc.)dt 


*  Il  s'agit  de  it  ftis  dans  le  feeoàd  terme  de  l'équa- 
tion en  prenant  pour  ua  fcul  terme  la  fomme  de  ceux 
qai  contiennent  les  différentielles  ix ,  dy,  &c.  &  pour 
un  autre  ce rme  tous  ccu%  ^i  comienoent  les  vnaa^im 
Xfjf,  &c.  &  qui  font  oudufliés  pas  de 


«v 
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==  o ,  T  ,  T^ ,  &c.  étant  des  fonâions  de  r ,  ou  o; 
Or  cette  équation  eft  intégrable  par  la  méthode 
ei-deflus  .(  128  )• 

Remâf.qus.  Si  on  avoit  un  nombre  n  d'équa^ 
tions  renfermant  le  nombre  n  -4-  i  de  variables  , 
en  multipliant  toutes  ces  équations,  excepté  la 
première  ,  rèfpedivement  par  des  fadeurs  m, 
m' ,  m'^ ,  &c.  qu'on  fuppoferoit  être  des  fonâions 
indéterminées  de  ces  variables ,  on  ajouteroit 
les  produits  à  la  première  équation  »  Se  multi- 
pliant la  fomme  par  un  faâeur  p  qu'on  fuppofe^ 
roit  être  une  fonâion  des  mêmes  variables  ^  on 
fuppoferoit  qite  le  réfultat  eft  une  différentielle 
complette. 

Si  l'on  avoit  les  deux  équations  aàx  ^-^hiy 
•4-  cti^==  o,  a'  ix  -"^  b^  dy  -H  c'rfj==o  , 
4i,a',fc,fc',c,c^  étant  des  fonâions  de  :r  9  jy,  j, 
ces  fonâions  peuvent  aufli  renfermer  des  conf- 
iantes ;  multipliant  la  féconde  par  m  ^  ajoutant 
le  produit  à  la  première ,  &  multipliant  enfuite 
par  p,  on  trouveroit  p  (a  H—  a^  m)  dx  -+- 
p(b  H-  t'in)  dy  H-  p('c-h-  c^m)  dj'=  o. 
Pour  que'  cette  équation  (bit  complette^  il  faut 
(  par  le  N^.  8p  )  qu'on  ait  les  trois  équations 

i(p.(fl-Hii'm))         d  Çp.(b  ^b'm)  ) 

~dl  !  dx  ^' 

dip.b-^b'm)         4    (p.(c+e'm)) 

: — ^i — ^  — — r, —  '  ^^ 

^P  f^  ^  ^1  ^\  _!_•.   d(a  -^  a'  m)  dp 


•mm 
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(A  4.fe'm)-hp.  ^C^-^^^'»")  ;^(a-t-a'm) 

^  ix  ,   di  di 

-—-  (c4-c'm)-i-p.  -^ — 5 j:  .  Si  en  re- 

dy  dy 

«Tardant  --^ ,  --—  comme   deux  inconnues  ,   on 
^  dx      dx 

fubftitue  dans  la  première  équation  leurs  valeurs 
prifes  dans  les  deux  dernières ,  on  trouvera  ,  toute 

rédudion  faite ,  (  c  -h  c'  m  ).  Q j—r —    — 


dy       J'T'^--^'^  "^J\       dx 
— ^-T y  =  G ,  équation  indépendante  de  p. 

On  cherchera  donc  pour  m  une  fonâion  dex^ySc^ 
la  plus  générale  qu'il  foit  poflible,  &  qui  puifle  fatis» 
faire  à  cette  équation^  &  fuppofant  qu'on  ait  trouvé 
m,  on  cherchera  pour  p  une  fondion  des  variables 
X ,y  9Z  <iui  fatistailè  à  deux  quelconques  des  trois 
équations  ci-defTus  qu  on  a  trouvées  d  abord. 


%ji^ 


/ 


Des 
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Dis  Intégrales  particulières  dis  Équations 

Différentielles. 

148.  VintégraU  particulière  (Tune  équation  dijfé- 
rentielle  eft  un  rapport  des  variables  qui  fatif- 
{ait  à  Téquation ,  &  qui  ne  contient  aucune  nou^ 
vclle  conftante ,  au  lieu  que  Tintcgrale  générale 
contient  une  conftante  indéterminée  qui  ne  fe 
trouve  pas  dans  Téquation  diftérentielle  s'il  s*agit 
d'une  équation  du  premier  ordre.  L'intégrale  finie 
&  complette  d'une  équation  de  l'ordre  m  doit 
contenir  un  nombre  m  de  confiantes  arbitraires 
Voyez  le  (N"*.  77  ).  Il  eft  fouvent  facile  de  trou- 
ver une  intégrale  particulière  comme"  en  devi- 
nant. Par  exemple ,  fi  Ton  avoit  l'équation  aady 
-4-- yydx  =  dadx  -+-  xydx^'û  feroit  facile  de 
voir  qu'on  fatisfait  à  cette  équation  en  faifant 
x;=y.  Ce  rapport  qui  ne  renferme  ni  la  conf- 
tante a  qui  fe  trouve  dans  la  différentielle  ,  ni  une 
"conftante  indéterminée  qui  ne  s'y  trouve  pas  ,  ne 

F  eut  être  qu'une  intégrale  wticulière.  oouvent 
intégrale  particulière  peut  taire  connoître  Tinté- 
fraie  générale.  Si  l'on  fait  y  ==  j?  -h  ?  ,  cette 
fuppontion,  en  faifant  les  opérations  ordinaires  ^ 
■changera  notre  équation  en  celle-ci  flfli^-+- 
x^dx  H-  î  î 4  ^  B=  o ,  celle-ci ,  en  fuppofant  i  =3 

ad    j    y ^   ,  xuâx  j 

. — ,  devient  dtf  — =  dx,  qui,  étant 

— .JCIC 


multipliée  par  c  *•*  (onfuppofe  L.  e=  i)  & 

«nfuitc/ intérêt  ydound  ti^e   *'"''  =  S.c**'  rfjt'; 
Tomt  IV.  Bb 
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X  M  —  V  » 


OU  u  =  «***S.  e  ***  dx  -4-  C  ,  en  ajoutant 

une  confiante.  Si  Ton  fuppofe  C  =>  oo  »  le  premier 
terme  du  fécond  membre  de  Téquation  difparoit^  & 

Ton  a  tt  =  00  &  ?  =  ^  =s  o  ;  donc  alors  y  =  x  : 

ce  qui  fait  voir  que  l'intégrale  particulière  doit  être 

contenue  dans  Fintégrale  générale.  Si  Ton  avoît  Té- 

quation  a*  dj-+-y'  dx^sa^dx-^i-^x^dx^  la  relation 
X  35  y  iatbferolt  à  Téquation;  mais  en  fuppofant^  sr 
X  H-  7  9  on  parviendra  à  une  équation  qui  ne  pa- 
TOÎtra  pas  plus  facile  à  réfoudre  que  la  propôfée. 

Dans  la  folution  d'un  problème  on  n'a  befoin 
que  d'une    intégrale  particulière  ;   ainfî  fî   Ton 

Eeut  trouver  cette  intégrale  »  on  réfoudra  le  pro- 
léme  9  quoiqu'on  ne  puiûè  pas  avoir  l'intégrale 
générale  de  l'équation  diâërentielle  qui  exprioie  ia 
nature  du  problême. 

14p.  Quoiqu'une  certaine  relation  des  variai 
blés  fatîsfafle  à  l'équation  propôfée  ,  cette  re- 
lation n'eft  pas  toujours  une  mtégrale  particulière. 
Si  l'on  avoit»  par  exemple  »  l'équation  dy  as 

xdx^-^ydy  r    •  r      •   ^ 

r?r; ^ — '- — î^r,  on  iatisferoit  a  cette  équation  en 

fuppofant  XX  -f-  yy  =5  aa  ;  car  alors  en  ôtant  la 
fraâion  y  le  premier  membre  devient  t=c=  o  ^  il  en 
eft  de  même  du  fécond  ,  puifque  la  différentielle  de 
dxx  *+-  yy)  doit  être  =  o ,  difRîtentielle  de  aa.  Ot 
l'intégrale  générale  de  cette  équation  eft  y  ==  C  — • 
^(  a  a  —  XX  — yy)  <jui  ne  contient  pas  l'é^ 
quation  x x H^yy  =^ aa^  quelque  valeur  qu'on 
donne  à  C^  x  8c  y  ref^twA^tçiriMiéa»  Axl  icâ» 
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les  intégrales  trouvées  par  tes  méthodes  ordinaires»  ^ 
ne  font  jamais  dans  ce  cas;  c'eft-à-dire,  que 
fî  Ton  trouvoit  par  leé  naéthodes  Ordinaires ,  une 
intégrale  y  =  a  x  fans  ajouter  de  confiante  C  , 
cette  intégrale  ieroit  une  intégrale  particulière  de 
Téquation  propofée, 

I JO.  P  R  o  B  L  Ê  M  E.  Le  rapport  y  e=-B  x  fatîsfaU 

font  à  réquatwti  ady  —  adx  «=  dx  ^  (yy  •—  j:*  )  , 
déterminer  fi  ce  rapport  ejl  une  intégrale  particu-- 
Itère  de  Véquation  propofie.  Qu'on  iuppofe  y  =2=4  ' 
X  -f- p,  p  étant  une'  quantité  infiniment  petite  5 
l'on  aura  ,  en  négligeant  la  féconde  puiflanè* 
de  p ,  V^Cyy "^xx)  ==^ v^(û  xp).  Mais Féquà- 

tion  ^=  4r  H—  p  donhe  dy  zs—dx^-^  dp  ;  donc 

étdy^^adx=adx^adp-^adXis=::adp  ^ 
Si  notre  équation  devient  a  dp  =  dx\/2x  p  ^ 
en  fobftituant  la  valeur  dt  ^(yy^^^xx).  AtnÊ 

àif        ttif         ■      /         ^        •     ^  1 

^- ou  -r-==ajpVsfAr,  &enf  intégrant,  a  a/» 

^f        px 

s=  \  X  ^2,  X  -»-l-  ex  Maintenant  je  reiharque 
que  p  efi  une  quantité  infiniment  petite  par  Thy- 
pothèfej  &  que  de  quelle  manière  qu'on  déter- 
itiitie  C  ,  X  reftant  indéterihiné ,  Ton  ne  peut 
fuppofer  p  infiniment  petit  ^  mais  que  p  pourra 
être  âulB  grand  que  Ton  voudra;  donc  le  rap- 
port j  •=—  X  ne  peut  être  iine  intégrale  pafticu* 
lieré  oe  l'équation  propofée  9  &  cela  arrivera  toutes 
ks  fc^ë  que  dans  la traé^foi'niée  Ton  aui^  dp  éh- 
divifé  par  une  puiflance  m  de  Pf  ou  par  f  "'i^  fi  l'ex*^ 
poiànt  m  eà  plus  pedt  que   Tuotté.    Au  con-- 

Miréfi  Foh  ft ^ s» Bi:r ,  B  étant ùhe fbnâioit 

Bb2 
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I  


—  X 


de  X  ou  une  confiante ,  Ton  aura  , , 

(m— i).p 

C— S. Bdx=2  C—  D ,  en faifant  S, Bi;c  =  D  ; 

tfoù  l'on  tire  (m— i);;*-  '  =o=:d'  ^  ^'^  ^^^^^' 
fant  C  =5  00 ,  Ton  aura  p  infiniment  petit  lorfque 
m  fera  >  i ,  comme  Thypothefe  lexige. 

Si  m  =1,  &  qu'on  ait  Téquatîon  —  =  B  i  x  , 

alors  en  faifant  S.  Bdx  =  D,  on  trouvera 
L.  p  =  L.  C-4-L.D  =L.CD,  oup  =  CD  ;  8c 
çnfuppofantC  infiniment  petit.  Ion  aura  p  infini- 
ment petit ,  comme  cela  doit  être  par  fuppofition» 

lyi.  Problème.  Si  ufie  certaine  reluMn 
-■  entre  .d^ux  variables  fatiifait  à  une  équation  diffé-^ 
rentielle'y  déterminer  Ji  cette  relation  ejt  une  inté^ 
grale  particulière  ou  non.  Soit  Téquation  Adx 
=  B  ijy  ,  A  &  B  étant  des  fondions  quelconques^ 
de  «  &  de  ^  »  à  laquelle  fatisfaflè  le  rapport 
y  =±=  r ,  t  étant  une  fondion  de  or ,  de  manière 
qu  en  fubftituant  t  au  lieu  de  y ,  Ton  ait  Téqua* 
tion  Aix— B4^==5  0,  ou  A^xan  B^j^,  ou 

-A  ==^.  Je  fuppofe  y=  t  -+-  p  ,  Ton  aura 

j  j  j  ^y         dt        dp        A  ^, 

dy=zit+dp.   -J — =j — ^•T"=^"n'«       Si 
•^  ^    ^  *   dx       dx      dx      B 

Ton  faifoit  ;?  =  o ,  Ton  auroit  dp  =  o ,  &  Téqua- 

tion  feroit  j—  =  -g-*   Confîdérons  p  comme  une 

quantité  infiniment  petite  ,  &  négligeant  le^ 
termes  qui  font  afièdés  des  puiflances  de  p  au- 
deiTus  de  la  plus  baflè  ^  fuppôfons  querpar  la 
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fubftitution  y  =  t  -4-/?  ,    Téquation   devienne 

devant  être  la   même   que  la  précédente  ,  Ton 
.aura  -3 — =9p * ,  ou  -3;;'  jc=:D d x.  Maintenant 

iLX     9  '         P 

il  eft  vifible ,  par  ce  qu'on  vient  de  dire  (150), 
que  y  ==  t  fera  une  intégrale  particulière ,  ou 
qu*on  pourra  regarder  p  comme  ==  o ,  lorfque 
m  fera  ==  i  ou  plus  grand  que  1 .  Si  au  con- 
traire m  -<  I ,  le  rapport  y  =  r  j^  ne  fera  pas 
tine  intégrale  particulière. 

j  J2.  p R o BL  Ê  M  B.  Le  rapport  y  =sx  fatis^ 

^aifant  à  îéquation  dx  Çi  -—y")  =i^(i— a:*)  ^ 
^n  demande  fi  ce  rapport  efi  une  intégrale  parti" 
€uliere  ou  non.  Suppofant  y  ■=  x  -+-  p  ^  Ton  aura 

parle  binôme  de  Ne  vton,j^"'==;c*Hr'^*"*"'  *P, 
en  négligeant  les  autres  termes  qui  contiennent 
des  puiflances  de  p  plus  élevées  que  la  première^ 


n 


Sc(i — y'')   ==(i*.^x"'— m;r~-»p) 


i»'-i 


(i  —  jf»)  —  mnjT^-'pd — x")    idoncl'é- 

iy  (1 — ^7»)    j     *  ^    dx        iv 


X  1  — x""  f  • 

77172  JC**  "^  ^à  X 

' — ^'    ;  ym  '  5  &  parce   que  l'expofent  ^de  p  eft 

ici  ♦  une  puiiTance  entière  ,  Téquation  jr  =!  jc  eft 
certainement    une   intégrale    paniculiere    de   Ift 
tiropôfée.    *  ^  * 

Bbi 
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fj.  THéoRÊME.  Si  Inéquation  différemUUe  PuUf 
^  dy  -=  o ,  étant  multipliée  par  une  fonSiom 
màtx^ity  devient  imégrabU^  U  rapport  m  =o 
fera  une  intégrale  partici^lierç ,  à  moins  ijuç  dans  ce 
cas  A  ou  B  ne  deviennent  infinis.  Suppofobs  que 
li  fob  un  faâeur  de  m  »  il  £aut  éemontrer  que 
réquation  w  =  P ,  cft  uqe  intégrale  particulière 
de  Téquation  propofée.  w  étant  une  certaine  fonc- 
tion de  ;r  &  cfe  y ,  on  pey  t ,  par  Téquation  «  =  o  , 
trouver  pour  la  valeur  de  y  ^  ^nefonâionde  u  qui 
donne Téquation  Q4jf-+-R4w  =  Q  entre xScui 
&  en  faifant  le  multiplicateur  m  sb  nuy  Ton 
aura  Téquation  nQ  udx  ^nKudu=sOf  qufrfera 
intégrable.  Maintenant  (i  ni  Q  9  ni  R  ne  font  divi- 
fîble§  pa^^  Il  ç=  o,  ni  A,  ni  B  ne.peut  devenir  în- 
"fini ,  &  Kntégrglç  fera  dîviÇble  par  u.  Car  foie 
qu'on  intègre  Te  terme  nQudx^  en  regardant  u 
comme  confiant ,  ou  le  terme  nKudu  en  con- 
fidérant  x  comme  confiant ,  Fintégrale  aura  tou- 

en  omettant  la  confiante  dans 

cette 
pfera 

une  intégrale  particulière  ,  excepté  dans  les  cas 
^[ue  Q  ou  R  feiroient  divlfïbles  par  u.  Il  faut  dire 
la  même  chofe  de  chaque  faâeur  de  m ,  pourvu 
que  A  ou  B  ne  deviennent  pas  infinis  par  la  fup- 
ponùon  de  m  =  o« 

Rn^ABQUE.    La  condition  dont  on  vwnt 
de  parler  eft  abfolument  néceflaire  ^  car  fi  Ton 

a.Àx 
a  réquatîoh  -h  dy  —  i  y  =  o ,  qui  étant 

-fnultipKée.  par  u=:y^-^x  ,  devient  mtégrable  ; 
i'on  aura  yssx  h-  u  ^  &  notre  équation  fera 


Mi^ 
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'  âuTsO p  oVLddx^  udu=±Ok  te  comme 

la  partie  aix  n'eft  pas  multipftlée  par  u,  f inté- 
grale a  st  -t-  \^uu  y  en  négligeant  la  cortftante  , 
ne  i|ra  pas  exaôement  divinble  par  u.  Si  la  partie 
cfoi  contient  d  x  étoit  multipliée  par  u  ^  quoique 
là  partie  qui  contient  iu  ne  le  fût  pas  ,  cependant 
rSfttégraie  feroit  divifible  par  u  comme  on  peut  le 
voir  dans  la  difFérentieile  udx  '-H  xàu ,  dont  Tinté- 
grale  ,  en  négligeant  la  confiante  ,  eft  x  u.  Ce 
qui  fait  voir  que  fi  la  différentielle  Audx  -+- 
Èdu  eR  exaâe y  pourvu  que  B  ne  foit  pas  di- 
vifible par  u  y  Tintégi^ale,  en  omettant  la  confiante» 
fera  divifible  par  u* 

"1/4.  Théorème.  Si  V équation  différentielle  Adx 
*f-  Bdy  ŒBO  devient  intégrahU  en  la  divifant 
par  une  fonSion  m  dex  &r  dey ,  Vexation  m  ==  o 
fira  une  intégrale  partietdiere  y  à  Mùim  qu^en  faifant 
m  :7C3:  o  9  A  ouBne s^évanouiffent*  Soit  m ss=  nui 
u  étant  un  fadeur  de  m  »  il  faut  démontrer  que  ' 
T-équation  u  =  o  y  {6i   f on  doit  dire  la  même 
chofe  de  chacun  des  autres  faâeu#s  de  m  )  »  eft' 
un^  intégrale  particulière,   u  étant  une  fonâion 
<fe  :ir  &  de  ^  9  on  pourra ,  par  cette  confidération  y 
ckafTer  y  pour  avoir  1  équation  Q  dx  H—  R ^ u 
199  <l  ;  tt  ei%  diviian^  celle-ci  par  nu  y  on  la  rendra 
complette.   Il  faut  donc  chercher  l'intégrale  de 

^^  H ^  »  AQus  fuppofocis  qbe  ni  Q  ,  oiR  né  font  - 

divifible^  par  u^  Si  f  oa  pveâd  l'iMégfale  dans  Id. 
premier  terme  y  eb  confidérant  u  comme .  conf-^ 

IMH»  Vo»  *  7^^^,  en  ûégfigeant  t»  éonf- 

Bb^ 
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tante.  Et  H  Ton  prend  l'intégrale  du  fécond  terme^ , 
k  caufe  que  R  n'a  point  de  faâeur  u  ,  comme 
nous  le  fuppofons ,  cette  intégrale  (èra  une  frac-  * 
lion  qui  contiendra  u  au  dénominateur  ;  Jonc 
Cette  intégrale  fera  infinie  lorfqu  on  fera  u  =  o. 
Si  donc  l'intégrale  eft  fuppofée  =  V ,  elle  Ifera 
telle  qu  ejle  deviendra  infinie  ,  lorfqu*on  fuppofera 
u  =  o  ,  &  l'intégrale  complette  étant  V  =s  C  ^  oa 
fatisfera  à  l'équation  Yss  (J ,  en  fuppofant  C  ==  oo  ^ 
&  (I  =  o  ;  d^où  Ton  peut  conclure  que  chaque 
fàâeur  u  de  m  9  donnera  une  intégrale  particu- 
lière u  =  o  ,  à  moins  qu'en  failànt  u  x=  o  ,  les 
quantités  A&B^ou  Q&Rne  s  cvanouifTent. 

De  h  a  Construction  Géométrique  des 
Équations  Différentielles* 

I  yy.  J  entends  ici  par  conflruQion  giorno 
trique  d^une  équation  différentielle  ,  la  méthode 
de  trouver  une  courbe  dont  le  rapport  des  co^ 
ordonnées  foit  exprimé  par  Téquauon  difBSren.- 
tielle  propofée. 

Soit  l'équation  différentielle  Adx^Bdy^sO, 
(A  &  fi  étant  des  fondions  dey  &  de x| ^  on  aura 

Adx=^Bdy,ou  -^djc^^dy.  Si  l'on 
multiplie  cette  équation  par  —  a^  (a  étant  un© 
quantité  pofitive  prife  k  volonté,  par  exemple^ 

un  pied).  Se  quon  faflfe  ■  ^  "=^  ,  on  pourra 

donner  à  Téquation  précédente  laformtpdx^ady; 
&f  étant;  une  fonûion  de  y  &.  de  ^'^  l'on  auia  ei^ 
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intègrent»  S.  p  dx:sz  a  y.  Donc  y  =z ou  a  y 

=S^dx  eft  l'équation  de  la  courbe  cherchée.  Si  Foq^ 

luppole  que  p  =-^*^— — ^lon  aura  S.pdx  =  — ^ 

&  Téquation  de  la  courbe  fera  ajy=  —  ,    ou    ' 

4  ^  y  =  or  '  qui  déiigne  une  courbe  parabolique.  Il 
faut  faire  eiilorte  que  les  membres  de  Téquation  pix 
zssady^  foient  de  même  dimenfîon  ,  ce  qu'on' 
peut  toujours  obtenir  endivifantou  en  multipliant 
le  premier  membre  par  une  confiante  b  qu'on  fup- 
pofera  égale  i  l'unité. 

Soit  p  = ^ — j.  .  Je  fuppofe    qu'on    ait 

décrit  une  infinité  de  courbes  a  Q^C'  (Fig.itf.)  de 
inanièi'e  que  dans  la  première  aC,  Ion  prenne  vsrg 
quantité  confiante  &  que  fur  chaque  abfcifle  AB  9  on 
élevé  lordonoée  perpendiculaire  BC;   de  fort» 

que  1  on  ait  B  C  = ^ ss  2 — —  ,     Oiï 

décrira  la  féconde  courbe  /C  '  de  la  même  ma-^ 
nière/  &  en  fuppof^pt  j^=x|f';  fuppofons  qu'on 
ait  ainfi  décrit  une  infinité  de  courbes  en  don- 
nant fucceflivement  à  y  des  valeurs  depuis  o  juf- 
qua  Finfini ,  de  manière  que  la  lû;ne  y  foit  confiante 
pour  chaque  courbe  »  mais  différente  dans  toutes. 
Cela  pofé,  pdx  repréfentera  l'élément  de^l'ahre 
de  la  courbe  aC  «  lorfqu'on  fuppofera  dans  p  la 
quantité  jr  =  g  ;  mais  pdx  repréfentera  l'élément 
de  Taire  de  la  courbe  fC  '  fi  l'on  fuppofey  =  g',  &Cé 
Suppofons  que  A  Coït  l'origine  des  abfciflès  & 
,^u'en  faifant  y  s: g  ,  l'on  prenne  l'aire  A  41  BC  ss$ 
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ay=za^f  on  prolongera  l'ordonnée  B  C  iufqu'à  ce 
que  B  M  foit  =s  g  =  y  ;  fi  Ton  fuppofe  maintenant 
jr  S3  g  '  t  on  prendra  laire  A/C'B',&Pon  fera 
le  prolongement  B  '  N  sss  g*  »  c  eft-à*dire  ,  on 
fera  B  '  N  égale  à  la  valeur  de  y  dans  la  courbe 
/C  \  &  ainii  de  mémQ  pour  toutes  les  courbes  quo 
nous  fuppofons  décrites  par  cette  loi  (ur  Taxe  AB. 
Faiiâiit  pafler  une  courbe  M  N  par  tous  les  j)oints 
M ,  N  aiafi  déterminés  »  cette  courbe  leva  la 
courbe  cherchée,  9c  cela  aorivera  demême»  (pielque 
fboâlon  de  y  &  de  :ir  que  foit  p^  Eo  eftet  Ton  aura 
S»pdx  siisyi  on  en  général  S*^jrasef^^ étant 
une  fonâion  dey,  nous  fuppofons  qu'on  n'ajoute 
point  de  confiante  ,  mais  u  Ton  veut  en  ajouter 
une,  ilnya  qu'à  la  renfermer  dans  ^  }•  Donc  fi 

«B  taii:  jsszgj  Ion  aura  ^  ss B  M  =5  — £1- —  ^ 

&  fi  Ion  fuppofe^  =3  g ^ , Ton  aura  B  '  N  ss / sa 
-^^^ — fl  •  Donc  la  nature  de  la  courbe  M  N  eft 

•    a 

exprimée  par  Téquation  S^pdx  z^ay  ,  ou  pi  ^ 
=E  ady.  Mais  on  doit  remettre  dans  p  la  variable  y 
att  Heu  de  la  confiante  g  y  qui  eft  le  paramqf  re  de 
la  courbe  a  C.  « 

De    i'Intégratio]^  des  DtFFéREirrrEi.LES 
DES  Ordres  Sup^^rieurs^ 

if6XJn  principe  très-fimple  mais  très-ftcond  pour 
trouver  les  règles  générales  du  calcul  intégral  eft 
de  choifir  une  différentielle  générale  d'un  ordre 
^pidconque,  de  la  dîfférenticr  en  fuppofant  la 
AflRfrence  d  une  des  variables  confiante  ou  en 
fsKànt  tout  varier  ,  8c  <Pen  déduire  enfuite  les 
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n^rles  pouir  r44xùx^  c6Cte  différentieUe  à  celle  d'un 
Qrdre  mférîeur  qu  on  avoit  çboifie. 

1 1*7.  SqIi pà^\2L différentieUe  gémérale  du  pre-r 
mier  ordre  à  une  feule  variable  Jir ,  dans  laquelle 
on  fuppQfe  que  ^  eft  une  fonâion  quelconque 
de  X.  £n  dîfFérentiant  la  prQpofée  5  Ton  aura  pddx 
-4-  p^  dx^  pour  fa  différentielle  du  fécond  ordre, 
jf*  étaat  encore  une  (bnâion  de  x  ^  &  p'  == 

^  ;  donc  une  différentielle  du  fécond  ordre  à  une 
dx 

feule  vQriaUe  x  ^vec  dx  auiS  variable  ,  iera  in^ 

tégrable  fi  on  peut   la  réduire  à  la  (orme pddx 

^+'f^d:ç^p   &  fi  en  même  tems  Ton  zp'=s 

j^  y  9U(rf  9çnt  jà\»  ne  fera  pas  intégrable  ;  fi 

çlle  donne  çe9  conditions  »  fon  intégrale  knpdx. 
5oit  la  différeqtiçlle  (ax^  -+*bb  xr^cx  ""  ^)ddx 
-+-(2  tfJT -f-i*-^ — ^cx^^)  dx^  en  la  com<« 
parant  avec  la  formule  générale ,  on  trouve  p  «?=3> 
4jr*-+-  b^  X  -+-  cjf  ""',   d'  ==  2  âj:  -+-  ^*-p- 


-A  «.dp         ^axdx-hb^dx-^icx'^^dx 

'^  dx  dx 


ç=2tfx-i- i*  —  jcx"  ^3=6sp';  donc  ladiffé^ 
rentielle  propofée  eft  intégrablç  &  fon  intégrale 
fft  pdx  =  (ax^  T^r-  b^x  -♦-  €*""f  )  dx.  Si 
on    vouloit   Tintégrale    de  p  ^  4*  »  on  trouveroît 


rtx»     .    b^x"-         ex-"- 


C. 


; 


*Siron^voitp'ç»fl»^**^^*(a»i4-**),  p'ft- 
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iy8.  Soit  pddx  -f-  p^  àx^  la  dHFérenrielle 
générale  du  fécond  ordre  à  une  feule  variable  x" 
réduâible  ou  non  rédtiâible  au  premier  ordre. 
Si  on  la  différencie  en  faifent  varier  x  ^dx  Scddx^ 

on  trouvera  pd^  x  -4-  ddx dp  H— ap'  dxddx 

dx  *  dp^  =  pd^  X  -+-  p"  dxddx  ■+-  2p'  dxddx, 

p^^'dx^  (A),  enfuppofant  dp^==ip^^  dx  ^ 

^  àx 

^  •  Ainfi  étant  propofée  une  équation  au  troî- 

fîème  ordre  à  une  feule  variable  ;r,  on  exami-. 
nera  fi  elle  eft  rédudible  à  la  formé  A,  &  en, 
même  tems   fi  elle  donne  les   équations  p  "  == 

j-^ ,  jP  '"  ==  ~-\  fi  elle  n'a  pas  ces  conditions , 

elle  ne  fera  pas  intégrable ,  C  elle  les  donne ,  fon 
intégrale  kra  pddx  ^^p^ dx\ 

Soit  la  différentielle  du  troiCème  ordre  dx  '  dddx 
^-  ^ax^  dxddx''^2b  x^dxddx''^2hxix\ 
Ï!n  la  comparant  avec  la  formule  générale ,  on 
trouve  p  =  ax^ ,  p^/  •=  ^  ax^^  p^  =  ixS 
f'^'  =  2bx.  On  trouve  auOî  les  égalités  p''  ==5 

^^rrr  >  r     t —  >   car  -r —  ==?    ■  .-^   ,  ==« 

jax  =p  ,  «  7;r~ 5 —  ^  ^^^P    >  o^>^c 

Téquation  propofée  a  les  conditions  requlfes  ,  & 
fon  intégrale  ^^  pddx -^pf  dx^  zEzax^  ddx 
-^h'bx^dx\  On  pourroit  trouver  quelque  dif- 
ficulté  dans  la   comparaifon  de  la  diftérenticHe 


«•I 
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propofée  avec  la  formule  générale  :  car  cette 
formule  étant  exprimée  ainfi  pd^x  -+-  (p '^ 
-+-2p')ijfi4j:-i-p'"ijf  S&la  différentielle 
propofée  de  cette  manière  ax^  d^  x h—  (3 a^ *  + 
2bx^)  dx'ddx^a  bxdx^  y  on  trouveroit  d'a- 
bord p  =zax^  Se  p^^'  =s  2  b X.  Mais  on  pourroît 
être  embarralTé  à  trouver  les  valeurs  à^  p'f  8c 

de  p'  par  Féquation  p"  h-  2  p'  =  5  a  jr  *  -f-  2  i  ;ir  *^. 
Cette  difficulté    difparoît   en    faifant   attention 

aux  équations  p"  =  — ^  ,  &/?'"  =:  -^  qui    doi- 

dx  d  X      • 

vent  avoir  lieu  lorfque  la  différentielle  eft  inté« 
grable  ou  réduâiblc^  au  fécond  ordre  :  car  puif- 

qu'on  a  déjà  trouvé  p  =  a  Jf  S  &  que  Ton  doit 
avoir  p"  =  —Z. ,  Ton  aurap^'  =  3  a  y  *  ;  &  par 

conféquent   2p'=  2  fcjc*  &  p*  =  i:r*.  On  peut 
appliquer  ces  réflexions  à  tous  les  cas. 

Si  Ton  fuppofe  que  la  féconde  différence^  ddx 
foit  confiante  ,  d^x  fera  a  o ,  &  la  formule 
générale    deviendra  (p''  -f-  2p')  dxddx 

p'"  dx^  ,8c  Ton  aura  les  équations  p  '"  =  -J? —  , 

dx 

&p"=3^.  Dans  cette  même  fuppofîtion  la  diffé- 
rentielle précédente  fera  (^ax^^zbx*)  dxddx 
-^zbxdx^.  En  la  comparant  âVec  la  formule 

générale  ,  on  ap'"  :=:2bx  ,8cp^^  ^  2p^  =3  ax* 

dp^ 
-H2tjp*,  8c  par  Téquation  p"'  =  -=i-,oup'"iic 

d  X 

9=^  dp^on^ubxdx  ^Bidp  ^  s  donc  ea  intégrant  i 
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tx*  =*p'  ;  donc  2/?'  =^  2  bx^  ;  donc  par  Téqua- 
tion  p" -+-ip'  ==  5^  *-+-  2  tx  * ,  Yonap^^=3ax  *. 

Maîsp"=-r^  ,  oup"djc  =  tfp;donc  ^ax^is 

dx 

^dp ,  te  ax^  =s  p  ;    ainfî  l'intégrale  de  flotte 

équation  fera  pddx  -H  p^ dx^  =»  ax^ dât-^ 

bx^  dx*.  Il  eft  facile  d*âppUq«ef  cette  méthode 
à  une  différentielle  du  f|uatrième  oi'cfre  ou  dW 
ordre  plus  élevé ,  pourvu  qu  il  n*y  ait  qu'une  feule 
variable. 

lyp.  .On  a  fouvent  befoin  fur -tout  dans  les 
4peftions  de  mAxtmis  &  minimis ,  de  fu^pofef  une 
différentielle  égale  è  Ok  Lorfque  cette  di#!$ren* 
tielle  eft  du  premier  ordre  &  ne  contient  qu'uEie 
feule  variable  ;r ,  on  peut  la  repréfenter  par  pdx  i 
fi  Pon  fait  pdx  =0,  on  aura  en  divifant  par  dx, 
Téquation  p  as  o  ^  qui  fera  connoître  x.  Mais  fi  Fé- 
quation  diff<îrentielle  contient  des  d^rences  des 
ordres  fupérieurs ,  on  cherchera  (i  la  différentielle 
qu'on  a  égalée  à  o ,  e(t  intégrable  par  la  méthode 
iqu'on  vient  d'^liqùef  ;  &  on  Tintégtera  (i  cela 
cft  poflîble  ;  mais  fi  la  méthode  M  réuffît  pas .  éii  là 
multipliera  par  un  faâeur  m  qu'on  fuppoferaétre 
•une  tondion  de  x ,  &  Ton  tâchera  de  déterminer 
m  par  les  conditions  requifes  pour  que  \6  produk 
foit  une  différentielle  exaftè. 

i5o.  Toutes  les  éiuatiott^  du  fécond  ordre  à 
utte  feule  variable  x ,  font  imé^ralblcs  par  cefte 
méthode  :  car  eik  mlUtipliaAt  par  m  Féquation  gé* 
nérale  du  fécond  ordre  a-une  leule  variable  pddx  + 

p^rfjc*=o,ona  rtlpddx  ^mp^ dx^  rst  o.  Pour 
4M  ]»  ftmm  m^bttr  dé  cette  éqttâcioii  fôit 
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une  intégrale  cxaâe,  félon  ce  qu'on  a  dît  ci- 
deflus  (  in  ) ,  on  doit  avoir  mp'  i  x=s  d(mp)^ 
mdp  H-  pdm ,  &  l'int^rale  cherchée  fera  mpdx±:i  o. 
De  léquation  mp'dx  =  mdp  ^  pdm^  on  titre 
dm  _p^dx — dp  p' dsr  dp  ^  >  . 
1b" V ^~  — ;; ^,&enint6" 

v^  dx 
,grant,  L.m=S,  £ —  L*  p ,  ou  L*  m  -f.  L,^-^ 

s.  £-  i  «,  L.  m;>  «  &  ^_  4*  L.  «  (  ea  fuppoiîint 

L.e==:i)îdonc;>m=s«*— p-,   *  «  =« 
c  P    dx 

*   '    F       i  *  partant  fintégrate  cherchée  fera 

e         p     a»  =5  o,  &  en  dÎTiuiiit  par  ijr, 

^         F      =  O  ,    fi    on    intégre    Péquadôû 

c     •     P      d  jr=  o,  on  aura  S»  c    '     p         if  jr 
c=  C  coaftante. 

Maïs  il  y  a  une  infinité  de  différentielles  à  une 
feule  varîaole  de  des  ordres  fupérîeurs ,  qu'on  ne 
peut  réduire  è  un  ordre  inférieur  ^  même  en  les 
multipliant  par  un  faâeui^  m. 

La  différentielle  générale  du 'fécond  ordre  à 
une  feule  variable  x ,  peut  facilement  fe  réduire 
à  la  forme  d'aune  dîffifrentielle  du  premier  ordre  i 
deux  variables  xdcy:  car  en  fuppofant  ddx  =2= 
-dy^  &  par  conféquent  dx:=s  y^  ft  fubflimant, 
^ro  changera  la  différentîeHè  pddx  +p^ dx^  eh 
VAy-^t^ jix.  On  pourra  chercher  Fintégrate 
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de  la  transformée  parles  méthodes  que  nous  avons 
données  pour  ces  fortes  d'équations,  &  en  re- 
mettant enfuite  d  x  pour  y  dans  cette  intégrale  , 
elle  deviendra  une  différentielle  du  premier  ordre 
à  une  feule  variable  x» 

La  différentielle  du  troifîème  ordre  à  une  feule 
yariable  x ,  qu  on  peut    repréfenter  par   la  for- 
mule p  i^  X  ^  p^ dx  ddx  -f-  p^^  dx^  fe  réduit  à 
unç  différentielle  du  fécond  ordre  à  deux  varia* 
blés  ;p  &  ?  en  faifant  d^  x=iddj^ddx=:.di^ic 
dxzr^Xf^^  V^^  change  la  propofée  en  pdd^^ 
p^  dxdj^p^^  xdx^.Sï  dans  celle-ci  on  fait  dd^  =: 
fiu^  Scdi^ssu,  elle  deviendra pdu-^p^^d^^ 
f\^  dx  ^  en  fai(ant  attention  que  Ton  a  i  jt  =  ^, 
On  pourra  faire  les  mêmes  raifonnemens  pour  une 
différentielle  à  une  feule  variabte  &  d'un  ordre 
quelconque  qu'on  pourra   toujours    réduire  aux 
.ordres  inférieurs  &  même  au  premier  ordre. 

i6j.  a  &  B  étant  fuppofés  des  fondions  de 
^  &  de  ^  >  la  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables*  peut  être  repréfentée  par  la  for* 
mule  Kdx  -h  B^.  En  différentiant  cette  fornaule , 
Ton  aura  Àddx  -4-  dK.dx-^  Bddy  -4-  ^B  x 
dy  jicen  fuppofant  que  A  ' ,  A ",  B  ^  B  "  foient 
encore  des  fonâions  de  x  &  de  ^ ,  &  que  i  A  =s 
jL'dx^kl^dyScdB  =B'dy  +  B^'dx,  on 
aura  la  différentielle  générale  du  fécond  ordre  ^  8c 

à  deux  variablesAid:^  -h  A'dx  ^  +  (A'VB")  dxdy 

^Bddy  -f-  B^dy  * ,  qui  fer^  réduftible  au  oremier 
ordre  lorfquon  aura  les  deux  équations  ae  con- 
dition d  A  =  A  '  d;r  h^  A'' djr  ,&  rf  B  =  B'iy  ^ 

JB  "  djr,  &  Ton  trouvera  d'abord  les  deux  termes 

•      Aidx 
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Addx i  Bddy  de  là  foroAuIe  générale  ;  en  con>- 
paiant  ceux  de  la  difTérentielle  propofée  où  fe 
trouvent  les  différentielles  ddxi  ddy;  de  Tinté- 
^grale  de  la  propofée  fera  Adx ^^Bdy*  On  s*ea 
aflfurera  en  dififérentiant  cette  intégrale  ^  &  Ton 
doit  faire  la  même  chofe  quand  il  s'agit  des  dif* 
fércntielles  à  une  feule  variable  :  car  fi  Ton  ne 
retrouvoit  pas  la  différentielle  propofée ,  la  pro- 
poCèe  ne  feroit  pas  intégrable,  au  moins  dadà 
l'état  où  elle  eft» 

Soit  réquatioh  ax^yddx  -f-  i  dyxdx^  ^ 

(ax^-^^b^y^x*)dxdy  ^b^x^y^  ddy  ^ 

izbb X xy  dy^  ,en  comparant ,  l'on  d  Àddx  aà 

ax^y  ddx;  donc  A  :=zzax^y.  L^bn  trouve   d^ 

même B  =  i*jr'^*i& l'intégrale  cherchée Àdx 

•^Bdyeikzmax^ ydx^b"^  X^  y^dy.  En  effet  en 
différentiailt  cette  intégrale  ,  on  retrouve  la  dif- 
férentielle propofée* 

Si  dans  la  différentielle  A  J à? 4-  Bdy  an  avoii 
fuppofé  d  X  confiant  ^  dans  ce  cas  Ton  aurai£ 
ddx  =  0  9  &  la  différentielle  générale  du  fécond 
ordre  en  effaçant  le  terme  Addx  ^  deviendroic 

A'  dx^ ^(A'' ^B'')  dxdy  ^Bddy  ^B' dy  \ 
Cette  formule  fera  rédudible  à  une  différentielle, 
du  premier  ordre  Adx ^Bdx ,  Iprfqu on  âdra 
les  deux  équations  de  condition  ^  À  =  A  '  d  jr  -f» 
A"dy,8cdB  =  B'dy^B'^dx.  Efi  Compa- 
rant la  dernière  formule  générale  avec  un^  difi* 
férentielie  propofée  dans  laquelle  d  x  feroit  conf^ 
tant^  on  trouvera  facilement  là  valeur  de  B ,  & 

par  la  comparaifon  du  terme  A'  i  r  *  avec  fort 
Correfpondant ,  on  aura  la  valeur  de  A'.  On  in^. 

TomcIK  Cç 
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tégrcra  la  différentieUe  A'dx,  en  regardant  x 
feul  comme  variable  ,  l'intégrale  ^ra  =  A ,  & 
en  fubftituant  les  valeurs  de  A  &  de  B  dans  la 
différentielle  Xàx^Biy^  on  aura  Tintégrale 
cherchée  ,  pourvu  qu'en  différentîant  de  nouveau, 
Ton  retrouve  la  différentielle  propoféc. 

Soit  la  différentielle  nayxix"-  •+-  (tfx^-+- 
-^hx'^)ixày  ^hx^  àiy.T^nXz  comparant  avec 
fa  dernière  formule  générale  ,  on  trouve  B'  =  o  , 
ceft- à-dire ,  on  trouve  que  le  terme  correfpon- 
dant  au  terme  B  '  ijy  *  manque  ;  on  trouve  auffi 
B=  fc*'  &  A'  =  2ayjc;doncA'djf  =  2fljyx'ir, 
&  en  intégrant  dans  la  fuppofition  de  y  confiant, 
on  trouve  K  =ayxx  ;  donc  l'intégrale  fera 
as  x^  àx -^h  x^  ày -\-Càx  (\\x\^  tx^iÔQy  car 
en  différentîant  cette  intégrale,  on  retrouve  la 
propofée.  On  ajpûte  Càx  ^  parce  que  ce  terme 
peut  avoir  difparu  en  différentiant  dans  la  fup- 

Eofîtion  de  d  *  confiant  ;  C  eft  une  conftante  ar- 
itraire  qu  on  détermine  par  la  nature  du  problème. 

Comme  cette  matière  eft  très-intéreffante ,  nous 
croyons  devoir  encore  ajouter  quelques  obfèrva- 
tîons  en  faveur  des  commençans. 

•    Soit  V  une  fondion  de  deux  variables  rtiyi 
de  manière  que  l'on  ait  J  V  =  A  i  a-  -h  Bîjy  & 

àiV z=:Kiix^2Càxdy^Tiix'-  -^ErfJ^* 

^-  B  idy.  Il  eft  vifîble  quon  doit  avoir  les  qua^ 

j  t.  .     (M)      (^B)   ri 

tre  équations  de   condition     ^      =  — jj—  ?  ^ = 

(dA)      ^        CdB)       p      (dB)        (dA) 

ix  ày  dx  dy 
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Cjar  ^  félon  ce  qu'on  a  dit  ci-defTus  (  8S  )  ^  fi  tf  V  =^ 

A  4  jr  -f.  B  d  y ,  on  doit  avoir  L.^ — l  ==  L__2  ; 

•^  dj  dx     ^ 

Faifant  i A=sDa:c+ Cijr,  &(fB  =  Mix  + 

Eay  ,  on  aura  ^   .    ^=D,      ,    ^==C>  ^   ,    :. 
•^  a;:  rfy  iioc 

«M,<4'!2=:E.Mai»^^  =  (4L).  j^^^ 

C=sM,  8cdB=s  Cdx+Èdy.  Subftituant  les 
valeurs  de  i  A  &  ^B,  il  vieotiJiVss  A^^;ir4. 
aCdxdy^Ddx^  ^Edy^^Bddy. 

CoROLLAiBff.  Donc  unô  difiérentielle  à  deux 
variables  dans  laquelle  on  ne  fuppofe  aucune  dif- 
férence confiante  aura  une  intégrale  finie  fi  Ion 
a  lés  quatre  équations  de  condition  dont  on  vient 
de  parler ,  &  fon  intégrale  du  premier  ordre  fera 
Adx  -H  Bdyj  en  joutant  une  confiante, 

Sf  Ton  propofoit   donc  d'intégrer  la  formule 
iiy  tixdy       lydx^  yddx 

— ""**  —  — i — t"  ~  ï."i —  —  — 7 —  3  en  com- 
*  x^  x^  x^     ^ 

parant  cette  di^renticHe  avec  la  formule  A^^ijr  ^ 

aCdxdy^Ddx^  -4-  Edy^  ^  Bâdy  (H), 

on  trouvera  A  s=  — -^,  D=zs-f-,C=  —  -—  , 

â£^  x^  .** 

E  =  o,  B  =  A.  Donc  i^  = 1 

»''         '      dy  dx 

CC2 
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x^  dy  dx  ^         dx  * ' 

^  ^    <  —  o  =  E.  Ainfi  la  propofée  a  une  înté- 

dy 

grale  finie  ;   la  première  intégrale   ciï  Adx  4^ 

Bdy  =         -p       • 

A  regard  de  la  féconde  intégrale  5  il  eft   fa- 

y 

cile  de  voir  qu'elle  eft  égale  à  la  fraâion  -^  plus 

une  confiante  c« 

Si  une  des  différentielles  dx^dy  dft  fuppofée 
confiante ,  dans  ce  cas  Ton  aura  ddx=aO  ^  ou 
iiyt=sto  y  donconaura^ou  A^ouB  =  0 5&  par 

conféquent  on  ne  fauroit  avoir  L— -i  =  L- — 2.  ; 

Si  Ton  fuppofe  ddx  =  o  ^  &  qu'on  efiàce  le 
premier  terme  dans  la  formule  H ,  on  aura  h  for- 
mule aCijrJjr^  Erfy*H-Di*^+Bi4y,  Maisi^^ 

^D;donc^^4^=I5^*^&S,Dixs=:A 

dx 

^-  G ,  G  étant  une  quantité  qui  peut  contenir  une 
fonâion  de  ;f ,  parce  qu'on  fuppofe  y  confiant 

dans      ■     ,  Pour  connoître  G  .  on  fera  attention 

dx 
â  l'équation  ^— — l  =  G  ^  qui  indique  qu'on  doit 

ajouter  à  A  une  quantité  G  qui  donne  —^ — i  3=  C; 

dy 
Si  cette  équation  a  lieu  fans^  qu'on  foit  obligé  de 

rien  ajouter  à  A,  dans  ce  cas  on  n'ajoutera  rien  à  la 
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quantité  A.  On  doit  enluite  examiner  fi  Içs  trois 
autres  équations  ci-defliis  peuvent  avoir  lieu. 

Soit  propofée  la  différentielle  2  adxiy  + 
a  xddy  -h  2bdx^  y  comparant  cette  différentielle 
avec  la  formule  H»  je  tsouve  D^^  zb^  C=:a, 
£  =:;:0,'B  =zax^  On  a.  donc  S.  D  dxs=:2bx^G  , 

mais  /..:■  s  o  »  Q  ce  qui  efl  abfurde.  Afin  donc 
que  ^  devienne  =  C  s:  tf ,  on  doit  fuppofer 
Gznay,  êc  Aso2bx^ay*Omùn(ukeL~2 

*=^^  =  "T7"'  ^^  =o«=E.Amfila 

diflérentielle  proporéé  réfulte.de  la  différenciation 
d'unç  quantité  finie.  Ajoutant  donc  à  la  propos 
fêé  la. quantité  A  ddx  =  (  2  b X'^ay)  daaç^ 

fon  intégrale  fera  =  {ibx  -H  ay  )it'^^axiy^\^g 

confiante» 

Il  eft  bon  de  remarquer  que  la  quantité  g  doit 
renfermer  dx  lorfqu'on  a.  fait  cette  différentielfe 
conftantÇj  in^is  elle  contiendra  ^jy  lorfquonaura 
fait  ddy==^Q»  '  > 

Soit  la  formulé  A  ddx  -f-  2C  dxd y  -+-  'Ddx 
•»f--E(f^*-4-  B  ddy  ^  dans  laquelle  on  n'ait  pas 

(dA)  (dB)     c*      .   r  i»-     ^      i     j 

--^ =3=      .  ^  •  Suppolons  que  riatégrale  de 

la  propofée  foit  =  A  Jjr h- Bdy  (en  ajou^^ant 
vne  confiante  > ,  dont  la  différentielle  dA*dx  -4-« 
Mdx  •+-  Bddy  -4-  if B .  cTy  (T)  doit  être  égale  à 

Cci 
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la  propofée»  Ceft  pourquoi  je  fais  <f  A  &ss>D  «f  âp 
-HNi^,  8c  iBs=hidx-+'Edy  ;  d'où  je 

-i— —  s=s  E.  Car  dans  ce  cas  Ton  ne  peut  pas 
Éaire  N  =  M,  puifqu'on  Ifie  fuppofe  pas  —j 

c=  -^ — *  SubfUtuant  les  valeuis  de  iA  &  de  iB 

que  donnent  ces  équations  dans  la  formule  T ,  il 

vient  A(fi*-+-  Ni/^  Jjc-l-Drf**-+rMrfjFf  * 

l^Edy^  H-  Bdd^y  quantité  qui  ne  peut  être 
cgale  à  la  difiRirentielle  propofée  qu'autant  que 
Ton  aura  M  -+-  N  ==;  2  C.  Si  les  deux  différen- 
tielles i<f;(r ,  ddy  s'y  trouvent  9  Kntégrale  fera 
très-facile  à  trouver  ;  car  pour  avoir  lieu  il  fufit 

{iBT 


qu'on  ait  a  C  =  M  •+-  N  =  -^-7^ 

\iA)    ^         (rfA)      -  (JB)      ç, 

,p==— 7 — ,E  =  --T — •  Siccscqua- 


dy    ^  '  dx    ^  dy 

tions  ont  lieu  l'intégrale  fera  Adx H-* B iy* 

Mais  l'intégration  fera  bien  moins  facile  fi  ddx^ 
ou  ddy  manquent  ,  car  alors  ou  A ,  ou  B  ne 
font  pas  conibns.  Si  ddx  manque ,  la  diffiîren- 

tientielle  aura  la  forme  Ddx^ -+- nCdy ix-+- 
Eiy*-+.Brf^>MaisaC=«^>+^>CP)5 
donc  2  C  —  -^  =  ^^  Ayant  trouvé  par  te 
mojeo  de  cette  équation  la  valeur  de  V-*  1**7™^ 
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multipliée  par  dy  ic  intégrée  dans  la  fuppafîtion 
de  X  confiant  »  on  aura  A  -+-  G.  Mais  parce 
que  dans  cette  intégration  on  a  fuppofé  x  conf* 
tant  y  il  peut  fe  faire  que  G  foit  une  fonâion 
de  ;r  ;  c*eft  pourquoi  il  faut  trouver  de  nouveau 

/    J    A    \ 

la  valeur  de  A  par  Téquation  D  ==  --? —  ,  ou 

S.Tiix  ==  A  9  en  regardant  maintenant  x  comme 
variable.  Si  ces  deux  valeurs  de  A  rie  font  pas 
les  mêmes  ,  on  doit  les  ajouter  enfemble ,  afin  ci  de- 
voir la  valeur  de  A  corrigée*  Si  2  G  ne  renferme 

pas  , —  5  Téquation  P  de  condition  n  aura  pas  lieii* 
Enfiii  Ton  doit  avoir  E  =  -r—  ,  Se  alors  Tin-. 


tégrale  cherchée  fera  Adx  -♦-  Bi^  — |—  gix 
(en  écrivant  g  ix  zn  lieu  de  g). 

Soit  propofé  dlntégrer  la  différentielle  2axdx^ 

b  x^  dy^  —  2b y  x dx dy^+^stcydy  dx~^ 

bx^ydiy  y  dans  laquelle  on  fuppofe  dx  conf-* 
tant,  on  aura  D  =  2  ax,  —  i»*==E,  2  c y 
2tyAr  =  2C  =  M-*-N,  — i;r*jy  =  B. 


Majs  -^  =  •*—  a  fr  Jry  ;  donc  le  terme  •—-     Us 
trouve  renfermé  dans  2  C,  8c  de- là  -n —  =  ^  C 

^   ^=^2cy,.  9c  A^S.  2cydy  ^G 
«=c^*H-  G.  ÀÎais  S.  Dix  =  A —  ax^^^ 

donc  A  =3=  ax^ H- ^^^ *.  Enfin  on  a  -g- ?    ^ 

Cc4 
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px^  =  E ;  donc Tintégrale  cherchée eft  ( a :r  * 
çy^)  ix  ' —  fcx*yrfy  H-  gàx^ 

Pour  faire  mieux  comprendre  aux  commen-r 
fans  l'artifice  de  la  méthode  que  nous  venons  dç 

développer ,  foît l'équation  (a -H  bx*)  x^  idy  — f- 

{c  -H  fx ")  X ix dy  —H  ( g  -f-  hx'')ydx^=iQ^ 

On  aura  donc  B=  (a-^i-bx*)  x* ^  (c^fx^)x 

e=2C;D  =  (?rt-fc5f")jy,&E=:0.  On  trouve 

i  la  vérité  -^  =^  o  =  E  ,  çç  qui  indique  qu'on 

peut  donner  aux  coefficiens  a,  b^c ^  &ç.  les  var 
leurs  convenables  pour  rendre  la  propofée  inté- 
grable.    Mais  l'qn  a  S.  Hdx  =z  A  ■=  (  g  j?  -h 

'       ■    '  j  y  ;  ce  qui  doit  donner  2  C  ==     #  -   « 


ày 

If**-»--^ ^  ==c  JT -+-/*•"*■* .   Pour  que 

çettç  équation  aif  U^u  ^^  il  faut  qu'on  ait   c  == 
^^^  g  y  /==  (n-f.2).frH .    La  fubftî- 

«H-  I 

tution  étant  fait^  9  l'équation  prqpofée  devient 
(a^bx'')x^ddy^(2a'^g  -+-(fi  h-2)  .  bx^ 

=  05 
donc  l'intégrale  fera  Adx  ^B  dy  ==  ( g  x  ^f» 

flans  laquelle  fi  C  5=x o,  il  fera  feçilç  de  fépw* 

Jf  s  v^îal?lçs, 


i4-  — ^)  xdxdy^  (g^hx^)ydx'' 


tm^f^rmmmm 
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Si  \àx  '^'Biy  =  o  eft  fyfceptible  d'une 
intégrale  finie  dans  Tëtat  où  elle  fe  trouve  ;  c'efir 

a- dire  u  Iqn  doit  avour      ^  ■    ■  =?==  -t —  ,  ou 

«H-  I 

ou|f=atf, — 2 —  ces  (n-H  2).  &  9  il  ne  fera 

pas  difficile  de  trouver  les  valeurs  de  c  &  de  /, 
qui  étant  fubftityées  dans  la  propofée  la  rendront 
fufceptible  d  une  intégrale  finie. 

Soit  Adx  +  Bdy  +  Di^,  la  différentielle  générale 
du  premier  ordre  &  à  trois  variables  A. ,  B ,  D  étant 
des  fondions  quelconques  des  variables  x,y  y[.Sî 
l'on  différentie  cette  formule ,  on  trouve  Addx  — H 

dA .  dx'-^Bddy  -^dBÀy  -4r  dD ,  di'+'Dddx  (H). 

Suppofons  dA  =  AUx^A''dy'+-  A"' d ^  , 

renfaifentA^=^^*vA''-=^jA?'^« 
V  .       d^  '  dy  rf?  / 


&/fD  =  D^i;cH-D''ij)r-+-D'"i:{:;iln'eft 

pas  diffiéile  de  trouver  les  valeurs  de  D' ^  D'',  D'"« 
Si  Ton  fubftitue  dans  la  formule  H  les  valçurs  4q 


"*  Cette  ezpreflion  marque  la  différentielle  de  AJpriiô 
en  faifant  varier  feulement  x  &  dÎTifanc  le  réfuhi^^ 
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dA,iByiD,  qu on  vient  de  trouver ,  il  vien- 

3i  OQ  fuppofe  une  des  différentielles  confiante  » 
on  efiacera  dans  la  formule  P  le  terme  où  fe 
trouve  la  di$£reoce  de  cette  diSéreqtielle  ;  aind 
{j  Ton  fuppofe  d  x  confiant  »  Ton  aura  ddx  ==:  o , 
le  terme  A  ddx  difparoîtra»  &  le  refte  fera  la 
formule  générale  convenable  à  la  fuppofition  de 
dx  confiant. 

Soit  la  diiTérentieUe  du  fécond  ordre  à  trois 
variables  avec  leurs  premières  différences  aufli  va- 
riables ax^ y^  ddx  H—  ^ay^x^dx^  — f- 
(2(UJC^y-+'  b^^^)  dxdy  — f- bx:^^  ddy  +  2  bx^dyd^. 
En  comparant  cette  différentielle  à  la  fojçmule  P, 
on  trouve  A  es  a  ji:  ^  y*,B==i4f:[^*  &D=2  0; 
donc  l'intégrale ,  s'il  y  en  a  une  ,  doit  être  Adx 
^+-^Bdyi=zax^ y''  dx  -+-  bxi^dy*  En  effet 
en  différentiant  cette  intégrale  ^  on  trouve  la  dif- 
férentielle propofée. 

Il  efi  aifé  de  voir  comment  on  peut  trouver 
des  formules  générales  pour  les  différentielles  des 
ordres  fupérieurs ,  à  deux ,  ou  à  un  plus  grand 
nombre  de  variables  pour  en-  déduire  les  inté- 
grales des  différentielles  d'un  ordre  quelconque* 

162.  L'on  peutaufli  en  introduifant  à  la  place  de 
la  plus  haute  différentielle  de  chaque  variable 
une  différentielle  moins  élevée  dune  unité,  ré— 
duire  la  propofée  à  une  différentielle  d'un  ord^e 
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inférieur,  pour   l'intégrer  enfuite  par  les  legles 
qui  font  propres  à  cet  ordre. 

,  Soit  9  par  exemple  a  la .  différentielle  du  fecon4 

ordre  A  d:r  *  -+-  A^  dxdy  H-  Bddy  4-  B^dy\ 

en  faifant  ddy  =  àuyic  par  conféquent  dy  =  u , 
&  i  X  ==  c  confiante  j  on  la  réduira  à  la  forme 

Acdx-^Pi}  cây  ^  Brfi«-I-B'ui;f,  différen- 
tielle du  premier  ordre  à  trois  variables.  On 
cherchera  par  les  méthodes  ci  -  deffus  l'intégrale 
de  cette  différentielle  ;  fuppofons  qu'elle  foit 
trouvée ,  on  y  remettra  dx  z\i  lieu  de  c ,  ic  dy 
^u  lieu  de  «»  &  Ton  aura  une  différentielle  du 
premier  ordre  à  deux  variables  x  Scy  qu'on  tâ- 
chera d'intégrer  de  même.  Si  la  propofée  renfer- 
moit  ddx y  on  feroit  ddM  =  d:^,  ou  dx  =  Zy 
&  l'on  parviendroit  encore  facilement  à  uife  dit- 
férentielle  d'un  ordre  inférieur.  Au  refte  dans 
les  équations  des  ordres  fupérieurs  au  premier  » 
on  peut  fuppofer  à  volonté  une  première  diffé- 
rence confiante  9  &  nous  allons  donner  la  méthode 
de  rendre  une  des  premières  différences  confiantes , 
&  réciproquement  de  rendre  variables  les  pre- 
mières différentielles  dans  les  équàlipQS  dans  lef^ 
quelles  on  auroit  fuppofé  une  confiante, 

SoitAdx^'-h'Edxdy-^^Cdy^  +  ddy=6, 

une  équation  différentielle  du  fécond  ordre  &  à 
deux  variables,  dans  laquelle  la  première  ditfé* 
rence  dx  gR,  fuppofée  confiante.  Pour  la  ramener 
à  une  différentielle  qui  ne  renferme  aucune  dif- 
férence conftafite ,  je  divife  la  prppofî^e  par  dx 

afin  d'avoir  A  dx  --h   B  i y  H^   ■  ^   ■,  < — 

•^  dx 
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P-^f^-y^  =  o.  Il  çft  vifiblç  qu'à  caufe  de  dx 

dx 
confiant  9  Ton  peut  mettre      ,*        '^  ■  au    Ueu 

de     /^»^>  Si  rpn  veut  que  dxCoit  variable»  on 

dx 

fiura  alors  en  difiércntiant ,  d  (^  /  ^  =*= 
-^ — '^7"  '/'  ,  flc  Téquation  fe  changera  en 
celle-ci  ,     A^ix  -+-   'Bdy    •^-'        ."^  ■ 


D.  r «^ — i j  ==  o,  qui  na  aucune  dif- 
férence confiante.  Si  on  vouloit  faire  varier 
dxtL  rendre  dy  confiant ,  on  feroit  D  d  Ç~Z.j=xs 

D.  ( j"^)  9  en  effeçant  le  terme  dxàdy  ^ 

à  caufe  de  à  dy  =  o. 

Soit  lequation  du  troiGèmé  ordre  a i x '  -+- 
hdx^  dy-'^cdy^  ix+  Diy  ^  +  edxddy-¥'  fdy  ddy 
H—ga^y  ===  o,  dans  laquelle  d  x  eîk  fuppofe 
confiant.  En  dîvifant  par  d  x  ^  ^  Ton  trouve  adx 
^ ,     ,    ,,       ^     c dj^    '^      Diy^       ^      cddj        ^ 

•^  dx  """^    dx*     "^     dx 

fdy  ddy  sd^  y  ,  ^    •        •  r 

?    X      -rf-  ^      /   =  O  ^  qu  on  peut  écrire  amU 

Si  fi  dans  cette  équation  oh  &it  tout  varier  dans 
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les  différenciations  itidiquées  pat  la  lettre  i^  on 
aura  une  équatien  du  troifième  ordre  fans  aucune 
première  dilTérence  confiante  ;  &  li  dans  les  ter  -. 
mes  dffedés  du  figne  de  diff'érenciation ,  on  fup« 
pôfe  dy  confiant  8c  ix  variable ,  on  aura  une 
équation  dans  laquelle  Jy  fera  confiant. 

On  peut  faire  les  transformations  précédentes 
par  le  moyen  de  quelques  fubftitutions  qui  peu- 
vent être  d'un  grand  ufage.  Soient  :i:  &  7  les  va- 
riables de  Inéquation  propofée  ^  on  introouira  une 
nouvelle  variable p  en  fuppofant  p  dx  =  dy  ;  on 

fait  de  plus  qdx  =3  dp,  rdx  =if,  eu  p  =  ~2!  ; 

dx 

q  t=-j^^  r=3--2,  &c.;  ix  étant  confiant; 

dx  dx  ' 

Si  on  veut  maintenant  que  dx  &  dy  foient  va« 

riables^  on  aura  en  différentiant,  dp«=i — "^ — f — , 

&  par  conféquent  en  divifant  cette  valeur  de  dp  par 
dx  te  différenciant  de  nouveau ,  Ton  trouvera  dq  =■=! 

âx^  i^y^^l  dx  ddxddy^i  djddx^'^  dxdyd^  x ^  ^ 

dx'*'  * 

&  ainfi  de  fuite.  Soit^  par  exemple,  la  différent 
tielle  .  •;  5  dans  laquelle  (fx  eft  fuppofé  conf- 
iant. EJn  faifknt  p  dx  =  dy  ^dp  ==  qdx,  elle 
fe  change  en  qx  ^Sceti  fubftituant  la  valeur  de  q 

u      j     •  xdxddy^xdyddx      ..^.        .  „ 

elle  devient  = d   ^     —  •  différentielle  qui 

ne  contient  plus  aucune  différence  confiante. 

(f  x^  +  dy^ 

•    Soit  la  différentielle  '        — ^   dans   laquelle 
*  L*cxprcffion  dd*:*  marque  le  qiiàrré  de  Jrfr, 


■  lifc.^ 
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on  fuppofe  \^  (dx^  ^dy  ^)  conftante.  En  faî-* 
fant  dy  =  p  dx  8c  dp  ==  qix  ^  cette  différent 

tîellc  fe  réduit  à  la  forme ficenfubfti- 

rfy        ,.       j  ^  dxddy-^dyddx         ,. 

tuant  -^  au  lieu  de  p ,  8: jlTi   — ^  ^^  "^^ 


de  c,  on  aura    .^     .  . t-t-tt-    *    cxpreflioii 

^-  dx'-idy—dxdyddx  ^ 

qui  ne  renferme  aucune  difierentielle  confiante. 
Si  on  vouloit  au  contraire  rendre  confiant  dx  ,  par 

exemple,  on  fuppoferoit  ddx  ==  o^d^x  ==o,{cCi 
K  l'on  efTaceroit  les  termes  où  fe  trouveroient  ces 
différentielles.  Si  on  Youloit  dans  une  équation 
du  troifième  ordre  rendre  (f(fjr  confiant  ^  on  e&- 

ceroit  le  terme  qui  contiendroit  d^x.  Si  on  avoit 
fuppofé  une  différentielle,  par  exemple^ifr  confiante 
dans  une  équation  donnée ,  en  la  réduifànt  à  une 
équation  dans  laquelle  il  ny  eût  aucune  difié- 
rence  confiante,  &  faifant  enfuite  la  différentielle 
de  dy  égale  à  o ,  on  réduiroit  la  propofée  à  une 
différentielle  dans  laquelle  dy  feroit  confiant. 

163.  Il  peut  arriver  quVne  équation  différen- 
tielle d'un  ordre  fupéfieutr  &  à  deux  vâriablei 
foit  vague  ,  c  efl  -  a  -  dire  ^  ne  renferme  aucun 
rapport  certain  entre  les  variables ,  ces  fortes 
d'équations  font  abfurdes  &  ne  peuvent  avoir  lieu 
^hn$  la  folution  d'aucun  problé^me.  Etant  donhée 
une  équatic/n  qui  ne  renferme  aucune  variable 
confiante ,  on  fuppofêra  d  x  confiant ,  &  on  ré- 
<luira  enfuite  le  réfultat  à  une  forme  qui  né  fiip- 
pofe  aucune  différence  confiante.  Cela  étant  fait, 
on  examinera  fi  Téquation  qui  en  réfulte  s'acoorde 


#k  - 


c 
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avec  la  propofée.  Si  cela  arrive  ,  Téquadon  ren- 
ferme un  rapport  déterminé  entre  x  8c  y  ;  dans 
le  cas 'contraire  ce  rapport  efl  vague:  car  il  eft 
vifible  qu'il  eft  libre  de  fuppofer  conftante  telle 
différentielle  que  Ton  voudra  ,  &  qu'en  différen- 
ciant deux  fois  de  fuite  ,  par  exemple ,  dans  cette 
fuppofition  une  équation  finie  entre  x  &  y  ,  le 
réfultat  doit  donner  le  même  rapport  que  fi  Ton 
avoit  fuppofé  toutes  les  différences  variables.  Soit 

Téquation  bddx-^^fddy^^gdx^'-^hdydx 

H—  kdy^  !=•  o ,  qui  n*a  point  de  différentielle 
conftante  ,  &  dans  laquelle  0^/9  ^9^»^  font  dét 
fondions  de  jr  &  de  y.   £n  faifant  i^ confiant^ 

on  Bfddy  -+-  gdx  *  -4-  hdy  dx  -f-  kdy^  =  o« 

Si  dans  cette  équation  on  fubftitue  la  valeur  de 
ddy  que  donne  la  fuppofition  de  pdx  =  dy^Sc 

qu'on  faflè  attention  que  dp  =  d  (-^^    ==a 

dxddy — dyidx      ^       ,•  .        . 

^~ir — '"  >  *  qu'alors  dp*  dx  ==  my  =s 

_                              dyddx     ^y  j>       r  §  n^ 

qdx  ==  ddy  '^'j^ 9  *o^  3^^^  (^n  fubfti- 

tuant  cette  quantité  au  lieu  de  ddy)  Téquatiott 

fdyddx  ^  -    ,.         f   ,     1 

-'-hfddy^h'gdx'^  Hr-hdydx 


dx 

kdy^  =  o ,  qui  ne  diffère  de  la  propofée  que 
dans  le  premier  terme.  Il  faut  donc  voir  fi  Ton 

a  b  ==  — i,  -^^  Si  cela  arrive  •   l'équation  pro- 

dx  * 

pofée  exprimera  un  rapport  déterminé  entre  x8cy, 
autrement  l'équation  fera  abfurde*  Il  eft  donc  aé- 
ceffaire,  afin  que  la  propofée  ne  foit  pas  abfurde,  que 


MM 
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Ton  aie  b  +^-^  =  ô,  ou  bd:/^  -^fiy  =  o  9 
or  cela  peut  arriver   de  deux  manière^  ,   1^«  Si 

lexpreffion  —  -^-^  cff  identique  avec  b  ,  c eft-à- 

dire  fi  elle  eft  non-feulement  =»  b  ,  mais  eft  ef^ 
fedivement  b.  2*.  Si  Téquation  bdx+fdy  J=^> 
eft  l'équation  différentielle  du  prenliet  degré  ,  qui 
étant  différenciée  ,  a  donné  la  propofée:  Dans  ce 
cas  cette  équation  fera  l'intégrale  de  la  propofée. 
On  le  reconnoitra  en  différenciant  cette  équation  ; 
car  le  réfultat  doit  donner  la  propofée^ 

Soit  t'équatioû  faiis  aucune  différentielle  conf^ 

tante  yyddx  ^^xxddy  +ydx^  — xdy  *  -4— 

éidxdy  c=  o.  En  comparant  cette  équation  avec 
la  formule  générale  précédente,  on  trouve  bs=ssyy^ 
—  X  j:  ^=/,  &  l'équation  bdx  "-h-fdy  =  o  ^ 
devient  yydx^^xxdy  ■==  o.  Si  Ton  différencie 
cette  équation  &  qu'on  l'égale  à  la  (fropofée  »  on 

trouvera  (B)  yd  x''  ^^^xdy^  -4-  aixiy  = 

2y  dxdy  —  2  xdxdy.  Mais  Téquation  jr^Jjr 

•^^xxdy  r=r=  o  ,  donne  d  y  z=i^ ;  donc  ea 

'  XX 

fubftituant  cette  valeur  de  dy  dans  l'équation  B  , 
&  divifant    enfuite   par    dx^  ^  il  viendra  y  — 


*^  iix  XX 


axy^=2  xyy  — .  a  jt  ar jr  (  A  ).  Voyons  mainte^ 

nant  fi  cette  équation  s*accorde  avec  l'équation 
yydx —  xxdy  ==0.  En  différentîant  l'équa* 
tion   A  &  faifant  les  opérations  nécefiaires  »  on 


■u 
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aura  ^  ===  i£fJlf:r=£Zl±4fi(D);d'un 
autre  côté  Inéquation  i,  y  =  «O— f.     donne    -,-*''- 


==rZ2!.  Subftîtuant  dans  Téquation  D  cette  va* 

leur  de  -^  ,  étant  la  fraâion  ,  ^trànfpofant 
&  réduifant ,  il  vient  3  j;  *  •+-  ^x^y  -4-  cLxxj 

*=*  3  y  ^  "+•  4  *y  '  •*"  ^  -^j^y  î  ^'^'^  ^^^  t^**^  ^*'y 

*=  3 y  '  4"  *'yy  "^  ^'•^'y  —  3**^  ^^  ^^  iné- 
quation A,  on  tire  a  xy^=ty^  4-  ^xyy  —  1  ^jty 

^-^  .r  '•  Si  Ton  retranche  cette  dernière  équation 

de   la    précédente ,   on  trouvera  o  =  ly^*^- 

xyy  4-  xxy-'^zx^  ,  équation  qui  peut  fe  fé- 
foudre  en  celles-ci  o ,  =  y —  x^  &  o  i=^  :iyy 
*jr  y  X'i-  2,x X  ^  la  première  donne  y  =■  jt  qui 

[)eut  fatisfaire  à  l'équation  a  y  ==  ^^ —  ;    maii 

elle  eft  incompatible  avec  Téquatiofi  finie  :c  *  *— r 

y^  '^  axy  ^=  axyy  '^^2xxy  9  à  moins  qu'on 
ne  fafle  a  =  o,  ou  qu'on  ne  fuppofe  x  ti  y 
cônftans  t  dans  ce  dernier  cas  ix  ==  o^  éc 
dy  Ks=z  Oy  fatisfont  à  toutes  les  équations  difTé^ 
rentielles  à  deux  variables  jy  &  :r  ;  ce  qui  eft  abfurde^ 
&  par  conféquent  l'équation  propofée  eft  abfarde^ 
du  moins  en  fuppofant  que  a  n'eft  pas=;=o# 

Pour  faire  voir  Tufage  des  transformation^  pré^ 

cédentes  ^  (bit  propofée  Véquaticn  dx^  dy  -t— 

dy  ^  s=  hdxddy-^  xdxddy  9  dans  laquelle  o» 
fuppofe  dx  coniknt  ^  &  quW  ne  voit  pas  tout 
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d'un   coup  être   intégrable.  Si  nous  rendons   dx 
variable,  en  écrivant  (par  la  méthode  ci-deflus  ) 

fuppofant   dy  confiant  dans    la    quantité    ren- 
fermée dans  la  parenthèfe  ,  nous  ùMrons  dxdy 

^^=.^{hix  +  xàx)^  .  d'où  ron 
tire  dx'  -^-  xddx  -\-bddx  —  dy"-  = 


z' 


dont  on  trouve  facilement  Tintégrale  en  faifant 
ddx  =  di  ic  dx  =  î ;  car  1  équation  devient 

jijc  -4-  xif— f—  hd\  -^dy^  =  o  ,  dont  Tinté-: 
grale  tik^x  +1^  — ydy  =  o  .  Donc  en  remet- 
tant la  valeur  de»  ^  &  ajoutant  encore  la  conf- 
tante  C  dy  du  même  ordre  ,  l'intégrale  complette 
fera  xdx  -^bdx  — ydy  -H  C^fy  =  o,  &  en 
intégrant  de  nouveau  &  ajoutant  la  confiante  C, 

on  a  —  -h  i  X — ^  H-  Cy-i-  C'=  o.  On  sl  (ait 

l'intégrale  de  ((y  *  ==»ydy ,  à  caufe  de  Jy  confiant. 

On  n'a  pomt  de  méthode  générale  pour  con- 
noître  la  quantité  qui  étant  fuppofée  confiante  , 
peut  faciliter  l'intégration  ,  mais  on  réuflfîra  fouvent 
par  la  méthode  fuivante.  Il  faut  examiner  s'il  v  a 
dans  l'équation  ,  deux  ou'  un  plus  grand  nombre 
de  termes  qui  foient  intégrables  en  les  multi- 
pliant ,  ou  en  les  divifant  par  un  faôeur  commun  ; 
l'on  fuppofera  que  l'intégrale  de  ces  termes  ainfi 
m  ultipliés  ou  divifés ,  eft  confiante.  * 

Soit  l'équation  a p y '  dy  '  ===  dy^  -+-  ix^  dy 
^'-^xdyddx'^^  xdx ddy  y  dans   laquelle  p  eft 

une  fonôion  de  x.  Les  deux  termes  dx^dy  ^ 
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xàxdiy  étaftt  divifés  par  ^ ir ,  donnent  dxdy-h 
xddy^  dont  l'iptégrale  eR  xdy.  Suppofons  donc 
que  X  dy  eft  ==a  C  confiante  ,  on  aura  xddy  H— 
dydx:=o,  &  en  multipliant  par  dx,  on  aura 

encore  xdxddy  -^dy  dx^  ==  o  ;  d,onc  l'équation 

propofée  deviendra ,  après  avoir  effacé  les  termes 

xdxddy  -^ix^  dy  ^ic divifé  par  2x ^  i/'  ,  devien- 


dra,dis-)e,p=     ^.x'  dy'        *     ^^     inéquation 

xddy  '+'  dxdy  :r=iO ,  donne  dy  =:  — ~ — • 

J^M^   ^   ■  .  .    '-^xdy^'ddy*  xdyddx 

Qonc  p  — ax^dxdy^  2x^  dy' 

ux^dxdy' .    Mais  xdy=:Ç,    pat 

c 

fuppolïtion  ;    donc  dy  ==  —    »     8c    p     =a 

<^dyddy — dxddx  ,  '^dyddy'^d^dix 

&  en  intégrant,  2  S.;)  iy  ==5 ^^      ■'  4« 

C'=  ""V^^IT^ "^ ^' ^  en  remettant  à  U 
place  de  C  fa  valeur  x  dy.  Il  eft  aifé  de  vole 
qu'on  intégreroit  de  même  en  fuppofant  que  p  eft 

une  conftantei 

Soit  l'équation  xy.dxd dy  -—  ôcy  dy  i dx osa 
ydydx^ — yydpdy^  —  xdxdy^  dans  la- 
quelle p  eft  une  fonâion  de  y  ;  dans  cette  équa- 
tion il  y  a  trois  termes  xydxdd  X'^frydydx  *  — ^ 

D  d2   ' 
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xàxày^  j  qui  divifés  par  y  y  iy  Jioxm^nt  une 

,.     •       .  „  ,  yxdix-^jAx^ — xàxiy 

difterenticlle  coinplette  ^ — ; 

^  y  y 

dont  rintégrale  eft •    En  prenant  cette  inté- 
grale pour  confiante  ,  &   différenciant  y  il  vient 

yxddx-hydx^ — xdx-dy  .  a  ,    r 

-^ ' =  o  ;  donc  en  otant  la  frac- 

yy^ 

tion  &  multipliant  par  iy ,  on  a  yxdyddx  +ydydx^ 

^^~xdxdy^=o.   En  tranCpoCant  le  terme—- 

xydyddx  dans  l'éauation  propofée  &  effaçant  en- 

.  fuite  dans  le  fecona  men\bre  les  trois  termes  dont  la 

fomme =o ,  il  vient  xy  dxddy  ^=  — yy^pdy^  ; 

,  I  — xdxddy     .       1».     *      .      A 

donc  df  =  —    j    a — i  dont Imtégrale  eftp= 

'    C ,  comme  il  eft  évident ,  —    étant 


ydy  '  'y 

fuppofé  conftant. 

On  peut  quelquefois  intégrer  facilement  en  fup- 
pofant  confbnt  le  produit  de  plufieurs  différen- 
tielles. Soit ,  par  exemple ,  Téquation  — t — p  =5 

ddx     ^     hddydddy  _     ç. 
dJITx^  dy^ddx'       ^'  ^^  ^^PP^^^  ^^  P^^ 
duit  iyddx  conftant ,  tous  les  termes  font  în- 

tégrables  &  Ton   a      f  -  =r     /^ 

^  %dy^  dyddx 

hidy^      ^^  C  .  ,  r 

•^       -*—  7^9^^  ajoutant  la  conl- 


xdy^ddx^  j    7  jj    * 

-^  dy  «  ddx^ 

tante —  de  même  ordre  que  rintégrale, 

dy'î  ddx^ 
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164.  Pour  que  les  commençans  ae  foient  point 
embarraiTés  en  voulant  intégrer  une  difTérentielle 
d'un  ordre  fupérieur ,  nous  allons  donner  la  règle 
fuivante  : 

Faites  attention  "aux  variables  dont  les  différences  fe 
trouvent  dans  la  différentielle  piopofée  s  raffemblei 
dans  unt  femme  totale  les  termes  affeSés  de  la  diffé^ 
rence  d'une  mime^ariable^  en  commençant  par  ceux  oà 
fe  trouve  la  différence  de  Vordre  le  plus  élevé  ^  inté^ 
gre\  en  fuite  cette  fomme  comme  p  toutes  les  autres 
variables  étoient  confiantes  i  différencie^  îintégfaU 
qui  en  réfultera ,  en  faifant  varier  fucceffivement 
toutes  les  variables  quelle  renferme  ,  €r  retranche^ 
le  fèfultat  de  la  propofée.  SHl  ne  refie  rien  ,  f />i- 
îégrale  trouvée  fêta  celle  quon  cherchoit  ,  en  lui 
ajoutant  une  confiante  de  fon  ordre.  S'il  y  a  un 
refie ,  regarde^  le  refie  comme  une  différentielle  pro- 
pofée ,  Êr  fuive^ ,  à  Végard  de  ce  refie ,  le  même 
procédé ,  ô*  ainfi  de  fuite  s* il  y  a  un  fécond  refie  ^  (:tc. 
Ajoute^  toutes  ces  intégrales  &  la  confiante  du 
même  ordre  fir  vous  aure\  ^intégrale  cherchée  On 
pourra  fuivre  le  même  procédé  lorfque  la  différen-^ 
tielle  fera  égalée  à  0 , pourvu  quelle  foit  intégtablc 
dans  Cétat  où  elle  efi» 

Soit  la  différentielle  x^y^  diy  *+-  2 x^y  dxiy, 

-+-  2x^ydy^  H—  2xy^  dx  ^-|-  ^x^y^iydx ^ 

dans  laquelle  on  fu]>pofe  dx  confiant.  On  doit 
confidérer  cette  différentielle  comme  renfermant 
trois  variables  iy,  jr,jy,  puifque  ddy^  dx.fc 
dy   font  les  différences  premières  de  dy ,  x   Se 

de  y.  Le  terme  x^y^  ddy  efl  celui  où  fe  trouva 

la   dîfiférence  de  l'ordre  le  plus  élevé ,  dont  je 
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prends   l'intégrale  en  regardant  dy  feul  comme 

variable  ,  cette  intégrale  eft  x^ y^  dy^  dont  la 

différentielle  ,  en  faifant  tout  varier  ^çît  x^y^ddy 

—H-  2  x^  y  dy^  -+-  ^y^x^dxdy.    Retranchant 

ce  réfultat  de  la  propofée,  il  refte  2x^ydxdy 

^^  2xy  d x^ .  Regardant  ce  refte  comme  une 
difFérentiellë  propofée  à  deux  v^iables  y  &  x  ^ 

on  prendra  l'intcgVale  du  terme  2x^  ydxdy  ^^n 
fuppofant  que  y  feul  eft  variable  s  &  Ton  aura  j 

il  caufe  de  dx  conftant  ,    x^ y^dx  ,  dont  la 

différentielle,  en  faifant  varier  y  &  j:,  eft  2x  ^ydxdy 

•-+-  2y'^ X  d  x^  ;  donc    l'intégrale  cherchée  fera 

x^  y^  dy  -+-  x^y^  dx  H-  Cdx.  En  ajoutant 
la  confiante  Cd x  du  même  ordre ,  on  n ajoute 
pas  Çdy  au,  lieu  de  Cdx ,  parce  que  dy  ne- 
tant  pas  fuppofc  conftant  ,  la  différentielle  de 
Cdy  n'auroit  pas  été  =  o ,  &  par  confequent 
fç  feroit  trouvée  dans  la  propofée, 

l6y.  Il  arrive  fouvent  qu'en  ajoutant  ou  en 
retranchant  yne  même  quantité  on  peut  facile- 
ment intégrer  une  équation.  Soit ,  par  exemple  ^ 
l*équarion  xd  dy  — -yddx  =3  o,  qu  on  ne  peut 
intégrer  dans  cet  état.  Mais  en  ajoutant  9l  re* 
tranchant  dxdy ,  Pon  aura  xddy-^^-dxdy — 
'yddxr^dxdy:=x=zo  ^  doftt  rintégralecft  xdy 
\ — y  dx.  On  n  ajoute  point  de  conftante,  parce 
qu'aucune  différence  n  a  été  fupofée  confiante. 

Soit  Téqu^tion  fxddy  —  fyddx  ==  h diy 
'r+-  addx ^  ajoutant  &  retranchant  dans  le  pre- 
plier  membrç  la  quantité /if  a- if  y  ,  Ton  trouve 
fx4dy^^^Jdyix^fyddx^fdxdy=2  bddy 


mamt 
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addx y  dont  Tintégrale  eR  fxdy  —  fydx 
==t  dy  H—  fl^JT. 

RjBMARQUE.  Nous  lî'ajoutons  pas  ici  de 
confiante  du  mcme  ordre  ,  parce  que  la  propo- 
sée ne  contenant  aucune  différentielle  confiante , 
U  différentielle  de  cette  confiante  n  auroit  pas  pu 
s'évanouir  par  la  différenciation.  On  doit  faire 
attention  à  cette  remarque  qui  fait  une  exception 
à  la  règle  ci-defïlis. 

166.  On  peut  quelquefois  parla  multiplication 
ou  la  divifîon ,  trouver  facilement  l'intégrale  d'une 

équation  propofée.  Soit  l'équation  j-—  =  —    .. 

V         I  •  1-    .        j     i>  iyàdy  ày 

JLn  multipliant  par  dyy  I  on  aura  -^ — 2    =  — '    » 

dans   cette    équation    d:c  efl    fuppofé   confiant. 
'  £n  intégrant  &  ajoutant  uHI    confiante  G  »   il 

vient  --^ — 7-4-C  ==r  L.^,  ou^y  *-4-2Ci  jf*^ 

asra  zdx^  L. y.    On  ajoute   une  confiante  qui 
ne  contient  pomt  de  difierentielle  >   parce   qu'en 

multipliant  enfuite  par  2.dx^  y  l'on  a  la  confiante 

a.Cdx^'^  qui  contient  une  différentielle.. 

Soit  l'équation y^  ddy  =  x  dx  dy yàx^^ 

âans  laquelle  on  fuppofe.  dx  confiant,    f  n  dîvi- 

xdy  — •  y dx 

fan  t  par  y  *,  il  vient  ddy  ==  a^ ^ ,  en  écri- 
vant a  au  lieu  de  la  confiante  d  x  ;  donc  en  in- 

j  X  X  d  X 

tégrant ,  on  aura  dy  ^=sst  —  a «=  — + 

Cdxy  en  ajoutant  une  confiante  &  remettant  b 
\aleur  à^a^ 

Dd^ 


1 
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157.  Il  eft  foureot  utile  d'employer  les  fubfti- 
tutions  pour  intégrer  les  équations  diiTérentielIes 
des  degrés  fupérieurs»  5oit,  par  exemple^  l'équatioa 

(y  —  à).d^  X  H^ (a •—  x), d^y+  dyddx  —  dxddy 
ç=«  o.  Si  on  fuppofe  dy  ==  dx  —  dp^oxx  y = x  — j> 
Zc  qu'on  fubftitue  dans  la  propofée  les  valeurs  de  jr^ 

dy  9  ddy^  d^ y  que  donne  cette  fuppofîtion ^  on 
trouvera  en  efFeâuant  les  multiplications  indiquées^ 
réduifant  &  tranfpofant ,  l'équation  xd^p  -4— 
'dxddp  --^  pd^  X  -^  dp  ddx  ==  Ad^p^àont 
l'intégrale  e(ï  xddp'-^  pddx  ==  addp  ,  Scen  inté» 
^ant  de  nouveau  y  xdp*^  pdx==si  a  dp.  Si  Ton 
vouloit  intégrer  cette  équation  du  premier  ordre  ^ 
en  le  pourroit  en  divifant  par  — pp  yCt  qui  don- 

neroit  * — ;aF== .   dont  iintcirralQ 

PP         ^'^     PP  '        ^ 

eft  -^  =  •—  -^  -H  C  =     .^       ^.  Mais  on  no 

FF  ^       .  .     . 

connoit  point  de  méthode  générale  qui  indique  la 

fubftitution  qu'il  faut  employer  dans  les  différens 
cas.  L'uiâge  &  le  tâtonnement  feront  fouvent 
réufllr. 

168.  On  emploie  aufli  avec  avantage  la  méthode  de 
dcmi-féptration  5  elle  confiée  pour  les  équations  des  or- 
dres fupérieurs  à  difpofer  l'équation  de  manière  que  les 
diifërenticlles  foient  toujours  jointes  aux  quantités  donc 
elles  fontles differentielles>en rejettantdanslçs multiplica^ 
teurs  ou  divifeurs  communs  de  la  quantité  ieparée  >  les 
quantités  qui  empêchent  l'intégration.  On  égale  i 
une  nouvelle  variable  l'intégrale  de  la  quantité  féparée  , 
9c  au  moyen  de  cette  (uppôfition  on  donne  une  nou-^ 
VpUç  forme  à  la  propofée  jufqu'à  ce  qu  on  arrive  à  uae 


imÊmmmmà^ 
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équation  intégrable>  ou  qûon  connoiiTe  que  Ton  ne 
peut  intégrer  la  propofée  par  cette  méthode.  Au  refte 
jI  faut  quelquefois  beaucoup  d'art  pour  préparer  les 
équations ,  a&n  qu'elles  deviennent  intégrables  par  cet 
artifice. 

Soit  l'équation  ad^ddj^^adjfii^  =  dxd^^.  Je  la 

difpofe  ainfi  -t^.  Qj^  '^  "A  J  ^^  —  ^*  quantité 
comprife  dans  la  parenthèfe  étant  intégrable>  je  fais 
-j-^  — -3-?  aes  —^5  donc  L.  rfy —  L.JrssL.  P,  ou 

L.  -,<-  saL.  p,  ou  -7^   s=  p  j    donc  en  fubftituant  , 
di  di 

^X^  =  ^  (A),  oul5^?  =  ^(àcaufedep 
dx  p  a  dx         a    ^ 

=  '^)^Sidp=  — .  Donc  p  =  —  +  C  Subfti- 
di  f         ^         a  a 

tuant  ces  valeurs  de  p  &  de  dp  dans  l'équation  A ,  & 
ôtant  lesfraâions»  Ton  trouve  adj  v=z  xd\  -h  Catf^ 
^ui  cft  l'intégrale  de  la  propofée. 

Soit  encore  l'équation    xd^y  '^  ^dx  ddy    =:  — 

^dyddx,  dans  laquelle  on  fuppofe  ddx  confiant; 
Pour   la  réduire  à  cette  méthode^  je  la  dilpofe  ainfi: 

xd  ^y^dxddy=z —  3  àyddx  — %dxddy  ,  le  fécond 

membre  de  cette  équation  eft  intégrable.  Je  donne  à  cette 

équation  la  forme   Ijj-'^ V  ^^^  =5—  %djddx 

—  %  dxddy  'y  je  fais  enfuite  -j-^*^  H —    =  — ^j  ou'L.xddjf 

saL.p,  ou  p=  xddy.  Donc  notre  équation  devient 
dp=z^-^-^  dy  ddx  —  %  dxddy  ,ic  en  intégrant ,p  =  xddy 
=  — y  ddx  —  xdxdy ,  équation  qu'on  pourra  réduire 
au  premier  ordre  :  car  on  a  xddy  -h  *  dxdy  -^yddx  ==0, 
&  en  intégrant  encore xrf^-h^(/x  =  o,&en intégrant 
encore  xy  =x  C* 
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i6y,  pKOBLâwE  •  Une  équation  différentielle  (Tun 
crdrtqu^lcohquç  étant  fuppolée  réduBibie  à  un  ordre  in^ 
ferieury  intégrer  cette  équation.  On  s  y  prendra  comme 
on  a  dit  ci-dcflus  (i6^),  &  afin  de  pouvoir  ajouter 
une  conftame  chaque  fois  qu  on  intégrera  >  oa 
fuppofera  une  différence  confiante.  Si  cette  mé- 
thode ne  rcuflît  pas ,  la  propofée  n  eft  pas  com- 
plctte  :  ainfi  Ton  peut  par  cette  règle  trouver 
fi  une  différentielle ,  ou  h  une  équation*  différen- 
tielle eft  complette  ou  non. 

Nous  allons  maintenant  donner  la  méthode  de 
trouver  le  fadeur  qui  peut  rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  d'un  ordre  fupérieur  lorfque 
cela  eft  poflîble  :  nous  fuppoferons  une  des  pre- 
mières diflérences  conftante ,  ce  qu'il  eft  facile  d'Qb- 
tenir  en  effaçant  dans  la  propofée  tous  les  termes 
qui  contiennent  les  différences  de  ÇQtte  première 
différentielle^ 

170.  Soit  A  i  i  y  4-  B  =  o ,  Téquadon  géné- 
rale qui  peut  repréfeater  toute  différentielle  à 
deux  variables  x  bc  y  ^  dans  laquelle  tfx  eft  cont» 
tant  ^  &  qui  ne  contient  d'autre  leconde  diffé- 
rence que  d  dy  ,  avec  des  puiffances  quelconques 
des  premières  diflérences  dx  icdy  ^  K  icYi  étant 
éts  fondions  de  x  ,  ^ ,  dx  Çc  dy.  On  peut  écrire 

ainfi  cette  équation  kddy  -^  i — ZZ — r_J^ 

k 

-- — dx=Oy  qui  eft   la   même  quis  la  prccé- 
dx 

dente.  On  multiplie  cette  équation  par  le  fadeur 
M  ,  fondion  de  x ,  y  y  dx^dy  pour  avoir  M  Addy 
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Suppofant  maintenant  que  cette  équation  eft  com* 
plette 9  &  regardant  y^  x  &c  dv  comme  autant 
qe  variables,  &  la  différentielle  P  comme  1^ 
même  que  celle-ci,  lAAddy  -+-  MB'dy  -t- 

B  —  K 

MÇix  =  o,  en  fuppofant B '  = ^ — -,& 

K 

î —  Ç  ==  — j— ,onauraC|^rleN^98),lestroi^ 

dy  ddy  dx 

*«=     (<f.  MC)  .   (i.MB>)  __   (i.MC) 

ddy  dx  dy  ' 

OU  en  remettant  les  valeurs  de  B'  &  de  C ,  les 
trois  ftiivantes  *-i^ — i.  == tt-^ — C^)î 

rfy  ddy 

dx  ddy  dx 

MK 


0-^) 


,  équation  que  je  délîgne  par  (b) ,  comme 


dy 

f  ai  dé/igné  par  (à)  la  première  des  trois  derniei^es» 
.    La  différentielle  du  produit  -^ —  ♦  M  (  B  -^  K  ) 
prife  en  ne  faifant  varier  que  dy ,  après  qu'on  Ta 
divifée  par  ddy ,  eft  = ^,  M  (B-K)  4- 

^^  rf(/j  .  dy  ddy 

première    des  trois  équations  ci-defHis  devient 

(d.MA) I    ,M^B-.K>-t--i-x 


dy.  «/>»•'•  <  <f^ 
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(d.MB)  I     (d,MlL)  ,j..     Y       r       ji  ' 

équation  étant  la  même  que  celle-ci       ^T 

dx         ddy  ddy  dx 

Subftituant  cette  valeur  dans  l'équation  R  ,  on  troii^ 
vera  après  les  opératicib  ordinaires  MK==MB  — . 

— *'-^ (H),  équation  qui  fera  coraioîtrc  K.' 

dès  que  M  fera  connu.  Cette  même  équation  don- 
nera, en  tranfpofant ,  la  valeur  de  M  B — MK, 
ou  de  M  (B— K),  &  en  fubftituant  les  va- 
leurs de  MK  &  de  M  (B— -K)  prîfes  dans 
cette  jéquation  ,  dans  les  équations  ci  -  deflus 
a  Se  b  ^  on  aura  les  deux  équations  fuivantcs. 

r,/<iMB)       .  (rf.MA)      ,  (ilVIAK-i 

I  (^'MA)_  IKi^  -^'—, — ^>4r)]  ^ 

dy  iiy  ^ 

r .  /  MB       iy  (jiMB)       (rf.MA)  .  iy^  (rf-MAK-j 

\^\  dx  dx  '~ddj^y  HT- "^ "ï?-  TTA.» • 
\ ^- J^ C  V)  •. 


*  L'exprellion  -^-j — -  iigntfie  qu'on  doit  difl^rentier 
M  B  ea  faifânt  varier  iculSenient  iy  Se  divKèr  par  %. 


rtta 
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La  queftion  eft  donc  réduite  à  trouver  pour  M 
une  fonâion  de  x^  dxy  dy  qui  fatisfaÛe  aux 
équations  J*  &  V  qu'on  vient  de  trouver,  ce 
qui  n'eft  pas  facile^  &  nous  ne  connoiflbns  point 
de  méthode  générale  pour  réuffir. 

Nous  nous  contenterons  d'examiner  quelques  équa- 
tion? très  -  étendues  après  avoir  fait  remarquer 
qu'en  fuppofant  M=  i  dans  les  équations  pré- 
cédentes 9  on  aura  les  deux  équations  de  condi- 
tion néceflaires  ,  pour  qu'une  formule  différen- 
tielle ,  ou  encore  une  équation  différentielle  à  deux 
variables  x  icy  avec  d  x  confiant ,  foit  intégrable 
dans  l'état  où  elle  eft. 

171.  5oit  propofée  Téquatîon  du  fécond  ordre 

E  d ** -H  FiA'djy  H-G  ^jy  -  •+•  Hii^  =0, 

dans  laquelle  dx  ed  confiant.  £,  F,  G,  H  & 
le  faâeur  M  qui  lui  manque  poyr  la  rendre  in- 
tégrable ,  font  des  fondions  de  a:  &  de  y  fans 
dx^  ni  dy*  En  comparant  cette  équation  à  la 

générale ,  on  aura  A  ==  H  ;  B  =>  Kix^ 
Fi:cdy -hG  dy*;  donc  MB  r=  ME  i;r* 
MF  d  X  dy -f-  MG  dy^,  Subflituant  les  valeurs 

de  A^  M  •  B  &  de  B  dans  les  équations  T  &  V, 
&  faifant  attention  que  E,  F ,  G ,  H ,  M  ne  ren- 
ferment ni  rf*  ,  .  ni  dy  ,    l'équation  T  deviendra 

(■'^'^^^  =  MG.  Cette  valeur  de  ^il^  étant 

dy  ày 

auflî  fubftituée  dans   l'équation  V  ,    on    aura 

i  X 
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*-     ^ zJL .  Si  dans  la  première 

cquatîon  MG=^^*^^^,  on  différencie  en 
^ifant  feulement  varier  x ,  &  qu  on  divife  enfuîtc 

par  ix^  on  aura  ^ — 5 — 1  «== y^^^ .Mon 

fubftitue  cette  valeur  de  Ll — 1  dans  la  féconde 

àx 

équation  y  après  avoir  divife  chaque  membre  par 
ix  ,  fe  fouvenant  que  ix  eft  toujours  conf- 
iant ,  &  qu'on  faffe  attention  que  le  dernier 
terme  de  chaque  membre  s'évanouit ,  on  trouvera 

d-x  dxdx  dy      •  ^ 

cette  expreflîon'  qu  on  doit  differentier  M  H  en 
faifant  varier  x  &  divifer  enfuite  par  ix^  puis 
différentier  le  réfultat  en  faifant  vatict  x  8c  di- 

vifant  encore  par  àx.  Les  équations  i-l^ ^  — 

^jcrfx  dy  dy 

=  — j ^  -+-  — \ ^  font  celles  qu  il  faut 

dy  dy 

traiter  pour  intégrer  la  propofée. 

Dans  la  dernière  équation  on  regarde  y  feu! 
comme  variable.  £n  ôtant  le  divifeur ,  tranfponint 

&  divifant  par  MH.  il  vi«nt^  =  ^^   — 
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V 


JTT 

-— .  Si  Ton  prend  Tintégrale  en  regardant  y  feul 

comme  variable  ,  puifque  la  diiférenciatîon  a  été 
faite  dans  cette   fuppofition ,  on  aura  L.  M  ==: 

S.  — —2-  —  L.  H  -f-  L,  p  ,  L.  p  eft  une  fonc- 
H 

tîon  de  jf,  parce  qu'on  a  fuppofé  :)^  conlîant  dans 
la  différenciation.  En   miJtipIîant  S.  — ^-Z  par 

L.  e  =  I  ,  Ton  jaura  S.  — -^ — ,   L.  e  == 

ri 

L.e  "  ,  &  l'intégrale  trouvée  deviendra  M  =3 
^5--  c    •     **     .  Si  Ton  fubWtue  cette  valeur  de 

ri 

M    dans    Téquation    A    &     quon    dîvife    par 

Gdy 

c  '  ^  ,  on  aura  l'équation  qui  doit  déter- 
miner p.  Mais  p  eft  une  fonâion  de  x  fans  y  ; 
donc  dans  l'équation  ^ui  doit  déterminer  p  ,  tous 
les  y  doivent  difparoître,  autrement  la  propofée 
ne  peut  devenir  complette  par  la  multiplication 
d'un  fadeur  M  qui  foit  compofé  de  ar ,  de  y  &  de 
confiantes ,  ou  qui  foit  une  fonâion  de  *•  &  de  j^. 

Soit  2ydx *  H—  (2  X -+-  3yx)  dxdy-^  2x^dy^ 
-4- x^  yddy  =  o  j  équation  qui  n'eft  pas  corn* 
plctte ,  on  aura  E  =  2y ,  F  =  a  x  -4-  3  y  ^9 


G^  2x-  ,  U=^  x-y,S.      ^^y       = 

&ii^=.L.y%&M  =  ^e^-^\     Or 

y  -"  x^j 


■      ^  ■!  i|-*ià>a«^— fc— »W*^P— — ^i— — iiM*M>M— it^Mfc*^^ 
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L  V  * 

e    * ^    =^y  *  î  car  L.^  *.  L,  c  =  L.;)r  *  ;  donc 

L.  e^'  y  *=  L.y * ,  &  e^'y''=y^i  ainfi  M=  ?2:I^= 
— •  Subftituant  cette  valeur  de  M  &  celles  de 

XX 

^,F,  E,  dans  réquation  A,  on  trouvera,  en 

tranfpofant  fc  réduifant,  — ^  ^      — . — ^ 

X  a  X  X 


^nr  —  Ti -Tx^='^'  Es*^2«  «^ 

la  fomme  des  termes  affeâés  de  la  ffiéme  puif- 

•j         fance  de  v  ,  on  aura  les  deux  équations  — .-^   — 
<É>'  "^  ^  X  dx 

£2L? r,     Ar  ïllil         Mil      JIMl 

«"  ^  "^    xix  x"-  ix''  — ^* 

La  première  donne  -£.  ==:  A£f. .  &  la  féconde 

après  avoir  divifé  par  y  *  &  ôté  les  ftaûions , 
donne3Jrip(f.r  —  ^fdx"^ — :r*ddf  ==o.La 
première  équation  étant  intégrée  ,  donne  L.  p  =9 
3  L.  a;  =  L.  X  *  ;  donc  />=*'.  Cette  valeur  de 
p  fatisfaît  à  la  féconde  équation  ;  on  a  donc  p  =: 

4;  »  &  M  =  -^  =  x^.  Si  f  on  remonte  à  la  va- 
leur de  M  K  &  de  M  (  B  —  K  )  que  doit  donner 
l'équation  (H)  ci-defliis,  on  aura  MK 
a  xyy  i  X  *  -+-  3  X  ^jyM  jr  d^  ,  &  M  (B —  K) 


2x^ydxiy  -f-  5  AT^jy  rfjf  »  ;   de  forte  que  la 

propofée 


mi 
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«5 


^MM*rtfei 


propôfée  étant   rapportée  à  lu  forme  générale 


dévient  ùt^ y^ iiy  -t-  ( 2  jrrjy(fjir -f- ^x^yiy)  dy 
-+-  (2  xyydx  -^  ^x^  y"-  dy)dx=^o  ^  équa- 
tion complette  &  dont  Tintégrale ,  en  ajoutant 
une  confiante ,  eft  x^ y^  dy  -(-  x^y^  dx -+- 

Si   après  là    (ubftitution  de  la  valeur  de   M 

dans  l'équation  L!_ — L  —  &c.  tous  les  'y  dif- 

paroiflent  d'eux  mêmes  ^  Téquation  qui  doit  don<i^ 
ner  p  eft  du  fécond  ordre  ,  de  manière  qu*il 
paroît  que  dans  ce  cas  la  méthode  ne  fait  rien 
connoître.  Mais  alors  l'équation  fera  de  cette 
forme  adx'^  -4—  bpdx *  -+-  cdpdx  -k-fddp  ==  o  ; 
^  5  ^  >  ^  •  /  ^tant  des  fondions  de  x  fans  y.  Pouc 
intégrer  cette  équation  on  Técrit  ainG  amdx^  -^ 
bmpdx^  -♦-(c  — i)  mdxdp-^km  dxdp  + 
fmddp  =^0,  qui  eft  la  même  que  I^  précé- 
dente multipliée  par  le  faâeur  m.  Suppofant  en«- 
fuite  que  m  H  k  étant  des  fondions  de  x  (ûnsy^ 
les  quatre  derniers  termes  foient  une  différentielle 
complette;  alors  le  premier  terme  qui  ne  con--- 
tiendra  qu'une  feule  variable  x ,  s'intégrera  âifé- 
ment  ;  de  plus ,  cette   fuppofîtion  donnera  (  pac 

le    N*.    8j    )    les     équations       ^^Y^  "^ 
ddp  '•   dp  dap  ». 
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j 


t ^j == -^ •  Mais  parce 

que  41»  ^9. ^9  7^9  ^6  renferment  point  p 9  la  fé- 
conde équation  donne  o  3=  o  »  ou  eft  nulle  ;  la 

première  fe  réduit  à  ^    *^^'  ==  A  m ,  &  la  troî- 
fième  avec  la  quatrième,  à  caufe  de  ix  confiant,  (e 

réduifent  à  -^ t — ^ ^^^^  ^  *"•  ^^  Téquation 

&   — ==-7- — --?- ;aoncL.  mfi=S.7=-rfAr— • 
^  J  J  J 


Ïj.  fH^lL.h^'h  étant  une  confiante.  Donc  en 

fe 
fuppofant  L.  e  s=a   i  ,   on  aura  m  =  -jr-X 

S  JL  ^^                       U(c-ib)i«i] 
^    •  /        .de Téquation  t "^  =  '^ "* 

on  ture  ailément ==a -i •   En 

ff  m 

égalant  cette  valeur  de  -: à  celle  qu'on  vient 

de    trouver    ci  -  defTus ,     on     aura     Téquatioa 
—  = r — i;   donc    hfdx  — — 

C  —  /C  J 

/dcH-/4it=(c— i).  W*— (c— *)  i/,  ou 


it^^M^^ÉMMMM^^lMk^^iteHSMÉéMMMltfMMMt 


CAicût  îvriéïkxti  ^^f 


fdkr:=0,  équàtiod  ^différentielle  du  premiel! 
ordte  dont  dépend  \A  Valeur  de  k.  Suppofant  qu  oïl 
ait  déterminé  k  pat  le  moyen  de  cette  équation , 

-                     i>i      .*                    A         Se  ~T  dx 
on  aura  m  par  1  équation  m  = ,.  e  .    "-       | 

k  8c  m  étant  fuppofés  connus  ^  on  aui^  p  en 
mettant  les  valeurs  de  it  &  de  m  dans  Téquation 

amdx  *  -H  bmpdx  ^  ^-  (  c  —  i  )  mdxdp  -h  kmdxdp  + 

fmddp  ==  G  ^  &  en  intégrante  Comme  cette 
équation  doit  ctte  cdmplette,  èh  lui  donnant 
cettefortïit(amdx*^bmp  dx-^  kmdp)dx*-i* 

({c^ky.tnàx^dp  -+*  finidp  =  ù^U  tegât^ 

dant  cette  équation  côttimé  une  difféfentielle 
complette  a  trois  variables  5  x  ^  p idp ,  on  peut 
prendre  pour  intégrale  celle  du  premier  termo 
(amdx  -+--  bm  pdx ^-^kmdp)  d  x  ,enfuppo- 
fant  X  feul  variable  &  traitant  dx^p  ic  dp  oanS 
la  patenthèfe  cooltnp  conftans}  ce  qui  donne 
pour  rintégrale ^dx.Sé amdx -4- pdxé S^bmdx^h^ 
dp  ^.kmdx  -i^  CdXf^=rrr  0"^ yCdx  étant  1^ 
confiante  ajoutée.  Si  on  change  maintenant /r  en^^ 
pn  trouvera  aifément  que  cette  équation  (e  rap^ 

})orte  à  la  forme  de  celle  du  (  N^  128)  ;  car  en 
oignant  enfemble  le  premier  &  le  dernier  terme  f 
notre    équation ,  fera  réduite    à    trois  terme5« 


*  11  cft  aife  de  voir  que  le  terme  mdx  peut  étfc 
içxit  ainfi dx.  anit  itiultîpliant  pat  dx  en  i^ura  dx .  (mdx$ 
4'ont  rintégrale  ^iif.S.anidx,  en  regar4fttit  dx  qni 
tô  devant  le  ligne  S ,  oomme  confiant. 

£ea 


^MMto 
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On  aura  donc  la  valeur  dep  :  aînfi  l'équation  Kite* 

-f-  ¥  dxdy  ^  Gdy^  H-  H  ddy  =  o,  fera 

toujours  réduâible  au  premier  ordre  lorfqu'il  ne 
lui  tnanque*"a ,  pour  être  complette ,  qu'un  fadeur 
compofé  de  :r  ,  ^  &  confiantes  »  ou  de  :ir  &  ^  ; 
mais  fi  après  la  fubftitution  de  la  valeur  de  M 

dans  l'équation -j-^     &c,    féquation    renferme 

des  y  qu'on  ne  puifTe  faire  difparoître  fans  aflfu- 
jettir  les  coefiiciens  E,F,  G^H^à  certaines  - 
conditions ,  c'eft  une  marque  que  le  faâeur  doit 
renfermer  des  Jx  o\x  des  dy  j  ou  même  des  dx 
&  des  dy  à  la  fois  ;  alors  on  aura  recours  à  la  mé- 
thode générale  (i  70).  On  s'y  prendra  de  même  pour 
trouver  dans  quels  cas  une  équation  différentielle 
du  fécond  degré  &  d'une  forme  connue  a  bcfoin 
d'un  multiplicateur  compofé  de  ;ir ,  y  &  confiantes  , 
ou  de  X  ic  dy  Se  confiantes,  &c. 

172.  Soit  Arf  '  ^+B = o  »  l'équation  générale  du 
troifième  ordre  &  à  deux  variables  x  icy  dans  la* 
quelle  dx  efï  fuppofé  confiant.  Suppofons  que  M 
fonâion  dex^yjdxydy,ddyicdc  confiantes,  efl 
le  faâeurqui  peut  rendre  intégrable  cette  équation^ 


on  pourra  l'écrire  ainfi  A  M  d  »  ^  -i-  M. ddy+: 

ddy 

^^  K— H  M  H 

M.-- — •  ày  -^  -     -  •^xsso.Suppofàntmain- 
ajf  dx  '  '^ 

tenant  que  cette  équation  efl  complette  ,  on  aura 
(rf.AM)_(^-^^)(rf.AM)     [^(^^    )1 


IM 
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■  __  ^    ■  — ■    _  _  g_       . 

ix  d^jf  -     ày 

àày  '  àx  Jrfji        * 

^ r-^ii l=l__iï_:.  A    Faide  <b 

û  *  à  y 

ces  équations  on  tâchera  de  déterminer  K,  H^ 
&  M  ,  ir  eft  aifé  de  voir  comment  on  doit  s'y 
prendre  pour  les  équations  des  ordres  fupérieurs  ; 
mais  le  calcul  fera  dautant  plus  pénible  que 
f ordre  de  Téquation  fera  plus  élevé. 

Remarque.  Lorfqu^on  voudra  intégrer  une 
équation  différentiel  le  à  deux  variables  xiiy  qui  ne 
fera  pas  complette ,  on  pourra  la  multiplier  par  un 
faâeur  M,  lequel  faâeur  pourra  être  une  fonéHon  f 
de  X  ou  une  fonâion  9  de^,  ou  une  fbnâion  r  de  j  & 

de  X  enftmble ,  ou  renfermer  à  y  8c  dx  y  ouridy^ 
iddyjdx'^  hLQ*  Ainfi  on  pourra  avoir  différens  ordres 
de&âeurspour  les  éc^uatîons  di0erentielles  du  fe-* 

'^cond  ordre,  tels  quep  ;pdx+  q  dy  ;  fàx^  -^qàx  dy 
+p  dy^  &.C.  Si  la  propofée  eft  du  fécond  ordre,  on 
pourra  d'abord  effayer  (î  le  premier  faâeur  d  réuflît, 
s'il  ne  réuflît  pas  ,  on  eilayera  le  fécond  :  n  celui-ci 
ne  réuilit  pas ,  on  aura  recours  au  troifième ,  &c. 
On  peut  voir  maintenaot  comment  on  doit  trouver 
tes  fadeurs  des  équations  du  troilîème  ordre  & 
de  celles  qui  font  phis  élevée^  ;  m^s  il,  eft  aifé  de 
comprendre  combien  ces  fortes  de  recherches  font 
pénibles  lor fq^ue  les  équations  font  d'un  ordre  ua 
peu  élevé. 

Ee3 
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rrr 


pj    QUEÏ-QUES  MÉTHODES    POUR    INTÉGRER   OU 
POUR  RÉDUIRE   AUX  OrDRES   INFÉfllEURS   tES 

Équations  Différentielles  pes  Ordres 
SUPÉRIEURS ^  lorsqu'elles  o^tç  ç^tajn?^ 
Conditions, 

173.  Soit  l'cquation  iiy  ==»---~-^^    -+, 

f    ^  ^    y  jç  fuppofe  d^ y=stdx^  ==icctdxi 

çq  faifaot  dx=s:c^  J'intégre  çn  regardant  ix 
fQtnme  confiant»  &  faî  ddy  =c*  S,tdx^=s 
àx^  S.tdxy  {ubditnant  dans  la  propofée  les  va? 
Jçv??  çle  Jrf^ ,  &  de  rf  ^  jy  qu'on  yiçntdç  trouver,  elle 

^çyiept  ij:*  S,rdjir  =  jcf  (fx*  Hh   — — ,ouen 

4lyifent  par  dx^ ^  S.tdx  ==  or f  •+•  ^— ,  Bo&c 

çn  différenciant,  t(fx==t(fx'4-jir(f  r— r- — j-.  ; 

9u(x—  îl),i^=o  (H)5tfoù  fofi  tire 

^t— — •  =  o,Qut*  x  =  a\wt=    jJ"    i 

-3—^,  ou2tf  V'  a.dx^^ — ^ssd^y.icen 
intégrant,  2a^ a.'^».dx^'-^Cdx^s=ddy\^ 


Çn  IPt^gr^t  çnçpfç  il  viwt£:2il^llîL:l,rf;r-H 

5 


4; 
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Cxdx''^Bdx^=dyyBdx  eft  un  confiante 
ajoutée.    Si  on   intègre   encore  ,    on    trouvera 

2.2.2ay  a.x^        Cxx         p     .j^  n 

Subftituant  les  valeurs  trouvées  de  ddy  6c  d^  y 
dans  la  propofée ,  on  trouvera  après  les  opéra- 
tions ordinaires 2a\/a.Yx'i-C==:2a  \/a.\A'. 
Cettci  ^nation  doit  être  îdllitîque,  &  par  con- 
féquent  on  a  C  ==  o  ;  donc  notre  intégrale  de- 

«>;«•>*  2.2»2ay  a.x  ^      .t,       .^  -^ 

vient 1 ^  -^-  B  X  -H  D  ==  y.  De 

lequation  H  >  on  tire  encore  dt  =  o  ;  donc- 
en  intégrant  f  ==  C  == -—-^  ,  ou  Cdx^  e=a 


à  ^y  ;  donc  en  intégrant ,  Cxdx  *  -+-  B  i  *  * 
ddy  i  en  intégrant  encore  ,  il  vient 


Bxdx  -+•  Ddjc  «=  dy;&  enfin 

B^  * 

'-4^  D  X  -f-  E  =  y ,  équation  qui  appar- 
tient à  une  courbe  du  genre  des  paraboloïdes. 
Dans  cette  dernière  équation  il  y  a  quatre  conf- 
tantes  indéterminées;  cependant  Tintégrale  com- 
plette  dune  équation  différentielle  du  troifième 
ordre  iie  doit  renfermer  que  trois  confiantes  in- 
déterminées. Il  faut  donc  en  déterminer  une  par 
le  moyen  des  autres  ;  pour  cela  fubftituons  dans 
la  propofée  les  valeurs  de  ddy ,  &  d^  y  qu'on 
tient  de  trouver  ,  il  viendra  aprèî  les  opérations 

£e^ 


^mÊmm 
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ordinaires  Cx-f-B  =  C:i:-t-  -^.  Cette  équa- 
tion  devant  être  identique ,  fait  voir  que  B  =» 

^     ;  donc  la  vraie  mtégrale  fera 


Soit  encore  féquation  ad^y  =  — jf" 

i<I*'  ,  on  fera  ^  =^  tdx  ,ac#«jf== 
i{x',  S.  tdx.  Les  fubftitutions 9  en  divifant  par 
<£ * , '  donneront  a S.tdx=xtt -4-  à.  Difiâreiv* 
ciez  cette  équation  pour  avoir  a  tdx  &=:  t^dx'fy 

axtdt^  ou  — if  =-: ;  donc  en  intégrant^ 

ajoutant  L.  C  au  fécond  membre  &  pailànt  en- 
fuite  des  logarithmes  aux  nombres ,  a  —  r  «=3 

JL- — .  ou  A  -^  -i-3ii —  ==  t  ;  donc  d^y   =» 
yx  VK 

dx^.  Cadx^^dx  y^  ^^flc en  intégrant» A^ y 
f=dxK  (B-i-ax — ±\/^C.\rx)  (A).  On 


fubftituera  dans  la  propofée  les  valeurs  de  d^y, 

d^ y  a  &  l'on  déterminer^  dç  cette  manière  les 
confiantes  C  ^  B  Tune  parTautre,  fc  l'on  aura 

après  les  opérations  ordinaires  aB  *-H  a**—' 
aay/C.\^xt=^a^x — 2a\^C.yx+C+b, 
équation  qui  ne  peut  ctre  vraie  »  à  moins  ique  iiB  ne 

fp'u  =  C  +  fc,  ou  B==  -^-^ •  Après  avoic 

déterminé  la  valeur  de  B  en  C^  intégrons  trois 

fois  dç  fuitQ  réquatioa  Aqu  ajoutant  è  chaque^ 
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fois  une  confiante ,  on  aura  y  =  F  -H  E  x 


7 


Dx^     .    Bx^      ,     ax^    .     2.2.2.2\/Cjir*  , 

—  9 


»  2.3  2.3.4  3.5.7 

équation  qui  y  en  fubftituant  la  valeur  de  B  =» 

SIL^  ,  fera  l'intégrale  complette  de  Téquation 

propofée.  £n  général  étant  donnée  une  équa-î 
tion  à  trois  termes  de  ,1a  forme  d  "  ^  =  x  A  -*-  B  , 
dans  laquelle  A  &  B  font  fuppofés  des  fondions 
de  dx^d"'^^  y  &  de  confiantes ,  on  pourra 
rintégrer  en  faifant  d  *"*"  *  y  =  tdx**^^  ^Scen 
imitant  ce  qui  vient  d'être  fiût  dans  Tun  ou  l'autre 
des  exemples  précédens. 

Remarque.   Si  Ion  avoit   réquation   d^yiy  -f^ 

(i'diy.ddy  -t-  hd^ydy^  -^tdy^  =50,  qui  efl  la 
même  que  celle  dont  parle  rilluftre'M.  d'Alembert , 
dans  le  tome  VI  de  Tes  Opufcules  ,  page  3yo  »  je 
fcrois  dy  ss  pdx  ,   dx  étant    confiant  >    &  dx  =3 

q  dp  i  donc  ddp=z ^.  Subftituant  dans  la  propo- 
fée les  valeurs  de  dy  »  ddy,  d^y ,  que  donnent  les 

fuppofitions ,  on  a  la  transformée  •—  —  H ^  -h  ipq^ 

9  P 

H-tfpJ  q^dp  =0,  équation  du  premier  degré.  Si  l'on 

fait  •^— =3f  ,oup*=:  jy,ouap*'^*rfp  =;=?iî-Hî^» 

cip^'^^  d  p  ^^  g  d?  t 

ou  dq  =3s    ■■■    '^ 2 — 1_  .  on  aura  la  nou- 

X 

velle  transformée  ^  -H  ^-^ITl*  +  SlT^^^^o; 

A  fuppofant  enfin  p  •  "^  *  =  t,  on  aura^  lardamicrc  traoÇ^ 
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h 


fatmU  iT-hVdt  -H  -  =  o,    équauon  homo^r 

î 
gène  dans  laquelle  V  &  e'  font  des  conitantes. 

En  &i£int  -î-  =  u ,  la  dernière  transformée  fc  crou« 
vâratoâtefçparce.Or  — =:^-7— =P*Î5  doncç=-j  • 

revient  ao  même  y  enfuppo&ntijrss:  TT*^^^^ — "^* 

ce  ^  dwme  v  5=:  -i  ,  Téquadon  fe  trouvera  toute 

n 

fiparée. 

Si  a-f-i  croit 3=i^^iy  oua=--^X9la  folurionpré* 
cédente  ne  pourroit  avoir  lieu  parce  que  pour  lots 
g^p0-^i  if  dépend  des  logarithmes.  Mais  dans  ce  cas 

P* 
on  fcrojt  q  =;;p*  ?  (  au  lieu  de  faire  —  =  Ç  ^i  ^  ^^ 

auroit  la  transformée  •*«  — ^  -^  -i^  —^-t-lp^^-^^^ip 

P  î  P 

-f-tfp^^^^^'ç^rfp  =0,   qui  cft  homogène  ii  Ton  a 

.i-l-i-Hi  sai— I ,  &  j  -f-xA-^a  — ~i*  ou  fi  Ton 

?  A  =  — 3. 

En  général,  foit  i^ y  \t  premier  terme  d*une  équa- 
tion compofcc  de  tant  d'autres   termes  qu'on  voudra 

ij^'  dx -^«ï'— *^ '-+-5 &CÔ en fuppofant , comme ci-dct 
fus,&c.4y=P^>8cic=BgeJp,latranforméefera— -h 

Soit }  as  p'  |[*  ,  on  aura  la  nouvelle  transformée  — 


^m» 
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tion  qui  ftra  homogène  fi  ro—  *  j-f-  ai— ih  H-  2  r=*— i , 
fcfi  m'r-iii'1^21  — Â?'r-htf  =  —  15  tfoi  rontir0 

fecilcmcntxrhïŒj^p-";  &  par  conféqucnt  fi  r^^' 

rft  uhç  quantité  confiante  dans  tous  les  termes  ,  com- 
parés deux  à  deux ,  la  propofçc  fera  incégrable.  Dans  1q 
cas  de  l'équation  ci-deffus  i^y^  aàdy .  ddy  H-  &c.==:o  t 
pnam=-i,ib=z,m'=i,*'=i,m"=3,*'?is=OI 

donc  îî—lî^s=_     &  ^'^^'^         "^^  '^i 

Dans  l'équation  TH-t  =  — H^,  on  peut  fuppofet 

^  volonté  ï  ou  s  tout  ce  qu'on  voudra.  Si ,  par  ezemplçt 
on  fuppoiè  18=0,  on  fera  ç=pS 

Par  la  même  méthode  fi  dij  cft  le  premier  terme 
d'une  équation  du  feccnd  ordre  dont  les  autres  termes 

fcientH-fld/j^dr^  — ^f+.a'Jj*jf***d**^*'  &c/ 
On  aura  «  en  faifant  dx  :=^qdy  ,  la  transformée  — • 

équation  qui  fera]  întégr^ible  fi  -- — jj^ftttneçonftantéj 

c^eft  pourquoi  Téqu^tion  d^dyrh  ^^ ^jiyishHj^à^^ 
==  p,  e(l  intégrablc  >  ^  ainfi  des  autres. 


i74t  PROBLÈME,    Soit  V équation  dx^ 
ixày^^ssss  y  ixàài6  ^^zxdyiiy  %  qu^otiprè^ 
poje  dt  réduire  au  premier  ardre^  En  fuppoiàiit  d  s 

çpx^^m  çnwm^dxddxsaoRQ,  Iclà propolie 
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deviendra  dx'^dxdy^=^2xdydiy.  Faî- 
foDS dy^=ldx  pour  avoir  ddy=^  d\dx  tcd  x* 
^T^dx^  =i2LXidx^ d^,  ou  ix  — î*Jr  ==r 

axçdî  ,  ou^=  T^frp;  dont  rint^rale 
eft  L.x=—  L.(i— î*)  -t-  L.C,  ou  r 
, ^         Subftituant  dans  cette  intégrale  la 

valeur  deî  =  -J^,  on  trouve  *  =  ^,_^^.- 

Toutes  les  équations  du  troifîeme  ordre  &  à 
deux  variables  dans  lefquelles  les  variables  man- 
quent peuvent  slntégrer  par  cette  méthode. 

Soit  réquation  dxd^  y -^dx^  ddy=iix^ 
,.4-  iy^  9  dans  laquelle  dx  eft  confiant,  qu*on 
propofe  de  réduire  au  premier  ordre ,  je  fais  rfy 
c=  jÉfjT,  ce  qui  donne  ddy  =  dxd{,  i^y 
s==  dd\dx  ^  &  la  propofée  devient  id^dx^--^ 
dx^  di^=^dx^'^l^dx^ ^  oudiç-t-d^Jx 

-b:  dx^  --k-i^dx^.  Qu'on  faflc  maintenant  d^ 
c:^pdx^o\xddi  =  dpdxy  on  trouvera df-*- 

prfx  ==ix-4-î^<iJ«?;  niais  dx:=  —  ;  donc 

pdp'^pd^=:  d^'-^^^d^  ^  dont  rintégrale 
donnera  celle  de  la  propofée. 

En  faifant  -j^  =Ï3  ou  -j-  =«:  f  »  &   ea 

fubftituant  ^dy  au  lieu  de  J^ir,  ou  {ix  au  lieu 
de  dy,  on  peut  fouvent  intégrer  ou  réduire  à 
un  ordre  inférieur  les  équations  diflerentielles  à 
4$U3^  v^iiables^  x  Se  y ,   de  quelque  ordre  que^ei 
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foieAt.  On  fe  fert  de  la  première  fubftitution  lotf* 
que  la  variable  finie  x  ne  fe  trouve  pas  dans 
f  équation ,  &  de  la  féconde  fî  là  variable  finie 
y  manque  dans  la  propofée.  Si  la  prôpofée  con- 
tient les  différences  fupérieures  ddy  ^d^y^i^y^  icCé 
te  que'ijc  foit  confiant ,  on  fuppofera  dy  =  ^dx^ 
d'oùTon  tire^^v  ^=zd\dxyd^ y  =:  dd^dx ,  d^ y 
s=d^7^dx^  8cc.  Si  au  contraire  Téquation  con- 
tient les  différences  ddx ^  d^ x  6cc.  Se  que  dy 
foit  confiant,  on  fait  dx  ==?  ^dy^  ddx  «=3 
d^dy,  &c. 

ij^é  Problème.  Intégrer  Vequation  différentielle 
à  deux  variables  Ady  "  —f-  Bdx*  -4-  Ciy"  dx""^ 
^'Ddyfdx'^'f  --^  Edy^dx    "^  «  •+- &c,s=:0, 

dans  laquelle  les  coefficiens  A,  B,  &c.  font  des 
fondions  d^une  feule  variable  x^  ou  y  &  de  conf^ 
tantes ,  ou.o.  Si  la  variable  finie ^  x  ne  fe  trouve 
pas  dans  la  propofée  ,  on  fera  dx  ^^  j  dy  ;  donc 
efi  (libftituant  cette  valeur  de  dx  Se  divifant  en- 
fuite  réquation  par  dy*  y  on  aura  l'équation  finie 
à  deux  variables  ?'  &  ^ ,  A  -f-  B  ?•  H-  C^'"^ 
-+•  Dy^^'H-Ej'^H-  &c.  — -  o ,  par  laquelle 

on  tâchera  de  déterminer  y  en  ^  ,  on  y  en  f. 
On  fubfiituera  une  de  ces  deux  valeurs  dans  la 
différentielle  ?  Jy  ,  &  on  aura  jdy  r^rr-  Kdy, 
ou  ^dy=rrT  Td\j  K  étant  une  fonâion  de  y, 
&  T  une  fonâion  de  ^ ,  &  l'équation  d  x  =2^  \dy^ 
fera  changée  tvkdx  ^=rr  Kdy  ^  oyx  dx  ==t  T d^i 
donc  en  intégrant  on  aura  x  S.  K  dy  -H-  C, 
ic  X  =r7=z  S.  T  i  î  ;  la  première  intégrale  donnera 
la  valeûc  de  ^  en  ^  >  &  la  féconde  donnera  la 
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valeur  de  s^  6ti  ^i  Mais  x  étant  une  fonâlon  de 
y  comme  le  fait  voir  1  équation  A  +  B j + &Cé  =  o  , 
on  pourra  avoir  aulS  la  valeur  de  x  en  y  par 
la  fecotide  intégrale  combiilée  aved  Téquation  A 

Si  y  manque  dans  Péquatioa  ,  <m  (etâ,  à  y  ^=^ 
^dxi  fubftituant  cette  valeur  de  if  y  dans  la  pro« 

pofée  &  divifant  enfuite  par  i  ;ir  **  on  aura  Téqua- 

tion  tinie  A?*  H-B  -h  Cj^-f-Dç'  H-  Ej^  aec- 
&=:  o  ,  par  laquelle  on  tachera  de  déterminer  la 
valeur  de  7  en  x  ,  ou  cette  de  x  en  ;  ^  &  fub(H- 
tuant  une  de  ces  valeurs  dans  ^ix  s  &  procé- 
dant  comme  dans  le  premier  cas  j  on  trouvera 
la  valeur  de  x  en  y  au  moyen  de  l'équatioit 
iy^=l,àx. 

ij6.  P  R  o  B  L  i  M  Sé  Intégrtr  au  rêduife  au  pn^ 
mitr  ordre  Céquation  générale   du  fécond  ordre  à 

deux  variahlts  Addy  -^  hdy^  — |-CVjr//^-H 
jy  dx^  =  o 9  dans  laquelle  dx  ejl  confiant  ^  gr 
2ei  coefficiens  A  ,  B  ^  &r,  font  des  fonSions  de 
Vune  des  variables  x  ^  ou  y  &  de  confiantes  ,  ou  o* 
Puifque  dxeù,  conftant ,  on  fera  dy  ==  ^ix; 
donc  ddy  ^=:dxd  r«  Subftituant  ces  valeyis  dans 
la  propofeç  &  divifaot  par  4  J^  j  »!  vient  A  4  î  -4- 
B  ?  *  ^ ^  H-  Q^dx^  D rfar  t=^  û,  équatioh  dtf- 
férentielle  du  predEQÎer  ordte  ^  à  deux  variables 
^  &  ijr ,  lorfque  y  ntaoque  d^ns  la  propofée.  S 

c'eft  :r^quî  mancjue  ,  on  fera  /;r  == -^.  Subftî- 

tuant  cette  valeur  de  ijf  ^  te  multipliant  pat  f , 
la  propofée  deviendra  A^ <ff  -^  B?*rfv  M— 
O  idy  ^^  Ddy  =  o  ,  équation  du  premier 


>«* 
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ordre  à  deux  variables  J  ic  y.  On  cherchera  Fîn- 
tégrale  de  cette  équation  par  les  méthodes  ci*^ 
defTus  ^  &  on  déterminera  7  en  x  ^  ou  en  y  ^^  ou 
celle  de  ^  5  ou  de  ^  en  7.  Subfiituant  une  da 
ces  valeurs  dans  ^dx  ^  Téquation  dytsz^dx^oa 

-^  =3  i  :v  ne  contiendra  plus  qu^une  feule  variabte 

dans  chaque  membre  ,  &  il  fera  alfé  d*avoir  fba 
intégrale  au  moins  par  les  quadratures* 

Si  X  manque  dans  Téquation  ^  on  peut  (up« 
pofer  i  xi=i^dy  9  d'où,  à  caufe  à^  dx  conG» 
tant,  ontire  o  =  ?itf jf -+- if^cf^,  ouiijr  =3 

éttdy 

^*—  -^-^  ;  donc  en  fubftituant  ces  valeurs  de  ix 

icdeddy,  divifant  par  dy  &  multipliant  par  ij[ ,  la 
propofée    deviendra  —   Ad^  H-  ^^dy  h— 

C ^^  dy  —H  D  î 5  4 y  5=  o,  équation  du  premier 

ordre  &  à  deux  varîableis  y  &  ^  ^  qui  étant  in- 
tégrée fera  connoître  la  valeur  de  7  en^,  ou  celle 
/de  ?  en  jr ,  &  fubftituant  une  de  ces  valeurs  dans 
Téquation  dx:=z^ày  ^  on  aura  l'intégrale  x  =S3 
B*  ï^<y  -^  C  ,  par  ou  Ton  déterminera  la  valeur. df 
x  eny.  Les  mêmes  (ubftitutions  auront  lieu  &  l'in-v 
tégratîon  fe  fera  de  même  ,  quoique  to^s  les  termes 
de  la  propofée  foient  affedés  des  puiflances  quel- 
conques de  dx  ii  dedy  ^  ou  de  leurs  produits  :  on 
voit  aifément  que  toutes  les  différentielles  doivent 
être  homogènes  dans  tous  les  termes.  On  peut  quel- 
quefois employer  la  même  méthode ,  quoique  la 
diiTérentielle  confiante  ne  foit  ni  dx ,  ni  dyi  mais 

. une  fpnÔion  comme  j  dx  ^ \/( dx  *  -+•  dy^) ,  &c« 
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ExtuVLBh  Soit  l'équation  p>»  djix^r^dxâydu* 
*4.  ydu^ddx  —  ydxduddu  ,  dans  laquelle  d  u  =s 
l/^(dx*  -hdy*)  j  p  étant  une  fonûîon  dty  &  de 
ionftantes.  Si  on  prend  i*  pour  confiant ,  à  caufc  de 
d  dx  =0,  la  propofce ,  après  avoir  divilc  par  d^f ,  de* 

viendra  pj»  rfj'd**==^J'^«**  —J'^**^^'*'  dans  la- 
quelle X  6cu  manquent.  On  fera  donc  du=idx.  & 
ddu  =  didx  ;  donc ,  par  fubftitution  ,fy^djfdx^=s 
y^dydx^  —  j' \didx^.  Si  on  multiplie  cette  équation 

par  le  fadeur  M  =  ^\^^  .on  aurap  ày^i^j-  3  éjf 
—  y"  *  î  ^î-  L'intégrale  de  cette  équation  fera  S.fdj:=z 
.^ALZZ— -»- C=  C rn — Tf  en  fabftituaiic 

r  J  „ 

la  valeur  jj-  de  j. 

Si  on  prend  du  pour  confiant ,  on  ^  dJu=io;  S  de 
pluson&itd*  =  ?dii,  ^c  ddx=ididu,  h  propose 
deviendra , en eHaçant le  dernier  terme ,.pj ^dyi^  du^ 

?a=îdjrfu»-4-J'dîrfu»,  ouprfj^^^-^T^r^;  fc   cft 

întégra«,S.  ptfjrsssC  — -^^^^i  ^  %y^dx^  ^ 

comme  auparavant. 

E  X  E  M  p*L  B  I  ï.  Soit  encore  Téquatîon  fy^  dy  d«  *-*- 
duddu  =  o,  dans  laquelle  p  eft  une  fonftioH  de  jf,  fans 
aucune  autre  variable ,  rf  u  =  V^(  rf  x  »  +  rf,v  »  ) ,  &  k 
différentielle  >  dx  confiante.  Les  variables  finies  m  ,  &  * 
manquent  dans  l'équation,  &  parce  avicydx  eft  cont- 
rant; je  fuppofe  rfu  =  tjdx.  Donc  ddu=ydx  di'y  9c 
par  fubftitution ,  p^  *  dydx^  ^jpi  j  rfjdx*  =ao,  pdy 

5=:— jdî,  &  en  intégrant  S.  p^j'  — •"  —  -H  C  =s 


«> 
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Donc 


%y^dx^  .  S.-p  dy  =  2  Cj  *  rf  jkt  *  —  dx'^  ^-^  âj^  , 

■,y,     ^    , ^^ — rTrrrrr.*  ^quation.dont  cha- 

que  membre  eft  une  différentielle  du  .premier  ordre  >  &  à 
une  feule  variable. 

177.    P  R  O  B  L  è  M  K.    Intégrer  P équation   diffé-- 

rentielle  du  troifieme  ordre  ad^  y  — t-  b  dy  ddy 

edxddy  H-  fdy  '  •+-  g  dxdy  *  -f-  ft  rf  jf.*  i^ 

kd  x^  =^  o ,  ^ûni  laquelle  les  variables  finies  x 
&  y  manquent  à  la  fois ,  ùr  dx  efi  confiant*  On 
fera  dy  =  ^dx  ;  donc  ddy  =<f  ji  jr ,  Se  d  *y  :=s' 
A  d^axi  donc  par  fubftitution  ,  &  divifant  par 
dx\   la  propofée  deviendra  add:[  -+-  b^d^dx 

-+-  c  rfjfrf^  -^fddi-^  g  j*  dx^-^h^ix^  -H 

kd x^  =  o,  'équation  du  fécond  ordre  à  deux 
variables  7  &  jr  ,  dans  laquelle  la  variable  finie  x 
manque.  On  trouvera  donc  ,  par  la  méthode  du 
problème  précédent,  l'intégrale  de  cette  équa- 
tion ,  qui  feira  connoître  la  valeur  de  \  en  x*  Subfti-' 
tuant  cette  valeur  dans  \dx  ^  Téquation  dy=s 
j[d  X  9  aura  les  variables  léparées ,  &  en  intégrants 
CD  aura  y  =  S.  f  d  jr  -f-  C  ,  éqyation  qui  fera 
connoître  la  valeur  jde  ^  en  at. 

On  intégrera  de  la  même  manière  &  par  les 
mêmes  fubftitutions  lorfque  les  puiflances  d&  dx, 
dy^  ddy  ^  ou  leurs  produits  fe  trouveront  dans 
les  termes  de  la  propoiée.  Soit  l'équation  dyddyd  ^y 

adxdyddy*  —  rf^r^rf^f*  — 5  rfjr^  ==0  , 

Tome  IV.  F  f 
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dans  laquelle  i  x  eft  confiant  ,  &  qui  ne  coiw 
tient  aucune  des  variables  finies  x  ^y.  On  f«p* 
pofera donc  iy  =9  {ix ,  ce  qui  donne  àày^=s, 
à^^ix ^d^  y  s=  <fi{ibr«  Ceft  pourquoi  par  fubfti» 
tution  &  en  diviiant  par  dx^  ^  on  aura  \d\ii^ 
--^-Q^ldi^dx  —  i^ix^  —  3 ijp'=o,  équa- 
tion qu*on  peut  intégrer  par  la  méthode  cî- 
deflus  (17(^)9  en  faifant  i^  szsssuix^  dd^  '- — ' 
iudx;  car  en  fubftituant  &  divi&nt  par  ix  ^ ,  l'on 
trouve  ludu-h-z^u^dx  —  ^^dx — ^dx==zo 

ou  en   mettant   -^  au  lieu  dé  dx,  &  6fant  les 

{radions 9  f  u*  du-^aun^dj — X^d^ j<f^ 

s=m  o ,  équation  du  premier  ordre  à  deux  variables 
{  &  w  9   dont  rintégrale  donnera  la  valeur  de  u 

en  j.    Cette  valeur  fubftituée  daiis  dx  3=  — ^ 

u 

Confiera  x  =  S.  —^  -^4-  C.  aprèç  l 'intégration, 

par  le  moyen  de  cette  équation  ,  on  aura  i  «t\  x  , 
&  fubftituant  cette  valeur  dans  Téquatiog  4y  — - 
idx  ,ic  intégrant ,  on  aura  y  en  x. 

178.  PRo»LêME.  Intégrer  V équation  du  troi* 
feme  ordre  A  d »  jy  H-  B rfx  ddy^^  Cdx ^  *=o^ 
iam  laquelle  dxefi  confiant  Gr  les  coefficiens  A  ,  B  , 
C  des  fonSions  de  x  èr  de  confiantes  ,  ou  o.  La 
foppofition  de  dyz^^.jdx  change  la  propofcc  en 
«elle-ci  A  ddj -h-Bdjdx -4-Crfx ^ .T«r  o. équa- 
tîoft  du  fécond  ordre  à  deux  variable»  x  &  ^,  dan* 
laquelle  la  variable  finie  f  manque.  On  cherchera 
4Qnc  parla  méchodi^  ci-deiBus  (ijô),  la  valto» 
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de  t  ^n  X  9  qu'on  fubftltuera  dans  Téquatiôn  i  y 
\dx  ^  équation  qui  ^  en  intégrant  ^  dofinefa  Ik 
valeur  de  y  en  x»  L'intégration  fe  fera  de  la  mêitiè 
manière  lorfque  le$  puiflances  ,  ou  bien  de^  foilc* 
tioo  de  i/jT  ,  &  de  ddy  fe  trouveront  danà  quelque 
terme  que  ce  foit  de  la  propofée  ,  pourvu  que  dy 
ne  s*y  trouve  pas* 

179.  Problème*  Intégrer  Véquatiôn  du  qua^ 

tritmt  ordre  ad^y^-i-  bdx d^ y -'+-cdx^  dà^ 

''^fd  X  *  ==  o  rf  dans  laquelle^  les  t^ariabks  finies 

X  îst  y  manquent  ^  ou  dans  laquelle  les  eoefficitns 
ajb^c  ^f  font  des  confiantes ^  ou  \éro ,  dx  étant 
confiant,  oi  I on  fait  dy  ==  ^dx ,èc  quon  fubfti- 

tue  les  valeurs  dt  d^y ^  d^ y ,  ddy  que  donne 

cette  fuppofîtion ,  la  propofée  5  tû  ditiianl  par 

ifx  y  deviendra  a  ii  '  ^^bddjdx-^edxdx^  H- 

/rfjir*=0,  équation  qui  s'intégre  piir  ta  mé* 
thode  du  problème  ci-deiTus  (  277  )«   Suppofant 
qu'on  ait  trouvé  b  valeur  de  ^  en  x  ;  en  inté^ 
grant  Téquation  dy  ^csb  fdx  ^  oïl  Aura  la  valeur 
de  ^  en  X. 

Cette  méthode  peut  s'appKquer  aux  équations 
difTérentielIes  a  deux  Variables  du  cinquième'  Mdre, 
dans  fefquelles  d  x  ét^ût  Cofiftarit ,  tes  variables 
Af  &  ^ ,  tfvec  Ici  diffA-ences  dy  \  ddy  6it  leuft 
fonftiôds  mdfiqtient*  Oui  peuf  de*li  pàfTer  aux 
difi^rentielles  des  ordre»  fiiipérieur$  &  trouver  pour 
chaque  ordre  les  eMAtions  nédefTaires  pour  qu'une 
équation  foit  iatégrable  par  cette  méthode. 

180.  On  peut  audd  ramener  pluueurs  équations 
aux  AédUMcfcs  pi^eéëeims,  &  ctb  dzf  prenant  pour 

F  fa 


«» 


47^    Cours  de  Mathématiques. 


confiante  une  difTérentielle  telle  qu'elle  fafle  di(^ 
paroître  tous  les  termes  qui  empêcheroient  Téqua^ 
tion  d'être  comprife  dans  la  forme  des  équations 
qu'on  vient  de  traiter  dans  les  problêmes^précédens. 
Soit  l'équation  yixddx  -+-  2.x  iy  iiy  == 
ix^  —  ix  dy^.  Si  on  prend  ix  pour  confiant ^ 

on  aura  %  x  dy  ddy  ==  dx  \  —  dx  dy^  y  équa- 
tion dans  laquelle  y  manque  ,  &  qui  ell  intégrable 
par  notre  méthode.  Si  on  fuppofc  dy  confiant, 
on  trouvera  une  équation  fans  x  qui  fera  encore 
intégrable. 

On  peut  audî ,  par  des  fubflitutions ,  rame* 
ner  plulieurs  équations  à  notre  méthode. 

Soit  l'équation  x*ddx=i=yddy^^dy^H^ 

^*  (fy*,  enfuppofant^dy  =ifç,.ou^  =7, 

on  aura  y  ddy  -+-  dy^  ==  dd^  ,  Se  f équation 

propofée  deviendra  x*  ddx  5==  ddj  -f-  /f*  , 
équation  dans  laquelle  la  variable  finie  \  ne  fe 
trouve  pas  ,  A:  qui  efl  intégrable  par  la  métViode 
4i  problème  ci-deffus  (  176  ). 

181.  Lemme.  e  ttam  le  nombre  dont  le  loga» 
rîthme  hyperbolique  efl  =  l  ^Jî  on  fait  x  =  e**  , 
h  étant  une  cgnftante  &  u  variable  ,  on  aura  d  x  ssaa 
he^'^du,  ddx  =  he^''(ddu-^hdu^)^d^x 

:=  fc  c^»  (d  »  a-HN3  A  ifu  d  <f  u -H  A*i  M  M^ô-^. 
Puifque  x=e**,  on  aura  L.  x  s=  L.  e*'  =s 
A 1/  •  L.  e  ==  hu  ;  donc  en  mérenciant,  d*  L.  x 

différenciant  encore  ^ddx^h  xddu  ^^hàxiu 
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hdu^)  y  &  ainfi  de  (uite  ;  donc  &c.. 

182.  Coko^lIaire  L     Si  oi\  fuppofe  d:f 
conjftâiit    ou  ddx  =  o ,    on  aura    dd  u  =3 

— -  h  d  ui^  ^ 

.    183.  Cjobollairb   !!•  Si  oa  fuppofe  y 

==  e       r  ^  Â:  étant  confiant  &  t  variable  >  il  viendra 
ay  =  tde       -4- e       dt=ktc      du  +  e     dt 


B=  c       (  A:  f  i uH-  ^  r) ,  &:  en  prenant  les  fe- 

condts  difTérences  on  trouvera  d  dy  =  e        x 
(  A:  r  i  i  a -4- *  Jfc  r  tf  M  * -H  2  *  d  ^  d  M  ^-.  d  d  r  >. 


184.  Corollaire  I  IL  Si  dans  une  équa- 
tion à  deux  variables  x.  8c  y  ^  on  fuppofe  x  = 

n  Mê  Jf    Té 

e  Se  y  ==  e  t,  8c qu'on fubftitue  les  valeurs 
qu'on  tire  de  ces  fuppofitions  à  la  place  de  ^r^ 
j,  dx ,  ddx  ^  *dy  ,  ^ddy  y  &c.  L'équation  fera 
transformée  en  une  autre  telle  que  la  variable  finie 
Il  ne  iè  trouvera  que  dans  les  expofans  de  e.  Main* 
tenant  fi  la  propofée  efl  telle  qu'on  puiiïe  faire  difpa- 
roître  les  quantités  exponentielles  dans  l'équation 
transformée  ^  elle  deviendra  une  équation  à  deux 
variables  u  8c  t^  dans  laquelle  la  variable  finie  u 
manquera  »  &  qui  ne  contiendra  d'autres  diffé- 
rèritîelles  que  du,  dt  ^  8c  les  -  différences  ddu^ 
ddt^  &c  On  peut  intégrer,  par  cette  méthode, 
\\  Toutes  les  équations  à  deux  termes  comprifes 

dafistsf  formule  aat*  da:'.==  y"*  dy^'^^  d  dy^ 
à**.  Toutes  les  équations  dont  tous  les  termes  font 
homog^iis  -  par  rapport  aux   variables  x ,  je  Se 
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leurs  clififérences  dx^dy  ^  ddx,  ddy  ,  &c« 
$*•  Toutes  les  équati  >ns  dans  lefquelles  la  fomme 
des  expofans  d'une  itiênie  variable  x  &  de  fet 
difTérentielles  eft  la  même  dans  chaque  tenue. 

i8y.  Problême.  Intégrer  Véquation  ax  "  ^^=3 
y'dyf'^^ddy  ,  danf  laqudle  d x  tjt^onjtam. 

En  fuppofant  x  =  t  ^,ysset,9c  £ai- 
fant  attention  que  ddu  =  —  hdu^ ;  par  les 
fubfUtutions ,  &  les  opérations  ordinaires  »  la  pco* 

pofée   deviendra   ah^   ^mhu^phu  ^^F  _, 

:xkdtdu'^(kk'^kh).tdu  y.  Poair  ùîro 
difparoître  les  quantités  exponentielles,  je  fup- 
pofe  les  expofans  de  e  (  dans  les  deux  membres 
de  l'équation  )  égaux  ;  donc  en  diviiànt  cliague 
membre  par  l'exponentielle  qu'U  renferme^  oa 
aura  une  équation  fans  expon^tielles.  Il  &ut 
donc  fiippofer  mku  -+-  phnt^sMs^  nku  -+-  pku — k»  , 


Qtt  -j-  «ss  — ^-£; — ^p  (k  foft  peut  pfcodre  pour 

Fune  ^s  confiantes  A  ou  *,  tel  nombre  qu'on 
voudra  &  déterminer  fautre  par  Téquation  qu'on 
vient  de  trouver.  Si  ton  fait  A  =  n+  ^— j ,  fomme 
des  expofens  de  jr  &  de  fes  diffiftences  dans  le 
urmy'dy^-^ddyi  (car  ddjr eft  ceofé  avoir  1 
[)oux  expofaot),  on  aura  ib=m-f-/7  ^fonm» 
des  e^qK^ns  de«  &  de  ijr dansle  tenue  nx'^dx^i 


fi  on  prend  *  =3;  i ,  on  aura  fc  =  *'^^T77^ 
Supj^faDt  maintepaat  qu'oi^  m  c^vifé  Séq; 
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transformée  par  la  quantité  exponentielle  qii'oa 
fuppofe  être  la  même  dans  les  deux  hiexnbres , 
on  aura  ah^  du^  r;=t^(ktdu+  dty- ^.Cddt-^ 

2kdtdu-^(kk  —  kh).tdu^^..  ..CA),équa- 
tion  dans  laquelle  la  variable  finie  u  manque. 
£d  fuppofant  du==ijdt ,  on  aur^  ddu  =» 
didt'+'iiddt ,  6c  parla  fuppofition  de  d* 
^onftaiit  ii  4fi  du  s=»  ^di ,  on  a  ddu  = -^ 
hdu^=ss  — hi  xd  t^  =  didt  ^^  tj^d  d  t  idon^ 


idt^^-^htdt"^ î-^  .    Subftituant   dani 

î 

féquâtlon  A  l#s  valeurs  de  i m  &  de  ddt^  nulr 
tiplianc  par  ;  &  divisant  par  dt^^^  ^  on  aura 

ikk-^kh)i^  it  —  rff) (B),  équatioftdn 

premier  ordre  à  deux  variableè  ^idc  t,  dont  oA 
cherchera  Tisic^rale  par  les  règles  ci-deflus  ^  après 
avoir  fubftitué  les  valeurs  de  A  &  de  fr  qu'où 
aura  déterminées.  Cette  intégrale  étant  fnp^ofée 
connue  9  on  aura  la  valeur  de  ;  en  r  ^  &  fubfti* 
tuaM  cette  vadeer  dans  {^ df  r^  OA  ctercher»  S.  ^dti 
mais  du  =  i^dt  ;  donc  u  =s  ^^dt^tc  xcssm 

ÈtÉtMLÉ  t  Oû  ptôpiidi  dé  réAiité  M  ;^feiiner  or<frc 
féquation  xdxdy  s=:  jddj,  dans  latpxt^ti  dyf  ett  conj- 
tant.    Pour  la  comparer  à  la  formule  générale  »  je   la 

#Viâf  par  i/  ft  faî  stix^atti^if^^  ddy,  coih^&rant 
ÉMikMtea»!  cette  é^uacio»  a^iiA  reduke  i  la  foilmiile 
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J__.l±IZli_  _£_,  Donc  fi  l'on  prend  1;=  i  ,  on 
k  m-i-p  » 

aura  A  s=  —  ,  &  fubftitiianf  ces  valeurs  dans  Téqua* 
tîon  B>  on  aura  -'  ç*  A=:t(^-h  i)-  *  ^-f  ^î^t  -H 
-^jîrff— rfj^î  OU  en  multipliant  par  i.(jf  4- i). 

Exemple  ïI.  Soit  Téquation x=  — f-  dans  laquelle 

ix  eft  confiant,  quon  veut  réduire  au  premier  ordre  y 

k  lui  donne  cette  forme  a*""  *  dx=iy  •  '  rfjr"  '  ddy^ 
En  comparant   avec   la  formule  générale,   on   trouve 

,    ,                          j         A         /i-hp — I 
inss-«viyp=3:x,n=:— i5donc-r-ae 1 S3 

•-«--*>  nombre  infini \  d*oû  l^n  conclut  que  la  m£- 
o 

thode  ne  peut  fervir  dans  cette  exemple  >  mais  alois  la 

réduâion   au  .premier  ordre  eft  facile.  En  eâ^r,  on  a 

ay  djfdx  s=:  X  ddjuor  dx  étant  confiant,  l'intégiale  du 

W*^   dX  gy 

premier  .membre  eft  -= ,  &  celle  du  fcconA  eft  xdjr 

^^ydx,  car  en  difierenciant  cette  dernière  quantité  dans 
la  fuppofition  de  d  a:  confiant,  il  vient  yddy  -^dxdy-^ 

CLyydx 

dydxfssx  ddy.  On  aura  donc se  xdy^dx  -Kiûp, 

z 
C  étant  une  conftante* 

Il  eft  aifô  de  voir  que  l'équation  >^(fJ^= Vif  x(fjr  y 
qui  a  cmbarraffé  autrefois  les  plus  grands  Géomètres, 
it  réduit  facilement  par  la  méthode  du  problème,  PaC- 
fons  au  fécond  cas, 

i'86w  FeoblAmb*  Intégftr  les  itmatiùns  dijpmt^ 
4iMe$    qui  fe    rapportent   à   la  formule  générait 
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■'     ■  ■  ■  ■  ■         ■  ■■  ■■■,■■  I  ■  ■■  ■  ■  . . 

==  ddy^  dans  laquelle  dx  ejl  confiant  y  &'  la 
fomme  des  dimenjions  des  variables  x  ïs'  y  ^  de 
leurs   différences  d  X  y  dy^ddy  eji  la  même  dans 

chaque  terme.  En  faifant  r  ==  e  "^ ,  J  ===  c"  t ,  éli- 
minantjHu  moyen  de  ces  fuppofitions  ^x^y^dy ,  dx, 
1k  ddy  ;  faifant  de  plus  attention  que  d  x  étant 

confiant,  on  a  ddu=^  —  hdu  *,  la  propofée  de- 
vient, après  les  opérations  ordinaires  e'^Cddt  -f-^ 

2dudt)  =  ae''t^'''''^  du^Ctdu  -f-dr)*-^ 

-♦-ie^r-"-'  du^'Ctdu  -+-  ir)  *"'-+-  &c.' 
ou   en   divifant    par   c*,  ddt   H-   2dudt=s 

nx*""-*  du  '  (tdu^dt)  "-'-H bt"""^  du^(tdu-^ 

«0  *'"*H-  &c,  équation  du  fécond  ordre  &  à 
deux  yaîiables.  u  &  r ,  dans,  laquelle  la  variable 
finie  u  ne  fe  trouve  pas. 

On  fera  donc  dû  ==:  fit,  ou  u  =S.^ir; 

ce  qui  donne  x  =e*==r=r  e^'^^',&jy=c^*''^/ , 
àdu  :=i\ddt-^  d^dt.  Mais  on  a  vu  ci-deflus 
que  d  X  étant  confiant  y  ddu  =  —  hdu*  y  &• 
ici  A=  I  ;  donc  idu  =3:  —  du  *  =  —  :j[^*dt*=: 

jdif  -+rdi^dty  &  ddt=^  — 3-^^ jir*; 

donc  en  fubfiituant  &  multipliant  par  ^ ,  on  aura 

Téquatîon  ^^]^dt^  4^=  «r""'  î  ^  "*•  '  dtÇOLt-^  i)  *  "' 

-+-fcf-'-*  ^^^^  dti^it  -+-  !)*-«  -H-  &c, 
équation  du  premier  ordre  à  deux  variables  zi^ty 
dont  on  chercnera  l'intégrale  par  les  règles  ci*aeflus« 

ExsMPLK.  Soit   l'équation  y^ix^  -+■  :ç*dy^  — 

yxdx  dy  *  — yxdy  dx  *-Hj'«  ^dxddy — xj»  ^dxddy:=Oy 
qui  eft  dans  lé  cas  du  problème  >  puifque  rfx  eft  cons- 
tant &  quelafommedesdiœenfionsdejtr^^,  dx^dyyddy 


4j8     COUES    t>M  MATHÉ;iATIQU£S. 


cft  la  tnêmt  >  &TOÎr  j ,  dam  tous  les  termes.  En  fuppo- 

fant  comme  dans  la  iblucîon  du  problème  xse"  »jr  =3 

e  *  1 9  éliminant  par  ces  fiippofitions  x^y  yix  jij  ,àiy  ^ 
la  propcfée  devient  »  après  tes  réduâions  ordinaires,  la 

transformée  dt*  H-  xtduii  *  —  t^itdu}  -♦-  ttfaii^-f- 

tdudit-^t^du  ddt=:  o (A) ,  dans  laquelle  la  variable 

finie  u  ne  fe  trouve  pas.  On  fera  donc  au=:^^dt,  d'où 
l'on  tirera  «  comme  dans  la  folution  du  problème  d^ (12=^ 

w.  ^.i — .  £n  fubftituant  ces  valeurs  dans  l'équation  A  > 

Ton  trouvera    aifémenc  Féquation  im    premier  ordre 

(f  *— f  )<'7"+"»*?dr-Hdiaao,  jui  eft  dans  le  cas  du 
problème  ci-defliis  (  raS)  «  &  qui  étant  intégrée  par  la 
méthode  de  ce  problème >  donne  (i-«-i)i^  +  f-^ 

L.tssC.  Mais  dii£={dt,ou{=-^*idoncenrubfti* 
'  tuaat  cette  valeur  de  j,  multipliant  pat  dt,  tran/po(ànc 

le  dtvifant,  il  viendra  du  =s ^ — • — ,  «■  '■        - 

&en  intégrant^tt  = — ^-^ hC.  Maisxse*» 


X 


aitfi  notre  intégrak  dtftiMiLrJ»:^ 


X  X  Xi 


z 


tranCpolantSc  réduifant,  il  viendra  ny — i»jc=jfL.^  — 
xh^x.  Venons  au  troifième  cas. 

l2j.  FnoBLÊAtE.  Intégrer  lei  iqxatians  iifff* 
qui  ft  raffonuu  à  ta^ /armuU  gkiéxalt 
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—H  R  *•""'  i  jf  ^  djr  "•  "^  *  —^  -H  &c. ,  dans  laquelle 

dx  ejï  confiant  &  ionr  Za  fomme  des  expofans 
de  X  6^  de  dx  eft  ta  mime  dans  tous  les  termes  p 
P>  Q»  R»  ^<^*  ^^^  ^^  fonSions  de  y.  Sappo^ 
fant  X  ==  e  * ^  on  aura  dx  =  e'^  dui  car  L.  jt  =3 

KL«Cs=3tf^  te  d.h.  X  =ae= s=  |{  tf      OU^IoTa 

;riK=se"i{ii.  Donc  en  fubftituant  &  diviiant 
enfuitepar  e**»  la  propofée  deviendra  i  u  **  ii  i^ 

Rrfu'iy**"*"*""^-+-&c.  équation  dans  laquelle 
la  variable  finie  u  ne  fe  trouve  pas.  On  fera  donc 

du^==i^dyp  &  Ton  aura  ddu==s  —  du^  == 

-'^l^  dy^=ijddy  --^  d^dy;  &  ddyt=z^^ 

î4y  *  — -     ■     ^>  Si  Ton  fubftitue  ces  valeurs 

dans  la  transformée  &  qu*on  divife  par  rfy  "•"*"',  on 

aura  — •  :j^*"^*  dy  —  ^"**"*  J:^^  ==  Tfdy  -+- 

Q^*dy  -4-  Rj'rf^  &c.  équation  du  premier 
ordre  à  deujc  variables  [6e  y ,  dont  on  cherr 
chera  Tintégrale  par  les  règles  connues.  Cette 
intégrale  étant  fbppofée  trouvée  9  on  aura  Ta  va- 
leur de  ^  en  jy  quVm  fuhftituera  dans  féquatton 
du  ssx  ^dy  iti  parce  que  L.  x  =?=?  it  »  il  viendra 
L«  X  ss=:  S*  idy  9  équatioB  ipù  ne  contiendra  91e 
les  variables  xScym 

ExKM»LS.  Soit  réquatîon  2  a  J>*^  <^7 •+- axix Hjsb, 

ïxdxfy^'k'ax^jidétjf  <Ians  laquelle  d»  eff  conf- 
iant a^  Ift  femme  des  esTpeûms  de  r  &  de  dx  ci  2 
4lant  tcM.  Uft  itfincs^»   m  cocAocns.  »e,  ti  9  Sm 


^/Hq  Cours  de  Mathématiques. 

tcnncs  ou  fe  trouve  dj  ,  font  des  fibnâioiis  de  >  ^  »  & 
de  couftantes. 

Sappofant  x  =f  *  &  du  =:z  ^dj ,   on   aura  dx  = 

e^^^^ldy  ,^ddy=  —  idy^ Li  .   Subftituant 

CCS  vaieuis  de x,  dx, ddy  dans  la  propofée  9  divi&ot 
par  rf^*e**-*^^&  rcduKant ,  on  a  iz 7 ^  <f jr  —  a£f^=3 

•—  ^— ^,ou  flrfjss^— ^— *-^^>&cnintég^ant,tfx=a— 
^*  H H-  C .  • .  (  A  )•  On  aura ,  par  cette  incégralcj  la 

▼^^Jenr  de  j  en  ir>  &  la  fubftituant  dans  la  difierentielle 
^dy,  on  alra  lint^rak  L.xacS  tdy.  On  peut  parve- 
nir à  une  équation  difierenticUe  du  premier  ordre  par 
réquatîon  L.  x  =:  S.^</y  :  car  en  di£Krenciant ,  on  a 

—  =  jrfjr,^  =  — -j — ,  &  fubftituant  cette  valeur  de 

{  dans  l'intégrale  A  ,  on  trouvera  >  après  les  opéranons 
ordinaires»  aydx^=sxxdy^  —  axdxdy^CdxK 

188.  Problème* Inre'grer Véfiation  ix  ""  *  Afc  = 

D**"^  Jx ^  cT^  «^-f-^-  ï  -4«  ^c.  dans  laquellt  dy 
eft  confiant  ^  A  ^  B  ^  D  ^  Crc.  font  des  fonSions  de 
y  a  la  fommt  des  expo  fans  de  x  Gr  de  fes  différences 
dx  ^  ddx  ejl  m  dans  tous  les  termes^  Suppofant  x  = 

e",  onavkndx=^e''  du9ddx  =  e''(ddu+du^^y 
fubftituant  ots  valeurs  dans  ta  propofée  &  divifant 
par  e  •  • ,  il  vient  du  •  •^•»  +  du.*-  »  ddu  =  Ady  •  ^  ' 
+  Bdu'' dy """"•*■"  H-D du' djr— >■*"'-+- &c. 
équation  dans  laquelle  u  ne  fe  trouve  pas.  On 
fuppofera  donc  du^=\dy  yCt  qui  donnera  dd  k*=k 
^ï  dy  9  à  caufe  de  dy  conftant.  Subftituant  ces 
yaleurs  jd^as  la  transformée  &  diviiiaot  par  djr  *  ^ 
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on  a  j*'^*  Jjy-f*  j"""'  (/j  =  A^^-+-Bf"Jjp 
-H  D^f  dy  H-  &c.  équation  du  prçmier  or- 
dre ,  dont  on  cherchera  Tintcgrale  par  les  régies 
connues. 

Exemple.  Soit  propofôe  l équation  zixdy  =  j ddx'^-^ 

jidx,  ou  x^ddx=: «^,  dans  laquelle  J^eft  conf^ 

tant^  la  femme  des  expofansde  x  &  defes  difTérences 

eft  1  dans  chaque  terme  >  &  le  coefficient du 

terme  où  fe  trouve  dy  ,  eft  une  fonâion  de^.  On  fera 

x'=:z  e"  =e  S.  ^  rf  jr  (en  fuppo(ant  du  =  jrfy) ,  dx=ze  ^' ^  «'^  jrfy, 

ddx=e^*<^^,(^^dj^-hiddji'+-d^dy)  =  e^'<'^J'(l^dy'^. 

i\dy)  àcaufe  de  dy  confiant.  Subfticuant  ces  valeurs 
dans  la  propofée ,  on  trouve ,  après  avoir  divifé  par  rfy,  z7^dj 

s^ai^  dy-^ad^ — ^iy^y — y^X»  équation  du  pre- 
mier ordre.  Si  on  mec  la  propofée  fous  cette  forme 
xdxdy^yddx^=iaddx y  on  aura  en  intégrant  dans 
la  fuppoiition  de  dy  confiant ,  ydx-^xdy  =  adx  -^Cdy^ 

i8^.  Les  méthodes  précédentes  peuvent  s'appli^er 
aux  équations  difTérenticlles  de  tous  les  ordres  j  pourvu 
qu'elles  puiflent  fe  rapporter  aux  cas  dont  on  a  parlé  ci- 

dcffus  (184).  Soit  réquation  générale  hy  H j^ — f- 

Cddy         Dd^y  Nd'^y  .  "  ,    • 

-5^  +  -j^-----*-77ir=^'  danslaqueUc 

les  coefficiens  A>  B>  C,  &c.  ayent  les  conditions  re- 
quifes»  dx  étant    confiiant.    Suppofons  du  =  ^dx, 

ysse^sse^'*^*,  on  aura  dy  =^e^'^^*  7dx,  t"  == 

ax 

*'  </«»  \^^^     dit  /*  ixi 

gi.KéM     C  ^3  ^IIÊI^  ^  J^\  i  &c.  Subftituant 
\  *  dx  dx'-  / 

ces  valtnn  dans  lapropofôe ,  dis  fera  divifible  pat  e  ^-  <  ''  '» 
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&  elle  deviendra  de  l'ordre  /i  — *  i.  Il  eft  éviàtnt  qu'en 
fuppofant  égaux  à  o  tous  les  coetfîciens  «  excepté  ceux  des 
deux  termes  au'on  veut  réduire  à  un  ordre  inférieur  , 
on  aura  une  équation  à  deux  termes  quon  tachera  de 
réduire  en  imitant  ce  qu'on  a  fait  ci  -delTus  pour  les 
équations  qui  fe  rapportent  au  premier  cas.  Pour  les 
autres  cas  »  on  déterminera  les  coeAciens  >  de  nuuûère 
que  les  termes  ayent  les  conditions  néceflaires. 

190.  La  méthode  dont  nous  avons  parlé  ci-deflus  (147) 
peut  facilement  s'appliquer  aux  équations  des  ordres 
luppérieurs,  c*e(l«à-dire  >  que  fi  l'on  a. un  nombre  N 
d'équations  différentielles  renfermant  le  nombre  N  -f- 1 
de  variables  t,  Xf  y,  ^,  u»  &c.  chaque  équation  poa« 
vanr  fe  réduire  à  la  forme  fuivante  (H) o=i-4-ajr 

L  .  •    _.  «'*f      *'rf7      c'^r 

dt^     ^    dt'    ^    dt^    ■*- «^- + -ÎFï^*   ■*• 

dt^  dt"^  dt"  dt' 

dans  laquelle  dt  eft  conftant»  k  une  fenâ/on  de  t^a, 

h,  5u:. ,  a' ,  l\  &c.,  a'' ,  J^.&Ctf"',  i'",  &c.,  A,&c.  font 
des  confiantes  quelconques  ou  c,  on  pourra  întégicT  ces 
équations  par  la  méthode  (  du  N«.  147  )>  en  fuppo{ant  dx 

=zpdt,ddx^qit^,i^  sasrdC&c.îufqu'^  J"*->  « 

=  x#rff  •""  ' s  &deméme  djt^ssp^dt^ddysa  q^dt*,8ce. 
d^ssp^^dtpddiss  q'^dt't  kc.  Or  (ft  étasc  conftanc» 
de  l'équation  dxt=zp dt ,  on  tire  ddx  ^=s  dpdi^tsqdt*^ 
dddx  =  dqdt^^rdt^  ,Scc.  Donc  en  fiibftîtuant  &  ri^ 
duiianti  réquation  H  devient  o  =  ib-f-  «x-f-  2^  +c^ 

—dr  ■*-  — rfT"  "^*'*'-  "*"~ïr-  "^  "t;— «-*c^ 

■4*  "k  ■■  4- ""t;—  h — jr- "*■  «c  iqmima.  ai»  jpo» 
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mier  ordre.  On  aura  de  plus  autant  d'^cjuations  de  la 
forme  reqaife  (  147  )  qu'on  aura  introduit  de  nouvelle^ 

variables  V»f\f\  &c.  ?  i  ç' ,  &c  dans  la  formule  (H^ 
Car  puiique  éfx=p(/t>on  aura  Jx  —  prfi=o,&  parce 

que  ddx  =  qdt^:=^  dpdt,  on  aura  dp  =q dt^dp^-^ 
qdts=:  o  ,&c.  On  a  de  même  dy-^p^dtzst  o  ,  dp^  — 
q^dfs^o ,  &c.  Donc  en  multipliant  toutes  ces  équations 
excepté  une  par  des  confiantes  indéterminées^  on  les 
intégrera  par  la  méthode  ci-deffus  (  N®.  147). 

Soit  propofé  d'intégrer  Téquation  du  fécond  ordre 
Trfdjff-f-aTJ*rff-+-J;eTrfr»-4-T'ir*=o,  dans  la^ 

quelle  dt  eft  confiant  &  T,  T'  font  des fonftions  de  u 

T' 
Divifant  cette  équation  par  Tt'^  ^  &fuppoiant;sr  =s  it> 

on  lui  donne  laforme  (H).  ••©  s^i-f-i  jcH -x h 

ût 

■       ■#  On  fera  donc  dx^ss^pdti  ce  qui  donne  ddx=a 
dt^  '^ 

ipdty  &  fubflituant  cette  valeur  de  dx  dans  Téquadon 
H*  on  aura, en  ôrant  les  fraâions,  dp-\radx  +  bxdt'^ 
hdt=zo.  Où  a  de  plus  féquation  dx  -^pJf=;ô:  ces 
équations  ont  les  conditions  qu*cxigc  la  méthode  (du 
K"*.  147).  Multipliant  la  féconde  par  la  confiante  indé- 
terminée A  4  ajoutant  le  produit  à  la  première  >  on  aura 
dp^{A^d)dx'^(bx^Ap)dt-hkdt  =  o  .•..  (M). 
Qn  fuppofèra  enfuite j fuivant  la  méthode ,  bx^^Apztz 
mp-^m  (  A-h  a)  x ....  (P) ,  m  en  étant  une  confiante  indé- 
terminée >  &  comparant  terme  à  terme  les  deux  membres 
de  cette  équation»  on  aura  i«=ssm(A-+-a)  «,  &  — 

Ap  =  OTp,  tfoil  l'on  tire  m  =  —  A,&mr=i        ,   = 

-  Aîdonç  A»^a  À«-i  ,&  A=s=îi?^32ÎZ2*> . 

ce  qui  donne  deux  valeurs  de  A  que  nous  exprime- 
îo»&  par  A  &  A\  &  au£  deun  vateucs  CQrrefiK>ndantes 
de  m  que  nous  défignerons  par  m  ^  m\  En  fubflituant 
ces  valeurs  dans  l'équation  P>  &  fuppofant  p-f-(A-+^a)y=ii, 
p+(A'-ha)xs=u'>  réquationm  fera  ckingée  en  et» 


mm 
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deux  autres  du'^mudt  -H  ir^c  =  o,  &  du'-+-m' u*  Jf 
^kdt^=^o,  qu'on  intégrera  par  le  (  N^.  i  x8  ).  On  trou- 
vera donc  u  &  u'  en  t  »  &  enfuice  les  deux  équations 
{r-+-(  AH-d)*==tt,  p-HC  A '-!-«;  x  =  uS  donneront 
a  valeur  de  x  en  t. 

Soit  maintenant  Téquation  du  troifième  ordre  T  J^  r 

^aTddxdt-hbTdxdt^-^cxTdt^-hT/dt^^o, 
dans  laquelle  (ft  eft  conftant.  En  diyifant  pàrTdt^  & 

faifknt  —  =!:•  on  trouvera  ailément  l'équation  o=r 

•4- c X-+-  — ; —  H — ; h  ■  ,    .  >  qui  a  la  forme  rc- 

dt  dt^  dt^ 

quifè.  On    fuppofera   donc  dje  =pdt,  dix^=s:qdt^:= 
dpdt,  d*  x^=dqdt^  ,  d'où  Ton  tirera  o  =ib-4-  ex  4- 

bdx         adp  dq  j  _^    j    _^  i  j     ^       j 

"~-    -  H-  — ; H  — , —  3  ondû'-^'cdv'^hdx'-^cxdt 

dt  dt  dt 

-f-l*Jt  =  o.  Onadeplusdv — pdf=o,  &  dp — qà'=o; 
or  ces  trois  équations  font  fufbeptibles  de  la  méthode  da 
(N^.  147  .  En  fuivant  cette  méthode  &  multiphantla 
leconde  par  A  &  la  troifième  par  B ,  ajoutant  enfîiite 
les  trois  équations >  &c.  défignant  par  m,  m',  m' les 
trois  valeurs  de  m  <;^u  on  aura  dans  ce  cas ,  on  parvien- 
dra aux  trois  équations  rfurH  ot  u  <f  t h-  jb  (ft  =  o ,  d  u'  -*- 
jn'u'dr-+-lrdf=o,  di/"-f-/R"u"dr  -htdt  =0,  quon 
intégrera  par  la  méthode  du  (N*.  ïi8).  On  trouvera  les 
valeurs  de  u,  de  u'  &  de  u"  en  r>  &  Ton  aura  de  plus 
les  trois  équations  </-f-(a-hB)p-+-(J-4-A^x^=:ii,^H- 
(a-+-BOr-H(^-»-AMy  =  uSçH-  (a-hB")p-H 
(*-4- A")je=u",  dans  lefquellcs  A  ,  A',  A",  défignent 
•trois  valeurs  de  A  >  de  B,  B',  B'  les  trois  valeurs  cor- 
respondantes de  B.  Ces  équations  donneront  les  valeuss 
dejrenr. 

Soit  propofé  maintenant  d'intégrer  les  équations  /îii* 
•vantes  du   fécond  &  du    troificme  degré: 


o  =  ik  -f-  a»  '^  hy 


dt         dt^ 


dans 
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lians  leCquelIes  àt  ^  confiant >  tx^h^V  des  fboâions 

de  u  On   fera  dx:=spdt,  dix=:aipit,dysàiqdt,ddy 

tszrdt^  i±s  dqdt,d,^j=zdrdi^i  donc  dqdts=:rdt  ». 

Subftituatit  âpét  au  lieu  de  ddx,  &  drdt  ^  au  lieu  àcd^^  , 
dan$  les  équations  propofées ,  on  trouvera  facilement 
les  transformées  dv^cdx-hfdy  -hiax-^  iy)dt  '^ 
idt  =£o,  dr-hhdy^gxàt-^  k^dt=±6.  On  aura  de 
plus  les  trois  équations fuivantes  dx'-^fdt:^oi  dy^^qdt 
as  o  s  dç^T/bss  o.  Ces  cinq  équations  ayant  les  conditions 
que  demande  la  méthode  ci-defTus  (147)  >  on  multipliera 
la  féconde  par  A  ;la  troi$ème  par  B  >  la  quatrième  par  C 
te  la  cinquième  par  D>  A^B>  &c-  lourdes  confiantes 
indéterminées.  Ajoutant  enfuite  toutes  ces  équations ,  on 
aura  la  femme  (H)  .é.,rfjFrf-Drf;-f-Arfr-+-(c-f-B)rf* 

4-(/-4-AA-hCfrfr-+-  (ûx-H^Ax-f-ij— Bp— Cç 
— D r)  df  -+-  (*-♦-  AlP)  dt  =0. Enfuite  m  étant  un  fac- 
teur confiant  &  indéterminé  y  on  fuppofera^  félon  la  mé- 
thode, (tf-+-^A)jt-#- i)r—Bp—C9—Dr=sm[p-4-Dy 
•4-Ai4-(c4-I))  *  -f-(/H-AA-*-C).j']  =TOii.En  développant 
le  iècond  membre  de  cette  équation  &  égalant  les  termes; 
homologues  >  on  aura  les  équations  fuivantes  :  m  se=  -^B| 
j»D=3--CimA=*-D;m.  (  f-f-B)ictf-4- Mjm.  (/+•  h  Ah-C) 
s=^& l'équation  H  deviendra (fu-4-mu^fr4-(ib*f- Ait')  tf2=o  ; 
qu'on  pourra  intégrer  par  la  méthode  ci-defius  {iiB)  , 
après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  A  &  de  m  par  les 
équations  qu'on  vient  de  trouver ,  ce  qui  eft  facile  : 
car  puifqueBss— ^j  D=— mA,  &  C=— mD=a 
m  m  A  >  fi  on  fubfiitue  ces  valeurs  de  B  ^  de  C  &  de  D 
dans  les  deux  équations  m.  <r  4- B>sstt+£' A  ^  m.  (f-*^ 
hA'+-  C)=i  9  elles  deviendront  m  (c— m)  ssa-hgA,  &  m(/4- 

is.  Av      »j»>f»       •*       Cm— m*— a 

AA-Hmm  A)s=o,  d  ou  Ion  tire  A  =——^—    2=9 

-TT — ^ >  &  de  -  là  une  équation  du  cinquième 

àcgré  qui  donnera  cinq  valeurs  de  m,  d'où  l'on  déduira 
cinq  valeurs  correfpondantes  pour  chacun  des  faâeurs 
A>  By  C»  D.  On  fera  le  refiè  comme  dans  les  exem* 
p\cs  précédenS)  au  moyen  des  deux  équation^  du  'h 
murft -f- (!»-*- AibO  A2=:o,  &p -f-Dj -h  Ar -h  (c-h  B);tf 

Tome  IV.  Gg 
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ipi.  Problème.  Trawtr  V  intégrale  finit  &•  corn- 
pl«fe  de  l'équation  du  fécond  ordre  o  =  — y  -4- 

"Tir       rfjf*  , 

(  c  étant  une  confiante  arbitraire  )  &  qu'on  fubftî- 
tuc  dans  la  propofée  le§  valeurs  dty,dy  Se  ddy 
que  donne  cette  fuppofition  ,  il  viendra ,  après  les 
opérations  ordinaires ,  o  =  x  d[dx  H-  2  a  d^dx 
—H  ax  dd^^  &  en  divifant  par  axd^^^  o== 

ix  tàx         dàr  ^^x         djr^ ix 

a   ^^   X    ^^^  dî"^  X     ,      di  a 

En  intégrant  &  ajoutant  \&  confl;jnte  L..B dx , 

on  a  a.  L,*-+-L»^7  =  L.  Brf* ,    ou 


&  en  intégrant  encore ,  \  ==s  B»  S.— 


^  dx 


donc  l'intégrale   complette    fera  y  =s  c  * 

€  *     d  X 

B  xS, ,  qui  renferme  deux  confiantes 

XX 

arbitraires  comme  il  convient.  En  général  Tioté- 
grale  finie  &  complette  d*une  équation  d'un  ordre  n 
doit  contenir  un  nombre  n  de  confiantes  arbi- 
traires :  car  en  fuppofant  dx  confiant ,  à  chaque 
intégration  que  Ton  fera  ,  on  doit  a^uter  une 
confiante  ;   donc  puifqu  on  doit  faire  n  intégra-: 


■« 
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tioils  )  on  doit  avoir  n  conftantes.  On  n*a  pas 
ajouté  de  confiante  en  intégrant  Téquation  A  9 
parce  qu^elie  étoit  inutile  :  car  fi  on  fait  i^:x=szD 

X 

c          *  dx 
B.  S,     ■     f  on  aura  pour  Tintégrate 


e       ^  d 


*  X 


GompIette^=cx-|-Djr-4-Bir,S,  , 

X  X 

qui  fe  réduira  à  la  forme  ci  -  deflùs  en    faifant' 
c  -+-  D  ==»  A' ,  &  changeant  enfuite  A'  en  c. 

Si  Ton  avoît  Téquation  aady  -^yy^x  ==» 
(aa  -f-  xx^dx  ,  enfuppofant  y^=x  jt-h-  t& 
éliminant  7 &  dy^on trouverait  l'équation a^d:^ 
-4-  :i ç  jf  d  y  -+-  Tili  dx  ==0 ,  qui  étant  intégrée 
par  la  méthode  du  (  n^*  128  )  ^  donnera  i  =331 

**^»  Mai4  ^  par  fuppoikioii  »  jr 


eas  X  ^  %%  doQc  fifttégrale  comi^ette fera 7 

—  -fi 

a  .  e 


Ctf 


m***  *^    ^ I     I  m     I     ■«  i 


kJ» 


Si  on  fait  C 


a  a  -+-  C.S«.e      **  d  x 
0»  OB  au»  ;^  ~==^>  intégrale  particulier!» 
de  la  propofée, 

x$2.  Si  une  valeur  particulière  de  j^  =«=  ^  reodl 

la  différentielle  A  y  H-  ■  j       •-+-  '^x^    ^^ 

Gg3i 


■*arih 
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éeale  à  o.  on  aura  auffi  7  ==.«/'»  «  ^^ant  une 
confiante  arbitraire  ,  &  en  fub(htaant  «^  au  Iiea 
4e  y  »  la  diflFérentielle.  fera  auffi  «gale  a  o  i  car 

on  aura  Aap  -^  -J^  -*-  "a*^"^*'^*  °' 
Puifque  cette  différentielle  eft  le  produit  de  a  par 
,.„  ^  .HiL  _i_  ^/^  +  &c  .&  qu'on  fuppofc 

floe  cette  dernière  quaiitit^^ft  ==  o.  De  même  C  la 
?uppofition  de  :,r  ==  a  .  rend  la  differentidle  pro- 
poYée  3=  o  ,  en  fubftituant  bq  au  heu  de  y, h 
Sifférentielle  fera  encore  =»  o.  Il  en  fera  de 
même  en  fubftituant  Ap-^bqzn  heu  de  y  :  car 

€i  on  a  les  deux  quantités  A  «p  -f-     ^  ^      -t- 

dont  chacune  eft  =  O ,  leur  fomme  fera  aufli 
e=  ô  ;  or  en  fubffituânt  af-^-bq  au  Xxea  de  y  , 
on  a  la  fomme  des  quantités  précédentes;  donc&c. 
De  même  fi  p  .  ? ,  r,s.  Sec.  font  d«  valeur» 
particulières  dé  y ,  qui  rendent  notre  dififetenaclle- 
-=o  y  z=  ap -i-bq  -i- cr -^fs -^  tco, 
fera  une  intégrale  de  notre  différentîeUe  ,  &  fi 
notre  différentielle  eft  du  quatrième  ordre  feu- 
lement ,  l'intégrale,  y  =  «  ?  -^  *  î  -J-  <=  'rf  /  *  * 
oui  contiendra  quatre  confiantes  mdetermmees  «  , 
S    c     f ,  fera  l'intégrale  complette  &  finie  d« 

*     '  •'                              Biy  Crfrfj 

réquation  o  =*?  Ajr  H jj"  ■+"  <£  x* 

<(«j   "'"    rfjp*  - 


«■■■M 
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ipj.  Soit  Téquation  générale  0==  A^ 
Bdy      ,      Cddy .      NdV      ^^^ 


•    •••< 


dx  dx^  dx 

dans  laqueUe  la  difirérentielle  dx  6l  tous  les  coeffi^ 
ciens  A  9  B  »  &c.  font  des  confiantes.  Si  l'on  fup- 

pofe  y  a=  c       ,  ft  étant  une  confiante  &  Li^  ==i, 
on  aura  L.  ^  =  hx ^p.e  ^^  hx,  —  =  bdx, 

dy=^hydx  :=hdxe  **,  j^  =Ac  **j 
&    en    fuppofant    4jp    confiant    on     trouvera 


» 
çn  aura  auflî  j-f  =5=  &  '  e  *  *  ,.    &     ea    général 

/f  y  *  1 

j^,'  =  A  "  e      .  Subftîtuant  ces  valeurs  dans 

Téquation  H  &  divîfent  le  réfultat  par  c  *  ^  on 
aura  la  transformée  (  K  ) 0==  A  -f-  B  fc  -h 

Gft*  -^  D&'  • -f-  N  A • ,  dont  rinconnue 

efi  A,  &  qui  efi  du  degré  n»  Si  on  fuppofe^que 
/eft  une  des  racines  de  cette  équation  de  faaa* 
niere  ^ue  Ton  ait  fc  ==/,  ou  que  h  — /=  o 
foit  un  divifeur  de  Téquation  K  ^  on  aura  y  ==? 

€*^  y  équation  intégrale  particulière  de  la  pro* 
pofée  H  ;  donc ,  félon  ce  qu  on  vient  de  dire  (ip^)^ 

y  =  at^^  fera  une  autre  équation  intégrale 
particulière  de  la  propofée  qui  renfermera  une 
confiante  arbitraire  a.  Si  toutes  les  racines  de 
féqjuation  K  font  inégales  &  qu'on  les  repréfèntc 
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P^^  /»  r  »  /"f/'"»  &c.  rcfpeaivcmcnt ,  Vmté^ 
grale  consplette  &  finie  de  lapropofée  fetaj  =» 

tf  c^*^ -4- fc  c-^'*  --i-c.e^  *-H&c.,a,t,c,&c» 
étant  des  confiantes  arbitraires. 

Voyons  maintenant  comment  il  faut  s*y  pres- 
jdre  lorfque  Téquation  K  a  des  racines  égales  j 
c  eft  'à  -  dire  ,  quelque  faâeur  de  cette  forme 
<  h  — f)  *"  =  o.  Je  remarque  d^abord  que  la  re- 
lation qu' il  y  a  entre  Téquation  H  &  Téquation  K 
eft  telle  «  que  fi  dans   la  première  on  écrit  k^. 

pour  y  9  h  pour  ^,  h  *  pour    ^  ,  &  en  gcné- 

rai  ft**  pour    /  ^  ,  elle  deviendra  Téquation  K  , 
&  que  fi  dans  celle-ci  on  écrîry  pour  A*,  -  z'- 

pour  h  ,         7  pour  fc^,  &c.  on  rétablûa  l'égfua* 

tion  H;  d*où  Ton  conclut  que  fife  • — /==  o, 
ou   h  —  fh^  ==  o,  eft  un  divifeur  de  Téqua* 

tîon  K  ,on  en  pourra  tirer  Téquation  -21— J^~o, 


ày 


dx 


pu  -^^-  vafix ,  dont  rintégrale  L.  y  =fx.  L*  e , 

ou  y  ==  e^'  fera  une  intégrale  particulière  delà 

propofée.Doncy  =  «•  e^*  feraauffi  une  intégrale 
de  la  f  ropofée ,  &  fi  l'on  a  le  divifeur  dc^ibk 

(ft^/)^==:Q,ou//fc<^~a/7i«^.ftJi=.o, 

on  en  tirera ,  par  les  fubftitutions  prescrites ,  Téqua* 

tion  différentielle (R)M...j9(y  —  ^{^^+  -^^«Oi 


■■  '    i 
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on  cherchera  enfuite  Tintégrale  finie  &  complette 
de  cette  équation  >  en  faifant  y  =  z^*  u^  d'où 

l'on  tire4^=/e/^'«+  !^,&^^=/V«-h 


ix  dx  dx 

Subltituant  ces  valeurs 


4atis  F^quation  différentielle  R,  elle  devient  en 

réduirant. — ,  c=3so »  donc  ddu=s  o ;  donc 

ep intégrant ,  du  =  ldx,b  étant  une  confiante 
arJbitraire  j  &  en  intégrant  encore ,  u  ==  ^  a:  +  ^  » 
4.  étant  une  autre  confiante  arbitraire..  Mais  on 

a  fu|>ppfé  y  =e^*Uy  donc  on  aura  jr  =«  c  ^'  (a-l-  ^a), 
valeuif  de  y  qui  contient  deux  confiantes  arbitrai- 
res,  flc  qui  répond  à  deux  racines  égales  de  Téqua* 
tion  K.  De  même  fi  l'équatiop  K  a  un  divifeur  triple 
(/— -fe  )  S  en  le  développant  &  faifant  les  fubili- 

tutlons  prefcrites  »  on  en  déduira  l'équation  /^  ^  — - 

%££di  -H i^  ^  4^^"=^ ^  ^ '1'''*^'^ ''^''' 

tenue  datik  la  propofée  (  H  )  ,  Ac  en  fiippofaflt  y 
==  t  '  u ,  on  trouvera  par  fubfUtution ,  i  *  t« = a. 
£n  intégrant  cette  équation  ^  il  viçnt  ddus:=s 
2  €  dx^  ,  2c  étant  :une  confiante  arbitraire  ;  en 
intégrant  de  nouveau ^  pna  du  ssacxd  x  -h— 
b  dx ^b  étant  luie  confiante  arbitraire  ;  &  en  in- 
tégrant pôût  la  troilième  fois ,  on  trouve  u  ==  cj:  * 
H-  ijc  H—  ^,  ^  étant  encore  une  confiante  arbi- 

trarre.  Oh  aura  doflcjy  -s^:  t^*  {a +b x  +  c  x x)  ^ 

valçur  de  ^^.qurr^ond  à  trois  racines  égales  de  l'é- 
quatioh  tL.^En  général  fi  le  divifeur  efl  (/ —  h)  •  , 
otnura/s=3e^*(a-hiflr-h-cjif  *  *4-D*  ^  ^-^ 


«■ 
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fmm 


gjf  *..... -4-** """'), fl,t,  c,D,g,  &c. étant: 

lies  confiantes  arbitraires  ;  de  forte  que  cette  valeur 
renfermera  le  nombre  m  de  confiantes  arbitraires* 
Suppofons  maintenant  que  Téquation  al- 
gébrique K  renferme  des  racines  imaginaires , 
nous  favons  que  les  racines  imaginaires  font  tou- 
jours en  nombre  pair  :  de  plus  nous  avons  vu 
ci-deiTus  que  les  racines  imaginaires  peuvent  être 
repréfentées  par  la  formule  M  H-  N  V  —  i ,  & 
il  efl  évident  que  ft  Tune  des  nfcines  imaginaires 
d'une  équation  algébrique  efl  repréfentée  par  a 
H-  b  \/— - 1 ,  fa  correfpondante  fera  a  —  b  y — i , 
autrement  leur  produit  ne  fauroic  être  réel.  Si  on 
fuppofe  que  V  repréfente  un  arc  de  cercle  àoat 
le  rayon  foit  =  i  ,  &  qu\ine  des  racines  imagi- 
aaires  de  Téquation  K  ,foit  h^^nu  cof.  Y  -H 

m.  fîn.V.  V^— I,  fa correfpodante  ferasm.  cofl  V 

•-^  m,  fin.  V.  V"'^  *  9  donc  on  aura  (h  — w.  coC  V. 

—  m.  fin.  V.  \/— 1)(&  -.— m,  coC  V-H.m.fîn,  V  X 

V-~-  1  )  =s  fe  h —  2  m.  cof.  y. h  -+-  m  m.  cof.*  V 

H^  ?nm.  fin,  *  V  =  G,  ou  rparce  que  (in.  *  V  -f^ 

cof.  *  V  eft  égal  au  quarré  ^  du  rayon-,)  mmh^—^ 

amh.  çof.  V -H- hh  ==x o,  équation  qui  repré- 
fente un  dtvifeur  réel  de  la  propofée.  Par  les 
fubftitutions  prefcrites,  ie  réduis  ce  divifèur  à  la 

fûrn^e(P},*^Os:;i?^my*^2m.  .-^  çof.  V 

^  dx 

d  ày  -    w       »      'i  .  •  ■        • 

"^JZT*  J^  çnçrçh^  n^aintenant  l'intégrale  corref-* 

j)ondante  en  fuppofant^=e  */  '  m  ^  rfoi 
iwn  tire  ay:Bssim,çoU  V^e    .      .  -   ud^  Hf 


mmimÊÊi 
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*»M— il— l—^l    ■■■!■■     ■    ■— — — ^—i — — 1— ■— ■—   ■!      lli»»^— ^ 

c      *  iii  ,  &  iijr=  mm.  (cof.V)  *  >C 

mx.coCV    ,   ,  - -•    m**cof.V  ,     , 

C  Ma4r*'h2m«coU  Ve  •     duax^^ 

t  J  tf  11.  Tare  V  efi  fenfé  confiant.  Subfti* 

tuant  ces  valeurs  de  y  y  dy,  ddy  dans  Téquation 

F  ^  réduifànt  &  divifant  par  e  '  '  ,  on  aura  o 
SB  mmu  —  mmu.  (coC  V)*--H  "T — T"  >  ^^ 

Tnmu^i  — —  (coCV)*^  ""^"rf — r  ^^^™  O  ,    ou 

(parce  que  dans  un  cercle  le  quarré  du  fïnus  eft  égal 
au  quarré  du  rayon  ihoins  le  quarré  du  cofinus ,  > 

mm.(fin.V)  *  u-j-  -r^  =  o ,  ou  mm.  (fin.  V)  *  uix  * 

— f-  ddu=zO*  En  multipliant  cette  équation  par 

2du,  on  aura  2mm,  (  fin.  V  )^  ttii^^jp* -4- 
nduddu=iO ^  dont  IHntégrale  (  àcaufe  de  dx 
confiant  )  9  en  ajoutant  la  confiante  du  même  ordre 

(t'^  mm. (fin.  V)  ^.dx^ ^  fera  mm.  (fin.  Wyuudx^ 

iu*=aBtf»mm.(fin.  V)*i  Jr*;  d'où  Ton  tire^ 

=*   mm.   (fin.  V  )*  4^  *  5    donc 


•*— »* 


aa — uu 

-^TT '  1=;=;  m,  fin«  V#  i jr. Mais  :/>  ^ r 


du 


— r  =  ^^  élément  tfun  arc  de  cerclé 

dont  le  finus  eft &  le  rayon«=  i  ;  donc  ds  sa 

?r.£n,V.i^»8cicam;r.fin,  Vh(*B'^B'  dtant 
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une  confiante  arbitraire.   Mais  on  peut  pre»ire 
la  quantité  m  jr,  (in.  V  -H  B^  pour  uç  arc  de  cercle 

dont    !e  'finfis  *  eft    — -  ;  donc  on  aura  —  = 

Cn.  Cmxfîn.V+  B'  ),  ou  u  '==  fl,fin.(mr,(în.V  H-BO» 
Subfiituant  cette  valeur  de  k  dans  l'équation  y  == 

«»•  coC  V     •  SRX.  coC  V 

«  tf,  on  trouvera  y  ^=  ae  X 

fin.  (  mjr.  (în.V*— H  B')  5  valeur  de  y  com^o- 
daote  aux  deux  racines  imaginaires  du  divifeur  mm 
•*^2in  A.  cof.  V  -♦^  kh  «==  o,  &  qui  contient 
deux  confiantes  arbitraires  a  ic  B\ 

Suppofons  mmntenant  que  l'équation  K  ait  des 
racines  imaginaires  égales  entr'efles»  c'efi-à-dîre^ 
ait  pour  divifeur  le  quarré  ,  le  cube  9  ou  une  puif 
(ance  k  du  faâeur  m  m  — .  2  m  h.  cof.  V  -1-  k  h  ; 
on  aura  mm'^2  mh.  cof.  V  +hhz=z  (fc—  m.  cof.  V-+- 

m.  fin  V\/^)  (&-.m.cof.  V ~  w.  fin.  V\^^)  . 


Mais  feloo  ce  que  nous  avons  dit  ci-deflus  »  à  la 


T. 


valeur  dei  ==/ »  ou  au  dîvifeur  h— /  =  o  4^ 
féquation  K  répond^  œ  c     a^u  divifeur(fc— ^ 

répood^tfcse  *  Ctf+*if-+-»*   &€.);  donc  C 


on  fait  fucceffivement/Cqui  eft  ==  h)  =  m.  cof.  V 
—  m.fin.V.j/ —  I,  &  /«=r  m.  cof.  V 
m.  fin.  V.  V^  I ,    le  divifeur  h  -—  m.  cof.  V 
m.  fin.  V.  V  —  I  9    donnera   la  variable  y 


TOAf.coCV  +TOr.fin.Vl/'(-i)  ,.  .^      ^ 

^«  ,  &  le  divifeur  hmple 

correlpoiidanl  i  —  m.  coT^V  -hm.  fin.  V*  V^ — 1  , 
éomiexà  y 
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le  produit  m  m  — *  a  A  in.cof.  V  -t-  hk  de  ces  dî- 

.-         ,  ii2*.cof.V«-+-m^.fin.Vl/'^^    . 

vileurs  donnant^  =  ae  4» 

0'  e  3  lomme  des  deux 

valeurs  de  y  correfpôndante  à  deux  divifeurs  ima- 
ginaires* Mais  on  a  vu  ci-deflus  que  le  divi- 
feur  mm  —  2  mh.  coC  V-+-  bh  =  o,  donne^  ==a 

mx  cof.V     r».      ^  /•     -cT  «%  «       1 

ae  .  oin.  (mjr.  fin.  V  •4-B');donc 


ae  fin.   (mx.    fin,   V-+-B') 


mx.coCVf    mx.fin.V|/^— I         i  *^»2:if.fin. V.l^— i  N 
e  \at  /^o:c  )\ 

donc   en   diviiant   par  e  ^  on   aura 

tf.  fin.(mjp4in.VH-B0  =  tf  e 

-    — m». fiu. VJ/^-^    ^  ....         - 

a  t  ,  Su   en  multipliant  de  part 

&  d'autre  par  x     ,  on  trouve  a x    fin.  (mxSm.  V 

-, ,  ,  i    m  «  .  fin«  V  1/"  —  I 

B'  )   =   a  X     t  ^ 

mx*fin.  Vf^—  I 


41'  a:     € 


.  Suppofons  préfentement  que  le  quarré  (mm^-^ 
2  m  /i.  cof..  V  -f-  feA)  *  =(  A  —  m.  cof.  V  — 
m,  fin.V\/'.:=r7)i  (fe— m.tof.V+rn.fiD.VV^'^)*, 
foit  un  divîieur  de  T^quatlon  K  ^  on  fera  /=» 
m*  cof.  V.-+-  m.  fin.  V-V^—  r  ,  &  enfuite  /= 
w.  cof.V  —  m.fin.V.V^-^.  Donc  parce  que  le 
faaeur(ft — /)  *  donnejrs=  <(«*+•  M}> 
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IcfedcurCA — m.cof.V — m.fitiV\/ —  i)  »    ,- 

,  iBJC.cof.  V4.  m*  fin.  V.j/'C-i  )  ^ 

donnera  y  ==  c  ^ 

(tf-f^r)  ,  le  feûeur  (& — m.  cof.  V+m.Ch.V\/ — ^i)  *  , 

,  nzxxoCV — mx£n.y^—i.  ,    -•  , 

donnant^  =  e  (a'-f  *'*); 

donc  la  valeur  de  y  correfpondante  au  fadeur 
(mm — amA.cof. V-+-fcA)    fera^==e  x 


(m*,  fin.  V.1/"— I  ,    — OTr.fiii.V.|/"— jN 

mx.coùV       /•  ,  92 X.  fin.  V. l/*— i 

e  \^   *  *  e 

.,       —  jBjp.  fin.VjA- A  m»  .      rt        ^     »       j- 
è'jre  /.Mais  3  lelon  ce  qu  on  a  aie 

,  J  -,  i»ap.fin.VJ^— - 1        ,  — •mx.finV.l/''^ 

ci-demis ,  ae  +a  t  ==» 


«fin.  {mx.  fin.  V  H-  B  '  )  * ,  tf  &  B  '  étant  des 
confiantes  arbitraires»  Par  la  même  raîfon  on  aum 
,       m*,  fin.VI^— I       ,,       — m».fin.VI^— I 

i  JT  fin.  (  mx.  fin.  V-+-  B") ,  *  &  B''  étant  des  cont 
tantes  arbitraires.  Donc  la  valeur  de  y  qui  répond 
au  divifeur  {mm  — 2,  m  A.  cof.  V  -4-  A& )  *  fera' 


y  ^^mx.co£V^^g^^^^.^^  fin.  V  ^B') 


bx.  Cm.  (mAT.fîn.  V  -+-  B")  ) ,  qui  renferme  quatre 


^  Dans  le  lècond  membre  de   cette  équation  on  a 
ïcpréfcnté  a  ^^n' par  a,  dans  le  fécond  membre  de  Yiy 
quation  fuivan^e  b  repréfènte  la  valeur  de  i  H-  i'  ^ui  fiÇ 
trouve  dans  le  premier  membre. 


If^mmÊ^mmmmm^^i^mÊm^mmm^mmmtÊ^^aamiAa^imam^immaÊmammÊÊ^fmÊ^amaimÊm 
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-^ — ■ —  -  -        ■      —  .  - 

conftantes  arbitraires ,  a,b,B\  B^'.  On  trouvera 
tleméme  que  la  valeur  de  y  »  qui  répond  au  divî* 
feur  cube  (mm  —  2mh.  cpf.  V  -h-  AA)  *  ,  eft  y  == 

e  (  ^*  ^°*  (  ^*'*   '''"•  ^  "^  ^  '  ^  "+" 

ix,  fin.  (mx.  fin.V  -i-  B")  -+-  ex  fin.(mx.fin.V-+« 

B''0^  qui  renferme  fix  conl^tes  arbitraires  ;  & 

k 
en  général  ,  comme    au   divifeur    (  h  — /) 

répond  y  =:^  e      (a  -H  b  x  -H  c  x 


•   • 


Nx        )  3  au  divifeur  ^  m  m  —  a  m  A.  cof.  V 

hh\    répondra yta=^ e    '       \f^* ^^*  ( ^^* ^^*  V 

H-  B')  -4-  bx.  fin.  Cm*,  fin.  V  H-  B  ''  ) 
€xx  fin.  (m  jf.  fin.  V  -t-  B'") H-  &c 

N'  X  fin.  (m  :(?.  fin.  V  -f-  C'^  qui  renfermera 

un  nombre  2lde  confiantes  arbitraires^  a^  b^  c,  &c, 

ij/ ,  B'' ;  B"^  &c.  N' &  a. 

IP4.  Problème.  Trouver  Vimégralt  complette  & 
finie  de  Véquation  (H)  ••..  0=  A^  4-  B  ^ 

C.  -4^  -f-  &c.  .  •  .  -4-N  ^ ,  iamlaqueUe 

dx^  dx'  ^ 

la  différence  di  efi  confiante^  &  les  coefficiem 
A9  B  9  &c.  /ont  ifej  eonftantes^  ou  o.  Qb  écrira 
danS'  la  propofée  h^  »  au  lieu  de  y  »  K  au  lieu  de 

v^  >  A  ^  au  lieu  de  «j^  ,  ic  généralement  k    au 


irik 
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w 


lieu  de — ^^    &   on  formera  l'équation  (K.), 

ouo  =  AA^-hBft-i-CA*.  •.  .-HNfe-, 
du  degré  n  ;  on  décompoTera  cette  équation  eo 

faâeurs  récb  h  — /==  o ,  (k  — /)      ==  o  . 

On  cherchera  aaflî  les  &deun  imaginaires ,  qui  ^ 
pris  deux  à  deux^  donneront  un  faâeur  de  la 
forme  ';  A  —  2  mfc.  coC  V  -^mm  =0.&s*ily 
a  de3  racines  imaginaires  égales ,  on  aura  quel-r 
que  fadeur  de  la  forme  {h  h —  -im  h^  coC  V  -H 

mm)     ==  o.  Chaque  faâeur  fîmple  qui  n'a  point 

d'autre  faâeur  égal ,  donnera  v  =^  at  ;  mais 
•chaque  faâeur  compofé  de  faâeurs  (impies  égaux 

;  en tr'eux ,  comme  (  A — /)      =    o   ^      donnera 


c 

Chaque  faâeur  fcfc— 2  mfc.  cof.  V  -Hmm  ==  o ,  de 
deux  dimenfîons  qui  n'a  point  (f autre  &âeur  égal , 

donnera  y  ==  c     *     '  ^j.  fin,  (^  jr.fin.  V  +  B')^  ; 

chaque  &âeur ,  compofé  de  plufieurs  faâeurs  de 
deux  dîmenfions  égaux  entr*eux,  comme  (Aft  — 

a  m  h.  cof*  y  -t-  mm)     =a;?=  o ,  donnera jr  =;=« 

^mx.co.     J^^f^^   (mx^  ftu  V  H- BM 


»"  )]-  « .  *,  aie.  B'.  B'',  &ç.  N''^  étant  def 
conftantes  arbitraires^  V  étant  Tare  d'un  cercle 
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dont  le  rayon  ==  i ,  &  mx  .fin.,  V  -h-  B', 
m  X.  (în.  V  -»-  B'^ ,  &c.  étant  auffî  des  arcs  pris 
dans  le  même  cercle  dont  le  :  rayon  =  i.  O» 
fera  la  femme  de  toutes  ces  valeurs  particulières 
de  ^ ,  &  formant  une  équation  dont  un  des  mem-* 
bres  foit  cette  fomme,  &  dont  l'autre  membre 
foîtjy,  cette  équation  fera  Tintégraîe  complette 
réelle  &  finie  de  Téquation  propofce  (  H  )  ,  cela 
fuit  évidemment  de  ce  qu'on  vient  de  dire  (  ïp5  )1 

Remarque.  Si  Ton  avoit  deux  feôews  ft — ►/Woji  • 
A--^/'  =0,  iîmples  &  inégaux,  ie  premier' 

donneroit  y  :==*  e     4  ,  le  fécond  y^sxsse  ^*a' ,  &c» 


ce  que  nous  faifons  remarquer,  afin  qu*on  ne 
s*imagîne  par  que  la  confiante  4,  qui  répond  à 
un  divifeur  Cmple  ^  foit  la  même  que  celle  qui 
répond  à  un  autre  divifeuir  fimple  qui  n'eft  pa& 
égal  au  premiar ,  &  ^fon  doit  faire  un  raifonne- 
mcnt  femblable,  pour  les  divifeurs  multiples  dela^ 

forme  (h — /)  .«—'k),  &  poujc  le$  ijivîfeurs^  dà 
deux  dimenfions,  foit  qu'ils  en  ayent  d'autres 
qui.Jeuc  foient.jégawc  ôu.ndUt  : 

ExciiPLB  ï.  Trouver  ^intégrale  comptcttê  &  finie  dû 
rçquaucn  4itfe]r6fitieUe  du  croifième  pcdre  .  0  :;=  y  «*« 

qn  aura  o  =  A**  — |  g  ^  A.»  4- if  ^A ?  ,  ou  en  diviCmt 
par  i  jfî  ,  &  faifatit  attention  que  fe**  =  i .  A»— »  .  .  jj 


mm^» 


4S0     Cours  ds  Màthém4Ti<îvc9« 


4-  -*-=so,  &  ^A — -)   s  o.  Le  premier  faâeur 

étftDC comparé  avec  le  faâeur  A-^/:^o,doane/=:^— • 

•— ,  &jr=sae''    sszae      **.  L'autre  £iâeiir  étant 

comparé  avec  la  formule  (A—/)*  =0,  donne /ss  ~, 

a 

écfssie^    (  «'  -f-  J  *  ).  Donc  l'intégrale  complette  fera 

RsiiARQtrt.  Si  la  confiante  a  fe  trouvoit  dans 
l'équation  diâ^rendelle  propofèe  »  pour  plus  de  clarté 
on  n'emploicroit  pas  la  lettre  tf  comme  conftante  ar« 
bitraire,  dans  l'intégrale. 

EXÈIIPI.K   II.  Intégrer  l'équation  differendei/e  du 

quatrième  ordre  o  =  jr  —  ^ ^^/^    On  fi>n»era ,  pax 

fitbftitution  ,  l'équation  osaj^^g^k^,   on  en  chan- 

* 

géant  les  fignes  &  divifantj  o  »  i  4_"JLa5  A — L\  ^ 
donne  jp  =  a'  e  ^ ,  le  fedeut  A  -4-  •—   =    o    i 


a 

31 


donne  j   sm  a"  e  •  ,   «e    les   deux    enfenble 

donnent  jra=<i'  tf  •   -+-  tf  '^  e  *^  * .  Le  Êûeùr  kk  + 
— '  a:  o  >  qui  renferme  deux  racines  imaginaires  — K^—  r 

^  "^  ~  K^—  I  i  étant  comparé  à  la  formule  l  A  — 

imAcoCV-i-mTO  =  o,donnem=5'~,  &cofIV=o« 

a 

£oà  l'on  rite  fin.  V  a  t.  Car  fin.  Vas  ^Çi^coCV)»)  j 


mais 
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mais  la  fonnule  A  i  —  2  m  A  coH  V.  -f-  m  m  =  o  »  donnejr 
^^mx  coCV  ^,p  g^  ^^  ;f  fin,  V  H-  B'  )  >  en  re- 
gardant a^^  comme  une  conftante  indéterminée.  De  plus 
à  caufe  de   coil  V  ==  o  >    Ton  %  mx  coC  V  3=  o  > 

&e  *      =e   saiîdoncj' =  tf'''fin.  ^— ^-B'^5 

donc  rintégrale  Complette  cherchée  fera  ^=  a'  c  **  4- 

*e~~-*-fl'"fin.  (-ir-HB'). 

ExEMPLB  II L    Intégrer  l'équation  o  ss  j  ^ 
-T-7^.  L'équation  qui  en  rcfulte  par  les  fubftitutions 

eft  o  =:  t  -f-a^  h^i  d'où  Ton  tire  0=5  A^-*-  -—-  sa 

\  a  aaJ     \  a  aa   J 

En  comparant  chacun  de  ces  faâeurs  à  la  formule  A  A 

—  X  m  A  coC  V-l-miïi=o,   on  trouve  pour  tous  les 

deux  m  m  =s  —  ,  &  m  =s — ,  On  trouve  de  plus  pour 
le  premier ,  —  1  m  cof.  V  ss=  ^ —  \  donc  m  cot  V  = 

—  ' —  =  —  -TT* —  >  &  pour  le  fécond  in  cof.  V 
=  — r;r-  >  &  par  conféquent  pour  tous  les  deux 
m  fin.  V  =  — TF-  V  Donc  l'intégrale  complette  cher- 


*  Car  a  caufe  de  (fin.V)»=i  — (coCV)»,  on  a 

rpmc  /K  H  h 
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X 


ch&feraj=a'.     «^  »   fin.  (-^^   +B' ) 


« 


*''"^«"-C7F7+""> 


ExsMPLE   IV.  Trouver  l'intégrale  finie  &  corn* 
plecte  de  Téquacion  diffêrencielle  d  un  ordre  quelconque 

o  =  ^-^.  L'équation  qui  en  réfulte  par  les  fabftitu* 

tions  eft  0  =  A  *  9  dont  toutes  les  racines  (ont  égales 
entre  elles  ;  en  la  comparant  avec  la  formule  (A—/)  =o, 
oa  trouve  itsB/i»&/ssoy  par  confiquenc  e-' '   =3 

o  fx 

i     =z  i  ,  ic  l'intégrale  complette-  fera  j  =  e  •'     X 

(  a^bx  -hcx^-^kc -hN'x"'"0=a 

Qa-+-i*H-&c -f-N^x'^'^'y. 

Rbma&qui.  Suppofbns  qu'on  prenne  les  &élcurs 
fc-4-i  =  o>  A  A-hfc -♦- I  =0,  (AA  —  A-H  i)*  =  o  , 
&  qu'on  fafle  leur  produit  =  o  ^  on  aura  o  =  1  -«^ 
4A-I-A*  -HAt-f-A'-#-A7.  Subftituant  dans  cette 

équation  y    pour  t  =  A*,    j— -^  pour  A^^&c,,  on 

formera  l'équation  différentielle  du  ftptiéme  ordre  0=1 


^ày  .diy      d^       isy      dij 
dxi'^lT^'^T^'^lTs'^dlPf'    On  trou^ 


car  puifnue  m  =  —  &  que  m  cof.  V= •< 7^  .    oa 
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Vera  Tintéeralft  èonlpletce  &  finie  de  cette  équation  ett 
cherchant  Tes  valeurs  de  y  qui  répondent  à  chacun  des 
Êiâeurs  qu'on  a  choifis  &  en  égalant  à  ^  la  femme  de 
ces  valeurs.  Lqjffremier  faâeur  A-+^  i  =s  o,  donnera  jf 

tas  tf  e  i  It  fafteur  AA-f-A  -f-  r=3o  donnera  y 

tes  «'  e  .     *    fin.  (-^^-*-B')  ,  le  Itroifième  fafteut 

(AA^A-f.,)t=50  donner  =tf''e*fin.  (^ll£îH-fr') 


« 


H-i«e  ^    fin.  ^fLl£l.H.B'");   donc  rintégralc 


X 


tomplette  ferajr  i=±at      *  -hfl'e      ^  finY^^l^-HB'^-f- 


,",  »  ^/^ -H  B")  H-  i  X  e  »  fih.  (£l£i+B''')  ; 

On  peucauA  prendre  A^ou  A  '^  pour  un  des  faAeuis  H 

k  k 

comparant  A     arec  (A  — /)     =  o ,  on  aura  /=  o  & 

y:si  aH-J4PH-c;e*  -f*  &c.   S'il  n'y  a  quun  feul  fec- 

fx 
teur  A ,  la  valeur  correipondante  de  y  (era  y'=^(i€*      =» 

fle®  =  fl.  L'on  peut  donc»  par  ce  moyen  ,  conftruire 
une  table  générale  des  diflTérencielIes  de  tous  les  ordres 
àt  la  forme  H  &  de  leurs  intégrales  refpefkives»  & 
cela  en  prenant  des  fiideurs  conveoabks  pour  foon^ 
l'équation  K. 

'  ipy.  Problbms.   Vlquation  y  •ss^jf  fmSxon  de  x 
étant    une   intégrale  particulière    de    Véquatîon   o  =  Ay  , 

-^  — ,  i-f.  ^,    /'p    ions  laquelle  dx  fjl  eonlant  fc 
djÊ       '    éMi  ^  ^         - 

Hha 


i^^h 
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les  quantités  A ,  B  ,  C  font  des  fonSions  de  x  ,  trouver 
l'intégrale  complette  de  cette  équation.   En  divifant  la  pro- 

polHc  pat  C  ,  &  faifant  -~-  =  P ,  -^^P'  >  on  aura  o 

c=p  y^L-iî^  ->-  -    -^  ,  équation  que  j'appelle  (F), 

dans  laquelle  P  Çc  P^  font  des  fonûicns  de  x.Mais,par  fup- 
pofition  ,j=pi  doue  dj^=dp  &c  ddj  =ddpi  donc 

^      „        rdv      ddp         ^        ^ 
notre  équation  fera  Pp  ■+•  -j—  -H  j^  =  o.5uppoloBs 

maintenant  que  jf  =  p  ?  foit  une  intégrale  particulière 
de  réquation  propofée  ,  on  aura  rfj'=prf^H-jrfp  , 
idy  zsspddi^  X  dpdi-h  jdrfp.  Subftituant  ces  va- 
leurs de  dy  Se  de  ddj/  dans  l'équation  F,  elle  de- 

viendra  Pp?  -h  -77—^  ""dlT  "»"  "rf7i-+"  "Til^ 

^^^f-I=  o,    équation  que  j'appelle  (N).  Mais  on 

pyp        rfrfr  .  -       - 

vient  de  trouver  Pp  H-  j^  •+■  jj|=ojaiftfienfup. 

prinnant  dans  l'équation  N  le  premier ,  \c  fécond  &  le 

quatrième  termes  dont  la  fomme  =0  eft  multipliée  par  i, 

..    .      ,       V^pdr         zdpdr    ,pddz  m  i^- 

û  viendra  -^  +  -j^  +  t_i  =  a  Molti- 

ix  ^ 
pliant  cette  équation  par  --t~  ,  on  aura  (A)....  P'ije-f^ 

— '*4-  -,  ^  =0.  L'intégrale  de  cette  quantité  différentielle 
eft  S,  P'  djc  •+•  »L.p  H-  L.rf?  =  S.  P'rfjcxL.tf-f- 

L.  p  *  d?  ==  L.  e   '  P Mç  »  en fuppolknt  L.c=  i. 

Egalant  cette  intégrale  à  une  confiante  arbitraire  du 

^  S  T^dx 

jnéuie    ordre   h,  bdx,  on  aura  e    '  p«  (f^   := 

^tfx  ,  intégrale  complette  de  Téq^ation  A*  Dc-U  oa 


^R" 
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'  donc  J' = jP  j  =  S  p  S. i-j —  fera  une  autre  in- 
tégrale particulière  de  l'équation  propoféc ,  &  en  fuppo- 
fant^quea'  (bit  une  confiante  arbitraire ,  on  aura^  =  aJj^ 

-H  Jp  S. ,m    .    ■■  pour  Tintégralc completse  & 

finie  de  la  propofêe. 

ConQ  LIA  I  IL  1.    Si  da)is.  Inéquation  F  on  a  P  za 

*ZI — ï-^^^cnfuppofantqucjeftss j^  &  r  =  ^-  ,  Té.^ 

'  quation  7=p  fonélionde  r ,  fera*  une  intégral^  parti- 
culière de  la  propoiee ,  dont  Fintégrale  complette  fera 

j  =  a'p-f-Jp.S.  I i.,...  (B)  5  car  en  fubfti- 

T? 
tuant  la  valeur  de  P  dont  nous  venons  de  parler  dans 

l'équation  F  >  la  propofée  deviendra  (M).m.»-«j« — ^       . 
4-  -j-^  -f-  v-"^  =î=  o.  Mais  la  (uppoUtion  de^  =  p 

=  np-  =  r  ;  donc  en  fubftitùant  ces  valeurs  de  j' j^ 

2^  *  -j^ .  dans  1  équation.  M  ,  on  aura    en  ôtant  la 

fi:aftion>  —  P'  q —  r  -H  P'  g-4-r  =  o ,  équation  identique  § 

doacjr=f  fera  une  intégrale  particulière  de  la  pro* 

Eofée>&  réquation  B  qui  renferme  deux  confiantes  ar^ 
itraires  en  lera  l'intégrale  complexe.   Si  on  fu^poièt 

Î'=  y"*  y*  &  qu'on  fubftitue  dans  l'équation  M  les  va- 
cuo^de  p  >  f  >  r  que  donne  ceue  fuppofition  ,  elle  dc^ 

Hh3 


^m 
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Rendra  ^y .  ^-P'>'"~'-*-J'(^- O-»"- >^ 

+  77  +  i--;=<>'~CR)--"!/- — ii; —  ■*• 

^^  +  -7-4  =09  dont  rintégiale  complexe  feim  9  a 

rx'^^hx^S.' — — -î-.SionfuppofcdçpIni 

me  P'ss=«x»,  on  aûraS.  P'ixs»— -7- — idoncno» 


trc    intégrale   complette    deviendra  y  tx,  ^^  x 


f  «« 


e  ix 


tx^  S. — *  équation  que j'^pdlc (T)^ 

On  croavera  ^  par  la  même   méthode  »   ^u'en  fàiCmç 
fztzax^^b^  X    -Kx   &c  ,  l'intégrale  compferre  Ar  £aiç 

de  la  propofçe  fera  jr  ^siaUfix     +  i'  *  +  c  x  -Ir   8ic.  ) 

rH  *  (  «X       -*"  i'x      -H   ex      H-   &c. )  X 


,-S.P'^x^ 


X 


S,  ■         ■  ■  ■  , j  ,  tf'  8c  *  étant  des  eonA* 

tantes  arbitraires. 

Soit  fffopo(2e  réquation  4n  fécond  ordre  ddy  ^* 
a  X  ^  Jjr  if  X'—  a  xjr  tf  X  ^  =  o  >  je  lui  donne  la  forme 

—  tf^xH — r- — =2! — 1-— -^sso.  En  la  comparant  à  la 

formule  R«  je  trouve  »=£!»  P'ssax^  s  donc  fi  i  la 
place  de  ^  &  de  < x*  »  on  fubdinie  i  &  ex*  dans  rin-. 


t^gral?  TyonaurajaBBea'x'^ixS*  ^      -^  ^ 


■♦»■ 


mm 
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iptf.    PjLOBLiMfi.     Trouver  VimépK  comj>leîtc  de 

l'équation  o  =  P  j'  +  -5 —  +  j^"^  >  en  la  réduifant  d*abord 

S  7  d  X 
au  fremier  ordre.  En  fupporant  y  :=  e    '  ^       ,    on   ré- 
duira la  propofée  à  Téquation  ftiivante  o  =:  ?+  P'j^ 

dr 
"*"ÎÎ"*"T^*  ouo=P<f«-l-P'îrf5f-*-î^d*-t-iç  qui 

€ft  du  premier  ordre  &  ne  contient  que*  deur  variables 
X  &  ^«  puiique  P  &  P'  (bntfuppofés  des  fondions  de  » 
On  cherchera  parles  méthodes  précédentes^  Tincégralede 
cette  équation.  Suppofant  cette  intégrale  connue  »  on 
aiua  la  valent  de^enx^ou^ssiir  ionâion  de  x.  Cela 
pofé  on  pourra  toujours  avoir  >  au  moins  par  approxi- 
mation y  l*intégrale  de  fir  ;  donc  on  trouvera  Tintégrale 
S.  kdx  qui  fera  =  S.  ^^r  ,  fonâion  de  x  ;  &  parce 

quej^s=e  ^  ,  on  aura  enfailant  e  ^  =»,jp= 
p  fonâion  de  x ,  éauation  qui  fera  une  intégrale  par- 
,  ticuliere  de  la  propofée.  Donc  on  trouvera  par  le  problème 
-précédent  Tintégrale  finie  &  complette  de  la  propofée  \  die 

^-S.P'rfx. 
ibrteque  Ton  aura^=fl'p-4^ipS. . 

19J*  Probibmi.  L  intégrale  de  l'équation  de  trois  termat 

^ — j  4^  ^ —  -f.  Qu=o  »  équation  que  fapfeUe  (A)  étant 
âx"         dx 

donnée ,  trouver  Vintégrole  de  Véquaàon  de  quatre  termes  (B}.«. 

^-^  H-  -—^  -f-  Qj'  H-  R  ==  o  »  (?*   étant  confiant , 

P»  Q>  R  étant  des  fonctions  de  x  tf  de  cuisantes. 
.Supçofons^  1^  cfxc  l'équation  u=pzt,  fonôion  de  xCoit 
l'intégrale  de   l'équation  A^  prenez  la  diffcrentielle  dt 

dt 
&  divift»-Ia  par  dx  pour  avoir  -j-  =  «'» autre  fonâion 

de  x.i^Cherchez,  parla  méthode  ci-defrus(u8)4  l'intégrale 

,   i,,  ,       rOtdx        Vitdx  ,       ,        „ 

de  l  équation  dr  —  -^^      •-*  — j—  sx 0 ,  dans  laquelle 

Hb4 
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--^-,  — ^(bnt  desfbnâionsde  «qu'on  cft  ceoiïconnoitxe; 

&  fiipporanc  que  cette  intégrale eft  r  c:m  ,  fenâion  de  x« 
prenez  la  didërentielle  de  m»  &  divifèz-Ia  par  ix  pour 

avoir -^ —  =s/i>  autre  fonâion  de  x.  3^  Cherchez  (par 

k  N^   1x8)    Tintégrale  de  l'équation  i\  — -!--« 

K</v=so,  &  foppofant  que  cette  intégrale  (bit  7=ib, 
fonûion  de  x»  on  aura  ^^==01  —  k  pour  l'intégrale  de 
l'équation  B.  En  efiètfi  l'on  fiippofe  Jj-i-TfJxsso, 
T  &  ;  étant  deux  variables  »  on  aura  ij:si'~^  T^d» 
&  ^Jjr  ^ — Td^dx—  liTixi  donc  l'équation  B devieu* 

dra  par  fubftitution  , j-^  —  -^^- —  —  ^P  T-f; 

dx 
Q;r-f-  K  =so  >  &  en  multipliant  par  -;^,  dungeant  les 

fignes  &  ajoutant  l'équation  djr-4-tTdx=o>  oo  aura 
l'équation  (H).....J7^dî-f-(îT-f-tP  4-  -^  — 

^f-)  d  X  —  — » —  =  o  :  cette  équation  H  (croit  ia- 
tégrable  fi  on  pouvoir  lui  donner  la  forme  (M)  • .  •  •  Jj  4* 

«ïî-^(j-4-?)  Vdx !^^  =  o,  fiippolc  qucV  &T 

(oient  des  fondions  connues  de  x:  car  en  fai(antr=s 
7-*-?»  on  auroitrfr=Jy  -hdj,   &  Téquadon  M  dc- 

*  J(  d  X 

viendftit  dr-4-rVJx  —  — = —  =  0,  dont  on  trouve- 

roit  l'intégrale  r  ssim^  fonétion  connue  de  x  (par  le 
N^.  118  )  s  &  en  différenciant ,  on  auroit  dr=  d^ -f- ^ç 
s=zdm:^ndxy  donc  dysssnd  x  —  d? ,  n  étant  une  fonc- 
tion connue  de  x.  Subftituant  cette  valeur  de  ij  dans 
l'équation  dj  -*- jTdx5=o,  on  auroit  en  changeant 
les  fignes,d^  — jT  dx — ndx  =  o,  dont  on  trouverait 
l'intégrale  î  —  ir ,  fonûion  connue  de  x  (par  le  N"*.  ii8)^ 
Mais  on  ar^jf-i-{idonc^s=r— î»  aonc  en  fubfti- 
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——^-1     -  -  —      -      •  ■ 

tuant  les  valeurs  de  r  &  de  7  >  on  aura  j^=  112 -^t, 
intégrale  cherchée  de  l'équation  (B).  II  ne  s'agit  donc 
plus  que  de  réduire  Téquadon  (H)  à  la  forme  M  s  ce 

qu'oa  fera  en  fuppolknt /  T -é-P H-  ^  .    V  —  "nn  ^^ 

V(îH-j),ou(N)....T-f-P-f--^=-^,équa. 

tion  d'où  Ton  tire  >  en  otant  les  fraâions  &  tratiTpo* 
fant,QrfxH-T*dxH-PTrfjeH-rfT  =  o.Sionfuppofc 

maintenant  u  =s  ^   *  >  t"  étant  une  nouvelle  varia- 

ble ,8cL^  =  t  ,on aura» en  fu^pofânt  toujours  dx conf- 

cant,2fu=e  r"rfx ,  drfasxe  dc^dx-^ 

S.  t"  rf  ;e 
tf    *  •i"i"dje*.  Donc  en  fubftituant,  Téquation  A 

.  .  .  S.t^'dxdt'^  S.  j"dji:  „,,  -,  S.r"(fcc  „ 
deviendra  e  -j h  e  r"  t  '  -f-  P  e  c  ' 

.*hQ  e    '  =  o.  Si  l'on  multiplie  cette  équation  par 

dx  9  quon  la  divifè  par  e    *  .&  qu'on  fafle  t'' 

=  T,  on  aura  l'équation  ^dx-^T^  dx  -+-PT  Jx-t- 

WT=04  ^"^  ^^^^  avons  trouvée  ci-deflus  s  donc  la  va- 
leur de  T  que  donnera  cette  équation  peut  étr^  fubfti* 

tuée  à  la  place  de  t*'  dans  l'équation  u  :=  e    *  ; 

c'eft-à-dire  »  qu'on  peut  regarder  t"  &  T  comme  repré- 
fentant  la  même  fonction  de  x. 

Pour  avoir  la  valeur  de  Tj  je  remarque  qu'on  a  les 
équations  T  =  t  "»  u  =  t  >  u  r=tf    '  5  donc  t  =s 

fc  en  diflérentiant  » =  t"  d*  =  Tdx.  Mais  on  fup. 

i!  dx 
pofe  ici  dt  sst^dx;  donc  ■  =  Tdx,  ou  T  s=5 
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-— ,  fonûion  coaouc  de  x.  Se  puifque  V=  — ^  (ce 
qa'on  tire  aii^entde  Téquation  N),oii  aara  V  =r— 
-^,  fonâion  connue  de  xs  4onc  Féquacion  rfr-i-  rVix 

.-  A^=o,deviendrarfr~îl^^_li£î=ç, 

comme  nous  Tavons  mife  dans  la  (blution  »  &  fi>n  in* 
t^ale  fera  r=in,  fonâion  connue  de  xj  donc  Tinté- 
grale  de  l'équation  B  fera  j =/n  —  L 

Corollaire.  Donc  pour  intégrer  Téquadon  B ,  on  n*a 
qa i  retrancher  le  terme  R  &  fubftitucr  u  pour  j,  ds 

pour  dj  &  ddu  pour  rfrf/pour  avoir  Téquation  3 — îf  -♦• 

Pdii 

Jx  ^  ^^  ^^  ^'  ^"  cherchera Tintégrale  de  cecrc  égoa^ 

tfon  par  les  méthodes  précédentes ,  cnfuite  on  trou- 
vera l'intégrale  de  lequation  B  par  le  préfent pioUême. 

JpS.  Problème.  Une  intégrale  fanicuIUn   de  Féquidom 

^érentîeUe  *  iroU  termes  Au-h  ^-^  ^^  =  o  . 

dx        dx^ 

éaat   donnée  ,    trouyer  l'intégrale    comfletst  de  ^équation 

dequaile  termes  A^H--^-*-%^  ^  K.   ou  dt 

dx  û  X  * 

K=D,<fx  é:am  confiant,  &•  A,  B,  C,  D  (fcf /onflion* 
te  X.  Divifcz  les  équations  propofôes  par  C  pour  leur 

dohnet  les  formes  (A)„.i^  ^  ?^  -+-Qu=o,  &  (B;— 

rfx  »        rf  r  "*"  "-^  H-  R  =  o.  Maintenant  rintègraU 
particulière  de  l'équation  A  étant  fuppofée  n  =:«f, 

tft^t  •*'  '•*  '^^f'^*»'/  <iP*'  '«  N«.  .pi  )  ,  une  autre 
intégrale  particulière  de  la    même  équatioa  qui  fer» 


\ 


mi^^mmi^ÊmKmmwmm 
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^tm^mm 


que  ces  intégi 

étgnt  des  fonâioos 


uation  B  fera  j  =  af 
q,  a  SsTb  étant  dès  conftantes  arbitraires:  carpui^ 
que^srj^  &  jf=^,^=flf ,  ^j  =zbq  feront  des  in- 
tégmes  particulières  de  l'équation  B>  &r^  =ap-4-i} 
^n  lêra  l'intégrale  complette  >  ce  qu'on  prouvera  par 
la  méthode  ci-deflus  (  194.  )• 

Remarqua.  On  voir  1  par  les  deux  problèmes  précé-* 
densy  que  fi  Ton  a  une  équation  à  trois  termes  de  la 
ibrme  A,  dont  l'intégrale  loit  donnée ,  on  pourra  tou*» 
jours  trouver  l'intégrale  de  1  équation  B  de  quatre  ter* 
mes,  c*eft-à-4ire  que  fi  l'on  fuppofe  R  1=  o«  &  qu'on 

trouve  rintértale  de  ^  ^  ^-f-  Q  y  -H  R  55  0 .  oit 

"  dx^        dx  "^ 

trouvera  auflî  l'intégrale  en  fuppofant  R  une  fonâion  de  39^ 
Cette    méthode   fcroit    applicable  aux    équations  du 

|«  j  4%  &c.  ^re.    Et  en  général  fi  1  on  a  l'équation 

A    _^  B^   .     Càdy    ,  Md-^y  '      .^ 

Aj-^'^^-j^  &c +  __/c=d,R, 

ix  étant  confiant  &  les  quantités  A  »B>  C. .  ,  .  M  9  R 
étant  des  fondions  de  x ,  fi  on  trouve  l'intégrale  d'un 
ordre  quelconque  de  cette  équation  en  fuppofant  R=:oa 
on  pourra  trouver  l'intégrale  du  même  ordrç  en  fup<« 
pofant  que  R  eft  une  fonâion  de  x. 

Ib  ne  fera  pas  inutile  de  faire  obièrver  qu'on  peut 
feuvent  intégrer  facilement  une  équation  donnée  en 
l'élevant  à  un  ordre  fupérieur.  Ainu  en   difiérenciant 

l'équation  (A)....«  S  die  *  -♦- 1  yàdy  -^  rf^  ^  H-  4J7  &  *  =oi 

on  aura  (B)...»..  d^j-^é^ djdx  ^  =  o  >  équation  dont  une 

i  X 

Intégrale  particulière  (craj^sse  ♦  En  faifànt/^o^ 
4>n  a  jfsse  sb  i  ;  les  équations jf ^»  #  »  J  s»  ■*• 
zc  ,  feront  encore  des  intégrales  particulières  de 

lu  même  ^nation.  Multipliant  t     par  a  ,   »  e      pai 
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,  —  »«  par ^,otiaara7=a -*-fte 

H-  r  «  poar  l'intégrale  finie  &  complette  de  Téqua- 

tioti  B,  g^  i  Se  c ,  étant  trois  confiantes  arbitraires. 
9cnc  intégrale  contient  Tintégmle  de  l'équatioa  (A) 
qoi  cft  d'un  ordre  moins  élevé»  comme  un  cas  particu- 
lier :  car  l'intégrale  de  l'équation  A  ne  peut  contenir 
que  deux  confiantes  arbitraires.  Si  on  diTCrencie  donc 
notre  intégrale  deux  fois  &  qu'on  fubftitue  dans  1  équa- 
tion A  les  valeurs  de  jr ,  dj  6c  idy  >  il  &udra  que  le 
réfultat  (àtisfaire  à  l  équation  A  y  ce  qu'on  obtiendra  en 
comparant  les  conAantes>  ainfi  dans  le  cas  pré(ènt  on 

nouvera  c  = j— ,  &  l'intégrale  complette  de  Téqua- 

non  A  icra  jr=  A-f*^e        4- s — .e  .On 

povhm  auffi  en  difiérenciant  une  équation  donnée  9 
une»  deax>  &c.  fois»  parvenir  ibuvent  à  une'équaûon 


d'un  ordre  fupérleur  de  la  forme  de  ^lles  c^ue^nous 
avons  déjà  intégrées  »  &c  on  aura  pa9  i^^mtegrale 
fhcrchée.  ^P 


Dk    QUELQUES   MÉTHODES   D  INTiOREtt 
CERTAINES    EqUATIONS* 

ifp.   Sott  une  équation  formée  de  tant   de  termes 

qu  on  voudra  de  cette  forme  ay*  dy"^  ddy  ^  dxi  dans 
leiquels  a,  n,  m ,  p ,  a  font  conftans ,  &  ot  -+-  x p-f-? 
confiant;  je  dis  que  u  /z  +  m-4-p  eft  auffi  confiant  j 
l'équation  fera  intégrable :  on  fuppofc  m-f- x p^gconf- 
tant  afin  que  les  quantités  infiniment  petites  foienc  du 
même  ordre.  Maintenant  fi  /z-f-m-Hpeft  confiant, on 

S  tdx 
aura  >  en  faifan  t  JJ  =  «   *        ,  un  e  équation  d*où  les  expo- 
nentielles difparoîtront ,  &qui  >  ne  contenant  que  t^dtSc 
ifx,  pourra  s'intégrer  par  les  méthodes  connues  (on  fuppofe 
dx  confiant.  Cette  méthade  eft  du  célcbre  ALd'Alembcit. 
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Soit  réquation  du  premier  ordre  &  dont  parle  M.  le 
Marquis  de  Condorcet  dans  le  <}uatrième  volume  dts 

Mémoires  de  l'Académie  de  Turin,  ^x^dj  —  zx^jdy 

-^xx^yix-hxy^  dx-^xy^  dy — ^y^  dx — x^rfje— 

x^dy-h  j  xydx-^xydy — 2yydx=o.  Si  on  le  met 
(bus  cette  forme  Adx -^B dy^=so  t  on  trouvera  qu'en' 
la  multipliant   par  un  faâtur  M  =5 

F 73 —  V  ■     ' — -T r  >   <^ll^   devient  intégra* 
{X — y)>xxyy  -h  xxy — x^  ° 

ui              1        (rf.AM)         (J.BM)        ^     ...     .      , 
ble:  car  alors  — ^ — ^  =-!_ i  ,  &   l'intégrale 

cherchée  eft  =  L.  {y  — K(*-:7)1— L-fj-f-KlCx-ry)! 


Soit  réquation  %ayddy  —  ^adj  »— ^  »  A»  »  (i  -f-*x)    * = o. 
Je  la  multiplie  par  le  fadtcur  M  =  —  j-  pour  avoir 

zayddy — ^ady^  dx^ 

17 r^^°'  «°"^  rinte- 

^  {i^xx)i 

craie  en  ajoutant  la  confiante  Kdx,  eft— i— ^  — « 
l^(i-f-jcjc)  =  A  Jap  j  &  en  intégrant  de  nouveau ,  on 
aura —  K'(ï-*-««)  =  A«-hB. 

.00.  Soit  l'équation  ^i^  =  p^. . . .  (A) , 

je  fais  diiparoitre  les  fraétions  ppur  avoir  dx  V^(  i  '^yy  ) 
=  dyf/'.Çi  —  XX)  „  &   en  intégrant  par  parties,' il 

orient  xK(i-jrjf)^S.p^2i^-=;K'(X^xx)H^ 


i^>*— IMI  ■      ■■    t'  !■     ■ 
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y  X  aie  * 

S.  r^FT^ -?-♦-  G  *.  Mais  Téquation  A.étantmukW 

y(t  —  XX)  ^ 

fliic  par  xy  &  enfuite  intégrée ,  donne  S.  ^/^^ — v  ==* 

S.    ■     ^■■. — ^;  donc  f équation  précédente  ,ea  eflfàçane 

les  quantités  égales  qui  Ce  trouvent  dans  lés  deux  meiii^ 
brcs,  deviendra  *>^(i—j'7)=)'l^(ï— **)^  G; 
équation  algébrique  qui  donne  l'intégrale  complette  de 
la  propofée. 

dx 
Si  Ton    avôit  l'équation  ryn —    .      ■ sss 

^  Via^bx-hcxx) 

dy 
_- —    .-^  ,       ■  .  •  «  •  •  (B)/en  ôtant  les  fraâio&a 

te  prenant  enfuite  Tintégtale  par  paries ,  on  troureroîc 
'^   ^        -^      "^"^  2  y  {a  -h  bj  -hcjj) 

•  y»  /       .    r       .  \       o  (b-hicx^fdx 

jfY  (a-h  bx  -¥-  ex*)  — S.  ■  ^>,   ^  x     1 r 

•f-C.  •  •  •  (H).  Si  Ton  multiplie  l'équation  Bpax  x j  » 

.    , e  xydx 

mt  aura  en  intégrant  $  S.    i  >  ■      *^^        '    ^   v    =» 

°  K   va -4-6x -H  cxx) 

S-TT-T — r^  .*  '     x"'  *ï*»^  fi*  avant  d*intégreroo 

multiplie  par  y,  on  ttonveca  S»  ^y»         ^ . : ?s« 

'^     '^    "^  .       y  {a-hbx-^cxx) 


mmm^ 


*  Si  Ton  fait  tttendon  que  S«  p if x  a±p  x  — .£  xif 

« 

(  Toyei  le  t*.  79  ) ,  tm  rerra  facifemtm  que  S.  d!x«|/<i-^) 
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^_      h       iy 

le  voir  en  diffcrenciant.  De  même  S.     n        *^'' 

l_      àx 

tutîons  dans  1  équation  H,  cflâçant  ce  qui  fc  ihxm^ 
on  aura  cette  équation  algébrique  *  K(a-f-^^-HcT^ 

^  T7-'^^^-+-^-^-erj)-+-c,oubîcn^*-H~^)c 

^  ;2cy 

qui  eft  l'intégrale  de  l'équation  propo{5c.  Il  eft  bon  <fe 
ftjre  attention  à  cette  méthode  ingénieufe  que  neos 
devons    au    célèbre     M.    de   La  Grange. 

L'éqoation  77-; ; — — £ 

K  («■+-* Jf-f-cx«-f- ex arx-*-/x*)     ** 

— — — __^^_^Z_^ 

1^  (fl-»-«'jr-l-c_yjr-i-eyî-K/y4)**°" wcaa des mem- 

!îlS<,«i!*J"ltS"^'*  algébriquement  a  néanmoins  une 
intégrale  algébnque  eipnmée  en  général  par  l'équaS 

«jy)  -^-Pxxjy-^o,  En  effet  fi  on  difi^ieacie  cette 
équation,  il  vient  [BH-xC«-hDjr-HE(»*^4-jr,) 


riMMi 
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K[( 


»f- 1  F7  x  X  I  ^j  ==  o;  mais  en  cirant  de  la  même  éqaa* 

tion  la  valeur  de  x  en  j^j  &  enfuice  celle  de  jr  en  x>  on 
trouvera  x  xCC-t-Ej^-hF^^)  -i-B-f- Djf-*-Erj=3 

B  -H  Dj'  -♦-  Ejj)^  —  4(A-4-Bjf-HC/jr)x 
(C-4-Ej'-+-Fjy)l.  Et  de  même  i^(C-4-E«-f- 
FjcJc)-hB-+-Dx-+-E**  =  K  [(B-4-D*H-E*x)» 

—  4.(A-HBx-HCarx)(C-4-E*-hF*x)];derortc 

qu'en  faifant a=BB—4AC;  >  =  xBD  —  4(AE-H BC); 
c  =  iBE-f-DD  — 4(AF-^CC^-BE)5C  =  tDE- 
4(BF-HCE)i/=EE— 4CF,onaurarf*K(«-^• 
^JF-^-  cyy  -h  e^»  H-  /y*)  =  dyy^ia-i-ix  -f-cxx 

4-ex*-h/»*)i    &    par    confcqucnt 

dx _ 

•-7-; — ^  ,    ^    ^  ^ — rTT=TT-'?«"  ^  J  équation 

propofi^e.  Mais  par  ce  que lescoefficiens  donnèsa  ^h^ccrf 
ne  font  qu'au  nombre  de  cinq  >  &  que  les  quantités 
A ^  B >  C  >  D>  E>  F  font  au  nombre  de  fix ,  il  eft 
évident  quxl  en  reftera  une  indéterminée  qui  den- 
dia  lieu  de  la  confiante  arbitraire  qui  doit  fe  trouver 
dans  Tintégrale  .complette  dç  l'équation  piopoiee. 
Nous  allons  maintenant  donner  une  méthode  oireôe 
pour  intégrer  les  équations  .qui  ont  la  forme  de  ceUcs 
dont  on  vient  de  parler  9  elle  eft  fondée  fur  le  principe 
fuivant* 

Primcxpi.  Quand  on  a  une  équation  du  fraiàer  wàt 

dont  on  ne  feut  trouver  rintigrals  ,  il  faut  la  diffirencier  & 

examiner  Ji  en  combinant  cette  nouvelle  équation  avec  la  projto- 

fie ,  on  pourroit  trouver  une  équation  intégrale  du  premier  àepi 

autre 
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•et* 


moré  que  la  frofofé^;  car  .alors  eh  chajfdntt  pat  le  moyen  dé 
ces  deux  équations  les  premières  différences ,  on  aura  l'intégrale 
cherchée*  Si  l'intégration  ne  réujjit  pas  de  cette  manière  >  on 
pajfera  à  la  différentielle  du  troifieme  degré  6»  l'on  cherchera  Jl 
ton  psut  parvenir  à  une  nouvelle  équation  du  fécond  degré  ;  en 
ce  cas  U  n'y  aura  plus  qui  éliminer  les  différences  fécondes 
(r  troifiemes  j>ar  le  moyen  de  l'équation  propofée  ù*  de  fa  dïffé* 
rentielle ,  fr  ainji  de  JuiUi 

Reprenons   l'équation  y  ^,  ^i"^  ^  ,^^y    ^ 

dy  . 

^-re^ T^ r- ,  je  fais  l'un  &  Tautre  membre  =rfc, 

Via^by-i-cjy) 

d  V* 

&  je  quarre >  il  vient  di^±s  »  »    . ,    dt^  s^ 

dy^  ,  dx^  -  «   rf^* 

î  donc     .     ■    =s:a^bx'^cxx,oc  '\  ,  ■ 


a-^by-hcyy  dt^  dt 

s^'a^^by^cyy.  Je  différencie  maintenant  ces  équa- 
tions en  fuppofant  d  t  conftant ,  &  divifant  la  première^ 

par  dx  ic  la  féconde  par  dy ,  il  viendra  -  ■  ,  ^^     =a 

è  -f-i  c  jf  5  - ,  -^  =  J  H-  »  cy.  Ajoutant  Ces  dcixt  é<lua- 
tions  en{èmbU&  faifànt  x+jr  =  ]>,  on  aura  Téquation 
%■—  i=%b^  icpf  laquelle  étant  îhultjpliée  par  rfp- & 

cnfuite intégrée , donne  /^ ^  =C-f-2Ap-f-cp*S  d oïl 

Ton  tire  -^=:V^(C  -f-iip  -^-cpp).  Mais-^^-    m 

dt 

Donc  on  aura  enfin |/(a  -H  ix4-c*x)-f-l^(.i4-i7 
Tome  IV.  I  i 


/ 


:^r^;77^     *^xqu^^. 


\^)  H-cCx-h^)»"^ 


TJ   \  'quation  propofé' 

"c  celle 
métho 


trouvera,  -^  ^  0^  ^^  celle  q 

(C 

,:7-7 ï — ; tmrZ — 1  _,r^4.\     •    Quarrant    ces 

équations ,  multipliant  cnfuîtc  par  le  dénominateur  da 

fccond  membre  &  divifant  par  --—-  ,  diflBrenciant   en 

regardant  d^  comme   conftant ,    diviCinc  la  première 
par  dx   Se   la.  féconde  par  dy  ,  ic  tran^pofànc,  l'on 

ztdtdx'^xtîddx       .   .  .         ,   .      r   * 

aura  r-T — = =*-Hicjc-f-3ex»-|-4/x»  j 

G  J  * 

%tdidy'^%ttddy        ,  .  ,  •  .     r    »    t»  • 
•—^- ^=  JH-i  cH-î  «  J»  *•+■♦/>  *•  J  ajoute 

cnfemblc  ces  deux  dernières  équations,  fc  je  fais  xH^ 

^  =  l>,  X — j  =  î>  &</i  =  Mrfp-+-Nrf(7,  j'aurai  endi- 

.^                  tMâv^-^t^dpdq-httddv      .        '    .. 
vjfant  par  2 , s j-j i-=:  ô  -H  cp-H 

-î—  (pp  H-?g)H-  -7-  (?•  ■+■  JPÎ*)  1  &   mettant 

au   lieu   de  — T—^ —  la    valeur  — 


Cki 


T 


\ 


«  aprè' 


h   P 


\ 


\  le. 

V. 

\ 


\ 


lE. 


4-  £-[r(pî -H  ijig^)-. 

pofons  (maintenant  que  t  foit  s. 
=  o ,  &  N  =  P ,  fonâion  de  p  fan. 
Pi/g-t-ji^P.  Mais  it  =  Mi?p  H- N . 

doncîrfP=Mrfp,fcM=  ■    .      >  Dont 

J-      T  T.      .     P^P   rfP-f-'PPrfrfp  # 

OU  en  divifant  par  P  o  '  >  — - — r-^r ^=5—  a,  1 

'^       ^  ai''  1      n» 

Si  Ton  mulciplie   cette  équation  par  zàp,  elle  dcvic» 

dra  intégrable  >  &  fon   intégrale  fera  à  caufe   de   à> 

confiant ,  fera ,  dis- je>  — j-^ —  s=  C  -f-  ep  -{-/p  a . 
donc-— ^=j/*(C-+.tfp-f./p»)î  mais  —-     =5 

"'— *^ —  î  Donc 

cette  valeur,  mettant  à  la  place  de  p,  *  -♦-jk>  &  à  la 
place  det,Pf,  oubien  P(x— 7)>on  aura,aprèsavoi|r 
multiplié  par  x  — ^  ,  Téquation  K^(aH-ix-f-cxjf-4- 
ex^  -^fx^)  ^l^^a-^by  -^cjjH-ey^  -^  fj^)  ^ 

lia 


fubilicuant 


1 


rop    CovRS  PB  Mathématiques, 


•^^"^^m^t^ 


(»^^).  K[  C^e(*-»-;r)r4-/(A:-#^jr)*]  ,   qui 

cft  l'incégralç   cherchée    Si  l'équation  propoISe  éroit 

(<> . 

^— -—  .        -^ ,    ■  ^   ^v  c=  o  *    on    a*auiok 

^u  à  changei:  cUns  l'intégrale  qu'on  rient  de  croarer» 
Jcfigne  4»  radical  l/"  (  fi -f»  i^ -f- f  Tjr -t-  e jf  ^  -♦-/>'•). 

t^esintégraksS,   ,^  (a,4-i:cH>clx^-.xlf^/.r4)   ' 

logarithmes ,  ni  aux  arcs  de  cerclç  ;  (k  on  doit  les  V9ft^ 
porter  à  un  genre  de  tranfcendantes  enderçmeot  iaconaiu 

On  doit  donc  conclure  de  ce  qui  précède  qu'il  peii^t 
Vès-fouvent  arriver  qu'une  équation  (eparée  dout  aucun 
des  membres  n'ed  intégrale  algébriquement!  ni  par  les 
logarithmes,  ni  par  les  arcs  de  cercle»  ait  cependant 
fine  intégrale  algébrique.  Nous  reprendrons  cette  ma- 
iiétc  im{>oname  dans  la  fçconde  partie  de  cette  fçftiou« 


fin  pv  Tomn    IV, 
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